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SUR LES

FONCTIONS HOLOMORPHES

DONT

LES DERIVEES ADMETTENT UNE VALEUR EXCEPTIONNELLE

Par M. King-Lar HIONG.

Concernant la théorie des familles normales, les valeurs lacunaires de Picard
jouent un role important. Dans une étude précédente (*), nous avons essayé
d’introduire des valeurs exceptionnelles au sens de M. Borel. Mais comme il
n’est pas commode, pour le probléme qui nous occupait, d’utiliser directement
une telle valeur, & cause de 'intervention de 'ordre de la fonction dans sa
définition, c’était au moyen d’une conséquence de 'hypothése que les fonctions
considérées admettent deux valeurs exceptionnelles que nous avons pu arriver
a obtenir quelques résultats.

Ici nous considérons une catégorie de valeurs exceptionnelles que nous
définissons sans intervention de 'ordre de la fonction et que nous convenons
d’appeler valeurs exceptionnelles B. Nous démontrons que si une fonction f(z)

méromorphe dans le cercle unité, telle que T(r): logl—i—r tend vers l'infini

pour r -1, c’est-a-dire que le théoréme de Picard-Borel s’applique, elle ne
peut admettre plus de deux valeurs exceptionnelles B.

Par considération des valeurs exceptionnelles ainsi définies, nous trouvons,
avec plus de précision, des résultats analogues 4 tous ceux obtenus anté-
rieurement concernant les valeurs exceptionnelles de Picard-Borel. Puis nous
pouvons étudier le cas ou intervient la dérivée de chaque fonction considérée,
méme le cas ou la dérivée intervenue est d’un ordre quelconque.

Nous nous plagons notamment dans ce dernier cas pour le présent Mémoire.

(1) Ann. Ec. Norm. sup., (3), t. LXX, fasc. 2, 1953, p. 149-180.
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Pour éliminer les valeurs initiales des dérivées qui peuvent s’introduire dans

inégalité que nous prenons comme point de départ, nous commencons par

, . T . FAN . :

établir une inégalité permettant de majorer m(r,%>, inégalité qui est plus pré-

cise que celle que nous avons donné dans le travail précédent et qui ne contient

que la valeur initiale f(o) comme celle de M. R. Nevanlinna relative
£1 . . (&) .. . .

m <r, %,—) Ensuite, nous trouvons pour m<r, ﬁ——) une limitation quine con-

Joen
tient pas de valeurs initiales des dérivées, et qui est plus précise aussi que
celle déja obtenue antérieurement (*). '

Pour établir le théoreme de base sur la croissance d'une fonction, nous par-
tons d’une identité due 2 M. Bureau comme dans la démonstration de Valiron
pour le théoréme de M. Miranda. Au moyen des résultats précédents, nous
majorons alors les valeurs moyennes logarithmiques que contient I'inégalité
déduite de cette identité. Puis, I'application d’un lemme que nous avons établi
ailleurs nous conduit au résultat en vue.

En ce qui concerne les familles de fonctions, nous introduisons une nouvelle
notion pour bien préciser un fait, c’est celle d'une valeur également exception-
nelle. En nous appuyant sur le théoréme de base et a 'aide d’un résultat de
M. Paul Montel, nous arrivons alors & obtenir des critéres de normalité ou de
quasi-normalité (*).

En terminant, je tiens 4 exprimer mes vifs remerciements a tous ceux qui
sont venus en aide dans mon état de santé gravement ébranlée, en particulier
la Commission des Fonds de I'Université de Tsing-Hua dont la subvention me
facilite grandement la continuation de mon traitement en méme temps que
celle de mes recherches.

CHAPITRE 1.

PRrELIMINAIRES.

I. — Rappel de deux propositions déja établies et d’'une inégalité connue.

1. Concernant les fonctions croissantes, nous avons démontré (*) selon le
principe de M. Borel les lemmes suivants qui sont plus généraux que celui de
M. Bureau et plus commodes a appliquer.

Lemve A. — Sotent U(r) une fonction positive continue non décroissante pour
o < r<1 et w(r)une fonction positive et finie pour cet intervalle de r; st, en dési-

(%) C. R. Acad. Sc., t. 258, 1954, p. 2279.

(3) Une partie des résultats du présent travail a ét6 communiquée a ’Académie des Sciences de
Paris (séance du 25 avril 1955).

(*) C. R. Acad. Sc., t. 236, 1953, p. 1939-1941.
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gnant par a, b, ¢ des constantes numériques et en supposant a>>0, b >0, ¢ > o,
Uinégalité

(1) U(r)yLaw(r)+blog —|—clogU(R) (r<R<)

R

est vérifiée pour r>xry, > 0, on aura alors pour r > r, l'inégalité

(2) U(r)<Aco(r)—|—Blong
ott A, B sont des constantes numériques.

Lemme B. — Soient U(r) une fonction positive continue non décroissante pour
o< r1 et w(r) une fonction positive et f nie pour le méme intervalle; si, en
désignant par p, a, 38, Y des constantes numériques et en supposant p >~ 0, &> 0,

B>1,y>1,0na

(3) » U(r)<

)p[a w(r) + BlogRI_ o+ ylggU(R)]

r—+1
2

2

=

A, B étant deux constanies numériques dont A ne dépend que de p, «, (3, v, tandis
que B ne dépend que de p, 3 et .

pour o < ror<_R< 1, alors on aura pour r>>r, et r' =

k)

(4) U(r)y<

m}[A(w(r) + o (r')—+ 1) -+ Blog -

Remarque. — Soit R’ une valeur inférieure a 1; au lieu de (4), on peut
q p

+
prendre aussi, pour r, < r <R et 7' = ——; I'inégalité

1

(4" U(")<'(‘P\,—_jr—),,[A(m(')—“w(’“)—‘—l)—‘—Bl% T ]

2. Rappelons encore une inégalité connue dont nous aurons besoin fréquem-
ment.

Soit F(z) une fonction méromorphe ; si I'on désigne par b, ses poles dans le

cercle |z|<R,ona
—r R 1 R:— b,z
R () 2tes

(5) R(z—0y)

pour |z|=r<R<1.

II. — Limitations de certaines valeurs moyennes logarithmiques.

3. Nous avons obtenu antérieurement (°) deux lemmes qui fournissent le

(%) Mémoire cité dans ’Introduction.
Ann Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 2. 19
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f(l‘)

premier pour (r, 7) une limitation ne contenant aucune valeur initiale et le

second pour (r, J‘cjr:—)> une limitation ne contenant que la premiére valeur initiale

f(0) sous la forme log| f(0)|. Nous nous sommes apercu que ces énoncés ne
sont pas suffisamment précis et qu’ils manquent de rigueur pour certains points
de la démonstration. Nous les rappelons améliorés ici avec une démonstration
complémentaire.

Lemve I. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité qui ne
s’annule que p fois. On suppose que f(0) £ o et l'on désigne par a,(v=1, ..., p)
ses zéros; de chaque a, comme centre on décrit un cercle (v,) de rayon arbitraire-
ment petit S,. Puts sotent d un nombre positif tel que

o >d, |1—a)=d, |au—aj|>d (aza))
et 3, le plus petit des 3,. Alors, on a pour o < r < p <1 linégalité
nir,o)

TN
(6) m<r,‘[f—) <Ak<p+log~::+ Zloga—>—|—]3klog

1

o ~+CrlogVi(p. /),
oll B
Vo(r, f)=m(r, )+ T(r, })

Ay, By, G, sont des constantes numériques ne dépendant que de d a part k (*).

De la formule de Poisson-Jensen, nous avons déduit I’égalité

dk1 [ ! kv T .- 2Rei
) | 7] = e s
n(R,0) -
N Eore— (k—1)lakr)
-1 ‘/_J (: — av)k -+ (Rz_ ;“IS,)& )

Désignons par (C,) le cercle |z|=r et faisons d’abord varier r entre o et
R,=]a,|. Pour chaque valeur de r, choisissons une valeur R de facon que

g—léR —r < d et que pour les zéros a, intérieurs au cercle |z| <R, on ait
R——]a\.lég-
2

Séparons lasommation de (7) en deux parties; I'une S, s’étendant aux zéros a,
dont les modules a,|<r, et I'autre S, concernant les zéros a,, tels que
r<|a,|<R. En excluant éventuellement de la circonférence | z| = r les points

N
() Dans la suite, nous désignerons toujours par Az, B, Cz, A%, ..., az, Mg, ... des constantes
numériques ne dépendant que de 4, s'il n’y a pas d’autres précisions.
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situés dans certains (v,), on a
n(r,0)
1
Sil<t—nr ¥ [ |

et
|k
SRR N A I i bt ),
S <k ”‘Z[aﬁﬂamm— >]<”‘ 0 e (3 )
Il en résulte que I'on peut écrire

de= [ f' 11 31 I 1
gy [f]’<Pk[P, 7o) 2 S R— VJ’

P, étant un polynome des arguments dont V=m(r, /) + m<r, ;,>

(8)

De cette inégalité, on déduit aisément

flc

(9) 7

n(r,o] N
<A} <p—|—log + z‘log6 >+B}\.loghir+C}<lggV(R,f),

V=0
ou A}, B, C, sont des constantes numériques ne dépendant que de £.

En observant alors que R —r>> g(p —r)pour o< r< <1 el que

V(r’f)<V0(r7f),

on arrive a obtenir une inégalité de forme (6).
Maintenant, pour R,<r< 1, la sommation de (7) devient plus facile a -
majorer; on voit de suite que son module est inférieur a

(k—n! 12[ o e

V=1

et I'on trouve 'inégalité

re

log 7

n(r,0)
" 1 1 " -
<Ak<p+log;—l— E§V>+BI‘IOOR -+ G logV(R, f)
v=1
pour »<_R<1. Ici R est arbitraire et » peut étre aussi voisin de 1 que I'on
veut; il suffit de changer R en ¢
La démonstration s’achéve alors immédiatement.

Remarque. — 1° Dans le cas ou la fonction a une infinité de zéros, le lemme
est valable avec un peu de modification. On considére un cercle (C') de centre O
et de rayon R’(<(1) aussi voisin de 1 que I’on veut. Dans’énoncé, on remplace
alors 1 —|a,| par R'—|a,| (|a,|<R') et p par A(R’, r)=n*(R’, 0) — n(r, 0),
n*(R, o) désignant le nombre des zéros a, tels que | a,| <R et dans la démons-
tration, on prend pour a, le zéro qui est le plus proche de la circonférence (C).
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2° En observant que 'on peut prendre un nombre X assez grand pour que
n*(R, o) <A[1+n(r, o)] et en tracant, des centres a,, des cercles de méme
rayon arbitrairement petit ¢, 'inégalité analogue i (6) peut étre mise sous la
forme plus simple

(6") m( f;><A/<100—+zz(1 o) log >—|—B/;logP

valable pour 0 < r< o < R’. H, et K, dépendent alors de % par suitede n(R’,0).

_I_ = -+ CrlogVy(p, f)

4. A Paide du lemme précédent, on peut établir le suivant :

Lemve II. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité qui ne
s’annule que p fois; on conserve les notations et les hypothéses du lemme 1. En se
donnant un cercle (C) de centre O et de rayon quelconque R' (< 1) et en désignant
par 8, le plus petit des 2, ou bien on a pour o < r < R’ linégalité

(r,0)
1 1 . 2
(10) m(r, f) << H; <log[f(o) | —|—p—|—log; —+ Z log£> —+ kalogP —

ou bien, il existe alors au moins un point zi tel que | fV(z,)|>x1, et en prenant
une valeur R, telle que log|f(z)|<-— gli
ro>Ryet R'<roZr <o <1, linégalité

n(r,0)
(1) m< f};’> ’) [ <log|f(o)|+p+log I 2 lobaw>

V=0

—— + 1clogVa(p, f)]’

- pour r>R,, on a, pour

-+ Brlog -

ot Hyy Ky, ary B4 €t v, sont des constantes numériques dont les deux premiéres ne
dépendent que de d et k et les trois derniéres ne dépendent que de k, d et R,, dans
le cas général et de d seulement dans le cas ot k=1.

Désignons par (D) le domaine limité par (C') et les circonférences (y,) dont
les centres sont intérieurs a (C').

Supposons d’abord que | /% (z)|< 1 quel que soit le point z intérieur & (D').
Prenons d’une facon arbitraire un nombre positif M. Si ’on a |f<"—“(z)|>M
quel que soit z dans (D’), alors on a dans ce domaine

/c—1 )
’

il=alt
puisque f'ne s’y annule pas. Eu égard 4 une propriété de m(r, £)(7), ondéduit

(7) Il est facile de démontrer que si I'on exclut de la circonférence | 2| = un nombre fini d’arcs
arbitrairement petits, la variation subie par m(r, f) est aussi arbitrairement petite.
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de cette inégalité la suivante :

1 1 f‘k—l) f‘k—x) + 1 J
(12) m(r, }> <m<r,M T) <m<r, 7 >—|—log—-— -+ Am pour o<<r—=R,

Am désignant une quantité positive arbitrairement petite pour les ¢, arbitrai-
rement petits. Or, d’apres la formule de Jensen, on a

1

(13) m(r,f):m<r,}>+N<r,]>—|—log]f(o)|,
ce qui s’écrit
(14) m(r, f)<m(r, £f>—|—plog£i+log]f(o)].

Donc en appliquant le lemme I & m <r, f7“>, on déduit de (12) et (14) une

inégalité de la forme

n(r,0)
(15) Vo(r, < Ak<log|f(o) |+ p -+ log; -+ 2 logsiv>+ BklogP _I ~+ Cklggvo(p,f)
\ V=0

et application du lemme A & cette inégalité donne de suite une inégalité de
forme (10).

Supposons maintenant qu’il existe dans (D) au moins un point {1 pour
lequel | f*~*(z)| <M. En intégrant /¥ (z) le long d’une courbe qui joint {;_,
a un point quelconque z de (D), nous trouvons comme antérieurement

[ fEN(s) [ <M+ 2(m+1) =M.

Alors on recommence le méme raisonnement; en le répétant, on arrive soit
a une inégalité de la forme (10), soit finalement 4 une inégalité qui est

() | < Mgy

M,, M,, ..., M, sont des valeurs numériques ne dépendant que de £. Enfin en
intégrant /'(x) le long d’un arc'de courbe qui joint O 4 3, on obtient pour tous
les points de (D")

| f(2) | <|f(o) |+ My
et par suite

(16) m(r, ) <log|f(o)] +K,

K étant une constante numérique qui ne dépend que de k. Cette inégalité entre
aussi dans (10). ,

Maintenant si I'hypothése que I'on a faite au début n’a pas lieu, il existe alors
dans (D’) au moins un point z, pour lequel | /*/(3)|>1. Distinguons deux
cas :
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1° 3,==o0. D’aprés la formule de Jensen, et le lemme I, on obtient

ni{r,0)
I 1 1
(17) m(r, %%) < Ak<log | flo) |+ r -+ log;+ 210g67>—|—l3/¢10gp —

P

. + Crlog Vo (p, f);

2° |z,| >o0. Appliquons I'inégalité (5) a la fonction ff) pour le point z,; il

vient, en posant r, =| 3, |,

[v=1, ..., n(R, 0)|.

Pour éliminer z,, on peut prendre une valeur R, > r, suffisamment grande,
telle que

, I 1
log/]f('sl)[<.I_B10gI—:—R pour P\oéR<I,

et 'on porte cette borne dans (18). Mais il faut remarquer que R, dépend alors

de f.
Maintenant, choisissons arbitrairement entre R’ et 1 une valeur R, qui ne

’

—R,
; en pre-

dépend que de R’, par exemple R, = R' - - R T

— Rt posons H =

nant une valeur r, telle que r,>> R, et r‘,él{o, on a alors
p—R<H(R—r) pour ryZR <<p <1

et Uon arrive a écrire (18) sous la forme (11) en changeant R en 7.

Dans le cas ou =1, I'¢limination de z, peut s’effectuer sans introduire la
valeur R,. Supposons que z, soit le plus voisin de O parmi les points ou
| f'(z)|>1. Joignons de O a z, par un arc de courbe L pour tout point duquel
]f’(z)|_é1 ; en intégrant f'(z) le long de L, on a 'inégalité

log| f ()| <log| f(0)| + const. numériq.

Remarque. — 1° Dans le cas ol fs’annule une infinité de fois, le lemme reste
vrai avec les modifications indiquées dans la remarque sur le lemme I.

2° Si I’on fait &,= &, I'inégalité (11) peut s’écrire
(r1") <f7fA)< L [a4<log|f(o)[+]00—+rz(r o) log 6)
— -+ velog Vo (p, f)]-

+ Brlo
B g3

5. Dans les lemmes précédents nous avons considéré des cercles de rayons
arbitrairement petits; pour le cas ou lavaleur initiale f(o) peutintervenir sous

+ 1 . T , -
la forme logl?(—o—)', nous pouvons avoir des limitations plus précises sans
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. . . (4) .

introduction de tels cercles. En ce qui concerne m<r, Zf—>’ nous établissons
dans le cas plus général d’une fonction méromorphe une inégalité de méme
forme que celle de M. R. Nevanlinna relative a m( f> par la méthode de

o f

récurrence (*) et nous avons I’énoncé :

Lemye I'. — Soit f(3) une fonction méromorphe dans le cercle unité, en suppo-
sant que la valeur c,= f(0) soit finie et différente de zéro, on a

%)
(19) m< ff ><d[+ aLlowloo log—

-+ b logE + b} logp ‘_0 — + cklggT(p, h
pour o < r<_s<1. Les coeﬁctents Qi - . ., C; SOnt des constantes numériques ne
dépendant que de k.

St k=1, c’est le lemme da a M. R. Nevanlinna; améliorée par Valiron et
modifiée par M. Milloux, l’inégalité qui s’y trouve est mise sous la forme

/)

(20) m<r, if> <16 —i—4100

L G10gT (5,/).

—|—2]00"p+3100
©p p

Supposons que I'inégalité de forme

(121 R | 1 , [ P +
(21) m<r, ‘%;) < ap+ a/,)loglog E;l -+ b,,log; + b, log; -+ b, logP —. —+c¢plogT (p, f)
soit vraie pour p=1, 2, ..., k—1; nous allons démontrer qu’elle est encore
vraie pour p = k.
De la formule de Poisson-Jensen, il est facile de déduire

27

=T f ot 2R ei®
(22) Py [f] Z“fo log | f(Re®? )]md
' (=0* ay
C— !
+ (k—1)! 2 [(z——av)"+ R— )t
fa| <Rt
(—I)"—l l;u
+(k—1)! 2 [ + J—
z— by )k 2 poz )
< ( w) (R b, )
Considérons le premier crochet; son module est inférieur a
3 AR (R +1)| R2— @,z [ 2R (R +1)| R2—a,z |
(23) |R*—ayz % |R(z — ay) (R—r)* |R(z—ay)
F1 R:— Gz .
ou encore a (R%— | R(z __aa | en nous placant dans le cas ou R <1. Et l'on a

(#) M. Milloux a établi par une autre voie une inégalité de méme nature.
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une limitation analogue pour le second crochet. Par conséquent, en posant
Ve p=mie ) m(r 4,
il vient '
0 g G | <k e Y
TR L—Hrw[ 2 'RR(:Z:) A 2 |P?<~_—b2;> ]
On voit qu’en désignant par Ei et E les deux sommes du crochet, le second

RR 721,2 et V.

Maintenant, si 'on développe le premier membre de (24), on en déduit

2 log

C, étant une constante numérique.
Or nous avons supposé que (21) soit vrai pour p=1, ..., k—r1etl’on a,
d’apres la forme de P,

membre est un polynome P en -

(25)

l -+ lO"P ~+ Gy,

1ogP < Ax-+ Blog & + By log £ 4 Bf logrt— -+ 16g V(R, /) -+ log -+ log ..

R
Donc eu égard a V(r, /)=—2T(R, f)+ log 'Ci', on déduit de (25)

SEN e ]
(26) m<r7 _—> < ay—+ ay lOg lOg -(—- b l
0

}j _
f S

R o,
R R br("’f)

+$fonvn(rem,f)de+ ﬁfﬁv < e })d
' —i—lgg[n(R,f) —+ n(R, %)],

ou Vy(re®, [) et VR<re , f> sont les deux fonctions harmoniques
R2— @,z

Vn<reiO —I~> Z log RG—a) et Vr(red, f)= 2 log

la, | <R [bp| <R

lotr + b log

R‘Z-Egz
R(z—by)

considérées par M. R. Nevanlinna dans sa théorie. En utilisant la formule de
Gauss, on trouve aisément que la somme des deux intégrales est égale a

N(R, /) +N<R, %> —N(r, /) —N<r, %)

On a ensuite a éliminer ces indices de densité et le dernier terme de (26).
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En procédant comme M. R. Nevanlinna ’a fait dans son lemme et en posant

R—r= P—r - ”, on est conduit 4 la conclusion.
2T (p) + log C—’ +a P
0

Remarque. — Dans le cas ou f(z) est méromorphe dans tout le plan i dis-
tance finie, 'énoncé du lemme est tout & fait analogue et I'inégalité a la méme

. 1 o
forme, seulement au lieu de log - on a log--
Cas particulier. — Si la fonction est privée de zéros, en modifiant légérement
la démonstration, on peut mettre I'inégalité sous la forme suivante :

1

(k) +
nz</',I—><Ak+ Bilog —|—Ck10gV(P»f)

/

p—=r

qui est déja connue (*).

6. Au moyen du lemme I’, on trouve le suivant analogue au lemme II, mais
plus précis.

Lemme II'. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et I'on
suppose f(0) £ o et f¥(0)5£ 0. On désigne par a,(v=1, 2, ...) ses zéros; de
chaque a, dont | a,| = r comme centre, on décrit un cercle (v,) de rayon arbitrai-

“rement petit ¢. En se donnant un cercle (C') de centre O et de rayon quelconque

R' (1), on a ou bien, pour o < r<_R,

(27) m(r, f><Hk[N<r,

f

ou bien, il existe alors au moins un point z, ou | f¥(z)|>x1, et en prenant R, tel

1
>—|—m0+log;]+Kklog ’

I—

1

que log| f(z,)]| < I_I_rlogl_rpour r>R,, on a, pour R <r,<Zr<o<1,

avec ry>= R,, U'inégalité

o o fo)<5(r )

I

+
+ i 2ok o0 D)+ prlog - vwldgmie, /) |
o :
(29) wo:l(;—glcol—l—lgg il et w(r, n, 3):10g£+n(r,o)log}7,
Cy r 5

Hi, Ki, ox, B et yi étant des constantes numériques dont les deux premiéres ne
dépendent que de k et les trois derniéres ne dépendent que de R' et R, a part k dans
le cas général et seulement de R’ dans le cas ot k=1.

(%) Foir VALIRON, Sur les valeurs exceptionnelles des fonctions ... (Act. Scient. et Ind., n° 510,
1937, p. 12). i
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Reprenons le raisonnement du lemme II. Supposons d’abord | /(= )]<1
pour tout point 5 intérieur a (D'). Deux cas sont possibles :

1° On est conduit a une inégalité qui peut étre mise sous la forme

(30) m(r, f)<N<r, f>+Ak<coo+lo'f——>+Bk10<rP_I_r +Cklggnz(p,f).

Sil'on prend A, ™>1 et applique le lemme A a cette inégalité en posant

(r)__N<r, f) + w0+100—>
il vient
(31) m(r,f)<Hk[N<r,—})—i—wﬁ—log;J—kKklogli

2° On obtient finalement
m(r, f) << lgg | ¢y | + const. numériq.,

inégalité qui entre dans (27).
Supposons ensuite que | f1(z,)| 1. Si 3,=o0, la formule de Jensen donne

m<r, —]%) < r;l<i‘, Z}) + N<r, %) +log| f(o) |,

‘ce qui peut s’écrire, en vertu du lemme I,

0 wlr fi) 03

-+ Ak<lgg| ¢y |+ lgg

N

1 1 I
al—}—log;)—l—BklogP

‘—i— Cr lgg m(p, f).

—_1rr

Il est évident que cette inégalité entre dans (28).
‘ . , (*) .
Si|z,| > o0, alors, on applique 'inégalité (5)a lafonction fT pour le point 5,

etl’ona

4 ()
59 (v )< (0 7)o i [ o1 S
[v=1, ..., n(R, 0)].

Nous utilisons ici le lemme I’ pour limiter le premier terme. Pour éliminer
f(z,), on procéde comme dans le lemme II, et nous majorons le dernier terme
en écrivant

(36) X log|-

Joy | <R

<2n(R o)lo dés que 8<;-

Alors, en choisissant une valeur R, comme dans le lemme II, I'inégalité (34)
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prend la forme

(35) m<r, 7-%) < (—{J_I—r)E[ak<wo+ o (r, n, 6)) —+ Brlog

I +
- —+ vrlog m(p, f)],

on voit qu’elle entre dans (28).
Cas o f est privé de zéros. — Les inégalités (27) et (28) se réduisent respec-
tivement a
(27") m(r,f)<Hk<lgg|col-+log;>—|—Hklog
et
§ / . log | ¢y |+ log~ 1
(2 ) nl(r,w><m[ak<0g|60[+ Og;)—l—@k og

2

I—r

I

+Yk13gV(p,/)]-

p—r

7. Pour I'étude du cas ol intervient /¥, nous avons besoin encore de
) — ¢

f(/c+1)

Lemme III. — Soient f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et o un
nombre. On suppose f(0)£ o0 et f*)(0) £ 0, a; on désigne parb, (=1, 2, ...)
les zéros de f"'— a, par n,(r, &) le nombre des b, dont |b,| Zr, et par n} (R, a)
celut des b, dont | b, | < R; puis de chaque b, comme centre, on décrit un cercle ()
de rayon arbitrairement petit v. Alors en se donnant un cercle (C') de centre O et
de rayon quelconque R'(< 1), on a ou bien, pour o < r <R, l'inégalité

limiter m<r, > Nous démontrons d’abord le lemme suivant :

k)

(36) m(r,f)<Hk[N<r,%>+lgg|co|+log

I i
— |+ log- |+ Kilog
Co~ b,‘J ks T 4

ou bien, pour R'< r,Zr <o <1, Uinégalité

(39) m(r AN < Ay lo
o7 L k ;g

I

4 Cklggm(p, )

1 : .
(—;l + (1, ng, n)>+ Bklogp —

avecR:é(r—-}—p) et

(38) wr(r, n,{.,n):log;—l—n,:(l-‘\, a)log%,

ou Hy, K, Ay, By et C, sont des constantes numériques dont les deux premiéres ne
dépendent que de o. et k, et les trois derniéres ne dépendent que dea et R' a part k.

Appliquons la formule de Poisson-Jensen a la fonction f)— a3 on trouve,

par dérivation,
ny (R, 1)

R R2— | b, |2
<m0+ X L2
=1

szul'lR2_b‘H“”l'

f(lc+1)

Gy |
La sommation qui figure dans cette inégalité peut étre divisée en deux :
une ¢ s’étend aux b, dont |b,|r et l'autre o' s’étend aux b, tel que
r<|b,| < R. Sil’on exclut éventuellement de la circonférence (C,) les points
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intérieurs a certain (o,), on a

N R*— by |2 2 coa )
< X TR TR <Ay

b, ] <R
» R:— | by |? [
g << Z " =T <A/c(Ra I')—a
< itm<r |5 — by | (Re—[ by [") K

ol I'on pose
Ar(R, ) =n (R, a) — ni(r, a).

L’inégalité (39) s’écrit alors

(k+1)
(40) 7{:)——oz|<P"[;”"‘("’ 2)%,Ak(R, r)%»
P, étant un polynome des arguments qui figurent dans le crochet. Les coeffi-
cients de P, sont numériques et ne dépendent que de £, et I'on déduit de cette

inégalité

I

o vl.

(k1) T, . I
(41) m<r,7m)<f\k[log;+nk(}{,a)log—y—)]
1

g +Ci log V(R, f® — a)

-+ B} log

~pour o< r < R<R.

Transformons le dernier terme. Considérons le domaine (D”) limité par (C'),
(yet(o)[v=1, ..., p; .=1, ..., ;(n, «)] et supposons d’abord que pour tout
pointzintérieur a (D")onait| /) — a | <1 et, parsuite, | f“1(z) | <|a| +1=H,,
h, étant un nombre positif qui dépend de «. Si I'on procéde comme dans le
lemme II en considérant la fonction hiif(“—)’ on trouve une inégalité de

forme (36) dont les coefficients dépendent ici de « a part £ et d.
Dans le cas contraire, il existe au moins un point {, dans (D”) pour lequel
| f*1({;) — a|>1. Distinguons encore deux cas :

1° {,=o. D’aprés la formule de Jensen, on a

(42) m<R, fml_a><m(l{, SJHW—a)+log ml:nz(l{, R —a),
par suite

V(R, f0—a) < am(R, f0— o) < am(R, f®) +log|a| + 2log2

F
< z[m(R, ¥a) +m<R, 7—) + log|a|+ logz].
) . S :
En appliquant a m(R, 7> le lemme I, on trouve pour » <R <o <1,
v, D - o ; fr,I,

(43) V(R, /10— a) <z[m(R,f)+Ak<lob f(0)|+1obR>

1

-+ B lng “R " Cilogm (p, f)]’
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A, By et G, ne dépendent que de d et  a part £. En remplacant m(R, f) par
m(p,f)etenprenantles lgg des deux membres, puis en posant g —R = é(g —r),

il vient une inégalité de la forme

+ + o+
logV(R, f% — a) < log log

1 + 1 .
— | 4+ loglog - -+ loglog
€ r

1 A
p—r+C"‘ loglogm(p, f),

a fortiort

1

(44)  1ogV(R, f¥ — 2) <log -+ Cylogm (p, f).

2l 4 logt 41
Co °;+ng—l‘

En portant cette borne dans (41), on obtient une inégalité de la forme (37).

2° |{;|=¢. > 0. En appliquant I'inégalité (5) a la fonction f/*)— o pour le
point {,, on obtient

B d .
(R gy ) < g /4= )

ce qui peut s’écrire

m(P\, f""l~—a>< (R—AR’)Z [m(ﬂ,%)—l—'m(R,f)—i—lggia[—l—logz-J.

Appliquons le lemme I’ au premier terme du crochet et prenons entre R’ et 1

I— 7 . .
+» 1l vient, pour

une valeur r, ne dépendant que de R’; en posant H= TR

R’<r0éR<P<I,
1

@) (R s ) < g 1o

ars Bi, vrne dépendant que de R’ et o & part 4.
D’autre part, on a

I

I 1 + ’
C_o‘ —-l—logﬁ) —+—§‘3klogP R—l—]'klogm(p,f)],

] g f(/i) +
(46) m(R, f— a) <m<R, 7>—¢~ m(R, f)—+log|a|+ loga.

De (45) et (46), on déduit aisément

V(R, f(k)_a)<m(P\,f)+A’k<log I+10g]%)—|—B’k logp_—IR + G logV(p, f)-

L
S (o)

Cette inégalité nous conduira comme (43) a uneinégalité de forme (37) et le
lemme se trouve démontré.

8. Etablissons maintenant le lemme :

Lemme IV. — Soient f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et o« un
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nombre. On suppose que [(0)=c,5£ 0 et [")(0) = ¢;5£ a. On conserve les hypo-
théses et les notations du lemme précédent. En se donnant un cercle (C') de centre O
et de rayon R', on a ou bien pour o < r <IV, l'inégalité

(7)) < W N1 2 ) 165 | 10| 2

/

]—i—Kl 100"

ou bien, pour R' < r,Zr <o <1, l'inégalité

B R CR S

Jog |~
ar| 1og
- b c

—‘ e, nl, n>)
0

I -+
+ BkIOgP__r +yklogm(p,f)],

ol

(49) wr(r, njn) =log .+ ni(Roo)log oy avee K= _(r +p);

Hy, Kiy ary Bi et yi sont des constantes numériques dont les deux premiéres ne
dépendent que de o et k et les trois derniéres ne dépendent que de o et R’ @ part k.

Désignons par (D”) le domaine limité par (() et les circonférences (yv) et (a,)

fA+1

fﬂ\( )
quel que soit le point z dans (D"). Considérons (=) — a et dlstmguons deux
cas :

dont les centres se trouvent dans (C’). Supposons d’abord que '

1° | [ (z) —a| > ||+ 1 quel quesoit 5 dans (D). On aalors | f“(z)| >1
quel que soit z dans (D”) et I’on démontre comme au début de la démonstration
du lemme II que pour o <r< R, on a une inégalité de forme (47).

2° Il existe dans (D”) une valeur {, telle que

| fR(EG) —a|<|a]+1==h.

?{%, le long d’un arc de courbe L qui joint du

point {, & un point quelconque z et qui est située dans (D”), on trouve

En intégrant la fraction

log 'Tf(;:—)—((gl—))—_:%‘<1+2(n+l)<m,
ce qui donne
(50) ISR () | < |a| 4 hy et

pour tout point z de (D"). Alors le raisonnement que 1’on a fait dans la premiére
partie de la démonstration du lemme II conduira encore 4 une inégalité de
forme (47), dont les coefficients numériques H;, K, dépendent de o & part £.



(53) m<R f(k)fé‘><(94_H2 ,[Ak<lgg
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Maintenant, si I’hypothése que Ion a fait au début n’a pas lieu, il existe alors
Flkes
7 —a| =

dans (D”) une valeur z, pour laquelle on a . Il 'y a deux cas &

distinguer :

1° z,=o0. En vertu de la formule de Jensen, on obtient

(i Gt ) < o= ) + ¥ (1 75

et en appliquant le lemme précédent, il vient

. ' ® — o 1 +
(51) m(r, ifﬁclT><N<r’ fm_a>—|—Ak<log

+Bklogo
)

I
et}
Co

i S+ Cs lggm (ps 1)

2° |z,|>o. En appliquant I'inégalité (5) a la fonction fﬁ( )( 2) pour le
point z,, et en posant |z, | =ry, il vient

. FH— a 4 W)\ ) )
o (Gt ) < e () 2R R
(=1, ..., ni (R, a)].

Appliquons le lemme III 4 la valeur moyenne logarithmique qui figure au
second membre et comme dans ce lemme, choisissons entre R’ et 1 une

valeur r, qui ne dépend de R’. En posant H = — R” nous avons alors ou bien

pour o< r < R’ une inégalité de forme (47), ou blen, pour R'<ry ZR<e <1,

I'inégalité

R

1 . 1
P e R)2 _}f‘_c‘)k(R’ ks n)>+BklogP_

+Cklowm(p,f)l 2l nA(R a)log—’
ou

wk:100R+nL(p,a)lou%, avec p’:é(R—&—p).
1l est évident que (53) peut s’écrire

SfHo—a I ol

(54) m <R, Yl < TEOE _ak log o

I
+(3klogp_R

l + o (R, n, n)>

+ ylogm (p, f)],

oy PBrs i dépendant de o et R’ a part k.
"~ En changeant R en 7, on voit que les inégalités (51) et (54) entrent toutes

les deux dans (48).
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CHAPITRE II.

VALEURS EXCEPTIONNELLES B D’UNE FONCTION MEROMORPHE.
PROPOSITIONS SUR LA CROISSANCE D'UNE FONCTION.
I. — Définition et propriétés asymptotiques.

9. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre quelconque définie dans le
cercle unité; convenons d’appeler valeur exceptionnelle d’ordre zéro au sens de
Borel ou valeur exceptionnelle B relative @ fune valeur « telle que

(35) lim

< étant un nombre fini.

Considérons une fonction f(z)méromorphe dans le cercle unité et supposons
qu’elle admette p > 3 valeurs exceptionnelles B. Prenons trois de ces valeurs
a;(i=1, 2, 3); et leur appliquons le second théoréme fondamental de
M. R. Nevanlinna.

(36) T(r, f) <Ny @)+ S(7).

=1

D’aprés la définition, étant donné trois nombres positifs ¢;(i=1, 2, 3),
on peut trouver une valeur r, telle que pour r>>r, on ait

1

(57) N(r, o) <(u+e)log—  (i=1,23);
il vient donc pour r>r,,

~ .’ I

(58) T(I‘,f)<2(7i—l— &) log I_r—|—S(r),

ce qui s’écrit, en choisissant les ¢; tels que Zs;él R

+8logT(p, f)  (reZr<p<u).

- ' )
(59) T(r,f)<C+(2‘f,~—i— 7>logp_r
En procédant comme M. R. Nevanlinna I’a fait pour une inégalité concernant
la théorie des défauts (*) on arrive & une inégalité permettant d’énoncer la
proposition : St une fonction méromorphe dans le cercle unité admet p >~ 3 valeurs
exceptionnelles B, on a

3 .
T T(r, )
(60) l]m——{— éZTi+ 7.

100‘ i—1
o) 1—— ,‘ 1=
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En vertu de ce résultat, T(r, f)~0 (log — ). Si donc une fonction f(z
81—~

1

méromorphe dans le cercle unité est telle que lerapport T(r, f): log croit

I—7r
indéfiniment pour 7 — 1, c’est-a-dire telle que le théoreme analogue & celui de
Picard-Borel s’applique, elle ne pourra pas admettre plus de deux valeurs
exceptionnelles définies ci-dessus, ce qui justifie la dénomination.

10. Soit maintenant f(z) une fonction méromorphe dans le cercle unité et
supposons qu’elleadmette o et + o comme valeurs exceptionnelles B-et que
sa dérivée f"'(z) admette 1 comme valeur de la méme nature. Prenons le théo-
réme fondamental de M. Milloux avec 'inégalité (*°)

(61) T(r, f) < (k-+1)N(r, f)+N<r,}>+ N<,jm‘_—l> +S(r)

dont le premier coefficient du second membre peut se réduire a £ (**) et

1

S(r):aklggT(p,f)—l—bklog + G pour 7y<lr<p<I,

p—r
ay et b, étant des constantes numériques qui dépendent seulement de £ et C,
une constante qui peut dépendre des valeurs initiales f(0), f“I(o) et fU*+*(0).
D’aprés I’hypothése, on a

I—r

N(r,f)<(z',,—|—e,)logl_lr7 N</-,:}><(ro+ &) log

et

I—r

N (l', —PT/{—_—I> < (7, + &5)log

En choisissant les g; tels que ke, 4 ¢, + ¢, 1, l'inégalité (61) devient

I

(62) T (r, f) <G+ (bp—+ kto—+7y+ 7 1) log S aglogT (p, f)  (rr))

p—r
et le procédé de M. R. Nevanlinna conduit a I'inégalité

(63) Ti'xﬁ-T(r—’{lébH kT, —+ 7y 1.
log

I—7r

Donc st une fonction méromorphe dans le cercle unité admet et o comme
valeurs exceptionnelles B et si sa dérivée d’ordre k admet 1 comme valeur de la
méme nature, on a l'inégalité (63).

(1%) MiLoux, Les fonctions méromorphes et leurs dérivées (Act. Scient. et Ind., no 888,
fase. XIV, 1940, p. 21).

(**) Hione, Généralisations du théoréme fondamental de Nevanlinna-Milloux (Bull. Sc.
Math., 2¢ série, fasc. LLXXVII, 1954, p. 181).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 2. 20
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Au lieu du théoréme fondamental de M. Milloux, si I'on utilise celui que
nous avons établi (**), on pourra obtenir un résultat plus général. On définit
des fonctions exceptionnelles B d’une facon analogue a celle dont on a défini
les valeurs exceptionnelles B, on trouve alors une inégalité analogue a (63)
pour le cas trés général ou a la place des valeurs exceptionnelles, o pour fet 1
pour /™, on considere une fonction exceptionnelle ¢ pour f et une fonction
exceptionnelle ¢ pour f™. En particulier, on trouve une inégalité analogue
a (63) pour le cas ou l'on remplace les valeurs o et 1 par deux valeurs
quelconques a et b (b£0).

I[. — Limitation du module d'une fonction holomorphe.

11. Maintenant considérons une fonction holomorphe dans le cercle unité
qui admet une valeur exceptionnelle B ou dont la dérivée admet une telle valeur,
et cherchons pour son module une limitation qui sera valable pour tout le
cercle | z| = r. Nous pouvons d’abord énoncer le théoréme suivant :

TutoriME A. — Soit une fonction holomorphe définie par
(64) f(3)=co+c15h4... (¢ 47 0)

dans le cercle unité; on suppose gu’elle ne s’y annule que ois et vy admet 1
i[ppose q Y que p Y
1

comme valeur exceptionnelle B de sorte que l'on ait N(r, 1) Z (7~ 2)log —

pour r>xr,. On désigne par a, (v=1, ..., p) ses zéros; soit d un nombre
posttif tel que d —|a, |; et 'on décrit de chaque a, comme centre un cercle (vy,) de
rayon arbitrairement petit 5. Alors en supposant ¢, 1 et en se donnant un cercle
(C") de centre O et de rayon R'(< 1) aussi voisin de 1 que ’on veut, on a pour
tout point 3 du cercle | z| Zr avec o < r <R, U'inégalité

avec

(66)  Qu=1og|c, |+ log

1 1 1
‘a m:log;—l—plog‘—i—I—plogga

1 +
—‘—i—log
Co Co— I

H et K étant deux constantes numériques qui ne dépendent que de < et roet R'.

Pour le démontrer, on peut partir de I'inégalité utilisée antérieurement (**)

(67) m(r, f) <N(r, 1)+ Q(r),
avec
Q(r):m<r,%>+m<r,ff—,>—|—m<r,f{_ll>+1log[co——1||+810g2.

(12) Vour le Mémoire cité dans l'introduction.
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Majorons le second membre de (67). Pour N(7, 1), on a en prenant ¢ <1,

(68) N(r, 1) < (t +1)log —

1
I_r<(r—|—1)logp_r

pour ro<r<<p.

Pour le premier terme de Q(r), nous cherchons une limitation au moyen du
lemme II'. Comme
(69) N(r, o) <<n(r, o_)logg<plog?:l»
on a pour la premiére alternative I'inégalité

2

(o <r <R,

I—r

(70) m(r, f)<<H, (wo—l—plogéﬁ—log;)—i—l{,log

et pour la seconde, I'inégalité

1

(71) m(r,%,) < (_FI—T)z [a,(wo—i— w(r, p, 8)) ~+ Bilog —|—y11<;gm(p,f)]

p—r
valable pour R'< 7, = r <o < 1. Les coefficients numériques «,, 3, et v, ne
dépendent que de R’.

Quant aux deux termes suivants, on peut les majorer avec le lemme de
M. R. Nevanlinna.

Si I'on porte toutes ces bornes dans (67) en considérant la seconde alterna-
tive pour le premier terme de Q(r), il vient une inégalité de la forme

I

(72) m(r, f) < '(P___I_r'?[al(go_“ (:.)(f', P d7 8)) -+ ﬁilog -+ Tilggm(P» f)]

p—r

valable pour » > 7, si 'on prend r,>>r,.
En appliquant a cette inégalité le lemme B, il vient

m(r, )< Zl——jr_)E [H’(Qg—k— w(r, p, d, 8)) +K’loglir].

Cette inégalité établie pour r>>7, restera valable pour o<r< 7, si 'on
majore éventuellement les coefficients numériques H' et K'. Seulement les
nouveaux coefficients peuvent dépendre de r,, ¢’est-a-dire de R’ et de 7.

En particulier, on a

m(r, f) < (‘R‘i"rT [H'(szo+ o(ry p, d, 8)) + K’logR,i rJ,

inégalité dans laquelle entre aussi (70) que nous avons laissé.
Alors I'application de I'inégalité connue

pm(B, ) (r<R<1)

(73) logM (r, f) <

relative au module maximum permet d’achever la démonstration.
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12. Traitons maintenant le cas o une dérivée de la fonction fjoue en méme
temps un role que f. Nous allons établir le théoréme :

TutorkMe B. — Soit f(5) une fonction holomorphe dans le cercle unité
(74) f(B)=co+...+crzf+. .. (€oy CkF 0)

on suppose qu'elle ne s’y annule que p fois et que sa dérivée d’ordre k y admette 1
comme valeur exceptionnelle B de sorte que U'on ait

1

our 7r>x.r,.
1—r P =

(73) N<r,7ml_—l><(rl+sl)log

On désigne par a,(v =1, ..., p) les zéros de f: par b,(p.=1, 2, ...) les points
1 de f¥), par n.(r, 1) le nombre des b, compris dans le cercle | 5| < r; soit alors
un nombre positif d | a,| et de chaque b, dont |b,| = r comme centre, on décrit
un cercle (5,) de rayon arbitrairement petit v, enfin on se donne un cercle (C'),
de centre O et de rayon R’ (< 1) aussi voisin de 1 que I’on veut. Alors en suppo-
sant ¢;5% 1, on a, pour tout point du cercle |z| Zr avec o < r <R/, U'inégalité

1 , I I I 2
(76) log f(5)| < W [Hk<coo—|—log; —|—ploga—|— ng(r, 1)logg> —+ KklogR,__rJa
ou ‘

+ +
(77) w, =log| ¢, | + log

X I § 3}/ 13
COI+1 et r_a[r—l—2(}’\+1)] (**),
H,. et K, étant des constantes numériques ne dépendant que de <, r, et R' a part k.

Prenons I’identité de M. Bureau

s I (&) k) g flk1)
(78) r= L L

En vertu des propriétés des valeurs moyennes logarithmiques, on peut en
déduire

(79) m <r, }) <<m (1,{%) +m (1,%%%)1> +m <r, fl;H)) —+ loga.

/

D’autre part, la formule de Jensen donne

m(r, f) =m(r4) N (r )+ log (o)1

il en résulte donc que

(£)

(S0) m(r,f)<N("7}>+’n <r,'77>{—|— m<,«,f“/;:1)>

S
-+ m < r, i > —+log| f(o) |+ loga.

+1

(13) On peut prendre aussi /7 = R comme dans la Note citée (?).
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Cherchons une limitation pour le second membre de (80). L’inégalité (6¢)
peut déja fournir une borne pour le premier terme. Pour les deux termes sui-
vants, nous les majorons au moyen du lemme I’ et nous avons les inégalités

(81) m <r, ?) < A; <10g

Quant au quatriéme terme, nous lui appliquons le lemmeIV. Pour laseconde
alternative, en remarquant qu’ici

l|—|—log£>—|—Bl~log - +Cl~lggm(p,]) =k k+1).
c, r p—r

(82) wk:log;—l—n’}c(R, 1)log%, avec R:é(r—i—p),
|

on a l'inégalité

0 o ) N o )

+ % 1o
B gp

‘—|— log; —+ ni(R, I)lOg%)

— PR logm (p, f)]
valable pour R'<r, Zr < o<1,
En vertu de I'hypothése, on a en prenant ¢, 1.

pour 7.

(84) N<r,f(k%i><(f1+1)loglir<(‘L‘1+I)logp_l_

Alors en choisissant ;> r,, on peut écrire, pour r>.r,,
o f(l)._. I 1 , +
(83) m<r, FEET ) < Gy | log

Portons dans (80) la borne donnée par (85) et celles données par (69)
et (81); il vient alors une inégalité de la forme

I I N I
C~0’+log; + nj(R, 1)log5>

-+ Bi logp

— ~ + Yklggm(p»f)]-

(86) m(r,f)< ’) [ < locr——i—plo —|—nA(R 1)]00~>+@k10g0
+ *fklogm.(P, f)]

valable pour r>xr/. Les coefficients numériques «;, (3, v, ne dépendent que
de 7, et R" a part k.

Maintenant soit R"=R'+ I—_;-E une valeur comprise entre R’ et 1, et suppo-
sons 7,r<_g<R". Aprés avoir remplacé R par ;—(r—l—R”), appliquons a
I'inégalité (86) le lemme B avec la remarque. En posant = %(r—l—?)R”) et

’ \ I , . . . . .
eu égard a ce que log; est décroissant et n;(r, 1), croissant, on obtient ainsi

1 2
(87) m(r, < r— R” poE [H‘(w —i—lob + plog d—l—nk( r, 1)10g;}>—+—KklogR”-—_r].
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Cette inégalité établie pour »>> 7 reste valable pour r < r, si I'on majore
éventuellement les coefficients H, et K,; mais les nouveaux coefficients peu-
vent dépendre de r,, c’est-a-dire de R’ et de 7.

Apreés la majoration éventuelle des coefficients, I'inégalité précédente est
donc valable en particulier pour o < 7 <R’. En remplacant R"— » par R’ —r,
elle peut s’écrire a fortior:

I , I I I | S
(88) m(r, /)< w7y [Hk<m0+log; +P]ng_l+n/c(l", 1)10g;}~>+Kklog-W—:—;]’

ou 7’ est la valeur (77).

Maintenant considérons l'inégalité que donne la premiére alternative du
lemme IV appliqué au quatrieme terme de (80). En tenant compte de (77), on
voit qu’elle entre dans (88) pour o <r<R'.

L’inégalité (73) nous conduit alors immédiatement a la conclusion.

13. Dans le cas d’une fonction privée de zéros, on peut trouver, en modifiant
la démonstration, une limitation dans laquelle la valeur initiale ¢, n’intervient

+ .
que sous la forme log|c,| et 'on a I’énoncé suivant :

TukoriMe B,. — Soit f(z) une fonction holomorphe définie par (74) dans le
cercle unité avec c,%1; on suppose quelle ne s’annule pas et que sa dérivée
d’ordre k admette 1 comme valeur exceptionnelle B de sorte que la condition (75)
sout vérifiée. En conservant les notations du théoréme précédent, on a pour tout
point 3 du cercle | 5| = r avec o < r <R, U'inégalité

1 + 1 , 1 2
(89) log|f(zs)|<< w7y [H;S<log lco| + 10g; —+ ni(r', 1) logY—; —+- I>+K"10gﬁt;-J;
r', Hy et K ont la méme signification que dans le théoréme B.

Pour la démonstration, nous procédons d’une facon analogue a celle dont
Valiron a démontré le théoréme de M. Miranda (**).

Posons V(r, f)=m(r, f) +m<r, }), de I'inégalité (80) et de la formule de

Jensen, nous déduisons
f(l') . f(/f+1) f(:(‘)_._l
(90) V(r fi<am <r, 7—) ~+ 2xm (n, T) +aom <r, W) —+log| f(0)| + 2log .
D’aprés ce que nous avons dit dans le lemme I’ 2 propos d’un cas particulier,
on aici

(91) m<ra'¥><Aé+Bklog

+ CilogV(p, f)  (i=h, k+1).

p—r

(%) VaLrmon, loc. cit.
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Il nous suffit donc de trouver une majorante pour le quatriéme terme du
second membre de (go). Pour cela, appliquons le lemme IV, on a ou bien,

pour o < r< R/,

2

)
1—7r

m(r, )<<} <10g|00]—|—100—->+ K}log
ou bien pour R'< r, < r <o <1,

(k)
(92) m(r,lf,{—ﬂ> <N< f(,c)l_l> -+ (p—lr)? [a}c <10g£ + nj (R, 1)10g%>
e )|

En vertu de ’hypothése et supposant que ¢,1, on a

1 1
N<r,f‘]‘)—l><(f1+l)10gl—-

I
r<(T’+I)]0gp——

pour r > r,. Par conséquent, I'inégalité (92) s’écrit

(93) m<r, f;’;;><(9_lr)‘[ <1oo ni (R, 1)100—>—|—ﬁ logp - rilogV (s, f)]

oy Bis Yi dépendent de 7,, r, et R" & part £.
En portant dans (90) les majorantes données par (91) et (92), on obtient

(94) V(. [) < r) [azk <lgg|c0 |+ logi -+ n; (R, 1)10g%> ~+ Brlog ; i
+Yk13gV(P’f)]-

La démonstration se poursuit alors comme dans le théoréme précédent.

CHAPITRE III.

FAMILLES DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

14. En nous appuyant sur les théorémes du chapitre précédent, nous allons
établir des critéres de normalité ou de quasi-normalité pour des familles de
fonctions holomorphes.

Nous commencgons par donner une définition. Soit (/) une famille de fonc-
tions méromorphes d’ordre quelconque /(x); nous convenons d’appeler valeur
également exceptionnelle B ou d’ordre zéro au sens de Borel une valeur « telle

que
N )

lm ——— — —~ _~,
">t Jog !
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7 étant un nombre fini et de plus qu’étant donné un nombre positif ¢, on puisse
trouver une valeur r, pour que I'inégalité » > r, entraine I'inégalité

(95) N(r, ><(T+E)10g

1
f—a 1—r
quel que soit f&(f). Nous dirons aussi que les fonctions f de la famille
admettent également (ou la famille admet également) « comme valeur exception-
nelle B ou d’ordre zéro de Borel.

15. Dans la suite nous désignerons toujours par (C,) le cercle | z| = r et par
(C)celuide |z| <R'(<1) et pour plus de clarté, par n(r, o, f) le nombre des
points a de la fonction f compris dans le cercle | z| <Zr.

Le théoréeme A fournit des critéres analogues a tous ceux que nous avons
obtenus antérieurement pour le cas des valeurs exceptionnelles au sens de
Picard-Borel, par exemple on a le suivant :

Tutorkme 1. — Soit une famille de fonctions f(z) holomorphes définie par un
développement de la forme (64) dans le cercle unité, dont les valeurs a l’origine
sont en module bornées supérieurement; s elles s’y annulent chacune p fois au plus
et y admettent également 1 comme valeur exceptionnelle B, de plus si lesn (r, 1, f)
sont bornés par un nombre n,(r, 1) ne dépendant que de r, la famille est normale
dans tout cercle intérieur au cercle unité pourvu que c, %1 et |a, | >d > o.

16. En nous appuyant maintenant sur les théorémes B, et B, nous allons
établir d’autres critéres.

TutorkMe II. — Soit (f) une famille de fonctions f(z) holomorphes dans le
cercle unité ayant (74) pour développement. Si elles ne s'y annulent pas, si leurs
dérivées d’ordre k y admettent également 1 comme valeur exceptionnelle B et si les
n(r, 1, f") sont bornés par un nombre n,(r, 1) ne dépendant que de r, la famille
est normale dans tout cercle intérieur au cercle unité, pourvu que | c,| 1.

Considérons le cercle (C,). De toute suite infinie £,(z) de (f), je disque I'on
peut toujours en extraire une suite partielle uniformément convergente dans
_ce cercle. En effet, distinguons trois cas :

1° Les valeurs f,(o) ont en module une limite y,5£0, «. Alors on peut en
extraire une suite infinie f, (o) convergeantvers~y,. Considérons la suite f, (z)
et appliquons le théoréme B, & la fonction £, (z); il vient, pour o<r < W,

I

(96) 108 1£5,(2) | < s | We (108 /s, (0) |+ og . + plog - me(, 1) log; )

I—__

+ Ky log R,f_r],
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= % [r+ S(R'+ x)].

Cette inégalité est valable pour tout point du cercle (C,).

Par le choix de la suite f, (o) on peut supposer que les log |/, (0)| soient
bornés par un nombre fini A, et comme v on peut prendre une méme quantité
pour toutes les fonctions de la suite £, (z). Et puis en vertu de la définition de
la valeur également exceptionnelle on constate que les coefficients H et K sont
les mémes pour toutes ces fonctions aussi. L’inégalité (96) montre alors que
les fonctions f, () sont bornées dans leur ensemble dans (C,). On peut donc
conclure que la suite f, (z) est normale dans (C,) et y engendre une suite
uniformément convergente.

2° Les f, (o) n'ont en module qu’une limite infinie. Alors on peut en
extraire une suite f5 (o) qui croit indéfiniment en module. Considérons les

1
J)
morphes dans (C,) et en posant f(z) = f(0) -+ o(z), 'inégalité

fonctions f; (z) et posons g(5) = En observant que les g(z) sont holo-

I
8 < T =00 9

montre que la suite g, (z) converge uniformément vers zéro dans (C,). Donc la
suite f; (z) converge uniformément vers 'infini dans (C,).

3° Les f,(0) n’ont qu’une limite zéro. On peut en extraire une suite f, (0)
convergeant vers zéro et ’on démontre comme dans le cas précédent que la
suite f, (z) converge uniformément vers zéro dans (C,).

En résumé, on peut conclure que la famille (f) est normale dans (C,), par
suite dans (C'), puisque 7 peut étre aussi voisin de R’ que I'on veut. Puis pour R/
suffisamment preés de 1, tout cercle intérieur au cercle unité se trouvera contenu
dans (C’) sauf au plus les points de son contour qui peuvent se coincider entié-
rement ou partiellement avec ceux de la circonférence (C'). Donc la famille est
normale dans tout cercle intérieur au cercle unité; on peut dire aussi d’une
facon abrégée qu’elle est normale dans I'intérieur du cercle unité.

Tatorime I1I. — Soit (f) une famille de fonctions holomorphes dans le cercle
unité qui a (74) pour développement et dont les valeurs @ l'origine sont bornées
supérieurement. St les fonctions ne s’annulent que p fois au plus et si leurs dérivées
d’ordre k admettent également 1 comme valeur exceptionnelle B, et si les
nombres n (r, 1, f") sont bornés par-un nombre n,(r, 1) ne dépendant que de r,
alors la famille est normale dans tout cercle intérieur au cercle unité, pourvu que
¢ 1 et que pour les zéros a, des fonctions de la famille, on ait |a, | >>d > o.

Donnons-nous arbitrairement une suite infinie f,(z) des fonctions de la
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famille (f). En vertu d’un résultat de M. P. Montel que nous avons mis sous
forme d’un lemme (*), de la suite f,(z), on peut extraire une suite par-
tielle £, (z) et obtenir dans (C,) au plus p points A,(i=1, ..., p) tels qu’en
tracant de chaque A; comme centre un cercle (w;) de rayon arbitrairement
petit ¢;, chaque f, () ait un zéro au plus dans un (w;) et n’en ait aucun 2
I'extérieur des ().

Maintenant considérons un cercle (w,) et les zéros a, , des fonctions f, , qui
sont intérieurs a ce cercle (w;). De chaque a, , comme centre, tracons un petit
cercle (y,,,) de rayon 2, , contenant (w;); puis de centre A, et de rayon g, tra-
¢ons une petite circonférence (w;) enveloppant tous les (v, ,) dont les centres
se trouvent dans le méme cercle (w,).

Désignons par (D) le domaine limité par (C,) et les (w;).

D’aprés I’hypothése, les f5 (o) ne peuvent pas avoir 'infini comme limite et
nous n’avons que deux cas & examiner.

1° Les f3 (o) ont une limite y,>¢0. On en extrait une suite infinie f, (o)
tendant vers vy, et I'on considére la suite f; (z).

De chaque point1 de la fonction f3*'(s) comme centre, tracons un cercle (g, )
de rayon arbitrairement petit v,.

Appliquons a £, (z) le théoréme B; on a, en posant r'= %(4R’+ r),

1 o I I , 1 2 .
(97) log|fi.(3)|< W=7 [Hkr<m0+ log; +plog3 —+ np(r', I)logn> + Kilog [ r]

Par le choix de la suite, les w, ont une borne w,. Pour toutes les fonctions
de la suite f, (z), il existe un méme nombre d par hypothése et 'on peut
prendre le méme v puisqu’il est arbitraire. De plus, en vertu des hypotheses,
on constate que H, et K, sont également les mémes pour toutes les fone-
tions f (3).

Alors en remplacant w, par w,, 'inégalité (97) montre que les £, () sont
en module bornés dans leur ensemble dans (C,); et I’on arrive comme dans le
théoréme précédent a conclure que la suite f; (z) est génératrice d’'une suite
partielle uniformément convergente dans (C,).

2° Les f, (o) ont seulement zéro pour limite. On peut en extraire une suite
infinie f, (o) convergeant vers zéro et 'on considére la suite £, (3). Dans (D),

les f, (z)nes’annulent pas et les fonctions g, (z) = 5y sont holomorphes.

. Jo.(2) (
En écrivant g(z)=g(0)+ ¢(z) et en désignant par M(r, ¢) le maximum
de |0, (3)] dans( ), linégalité

1

(51 < —
e [8u.(0) | —M(7, 9y,)
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permet de prouver que la suite f, () converge uniformément vers zéro
dans (D).

A partir de ces résultats, on arrive de suite & conclure que la famille est
quasi-normale dans (C,) avec les A; comme points irréguliers possibles. Prou-
vons que ces points sont réguliers. Soit A un de ces points; de centre A, tra-
cons une petite circonférence (y) ne contenant pas d’autres points A,. Sur (7),
la famille est normale; toute suite de ses fonctions engendre une suite f,(z)
uniformément convergente sur (Y). Or, d’aprés ce qui précéde, la limite ne peut
pas étre la constante infinie, donc elle est une fonction holomorphe. Alors
d’apres un théoréme de Weierstrass, la convergence uniforme de la suite f,(z)
alieu dans tout le cercle (y). Par conséquent, A est un point régulier.

En particulier, on a le critére :

Soit une famille de fonctions holomorphe définies par
(98) f(z):A—l—...+ck;"—|— Crpnshth4 ... (Cky Cry-nZ0)

dans le cercle unité, A étant un nombre fixe différent de o et 1. Si elles s’y
annulent p fois au plus, si leurs dérivées f* y admettent 1 comme valeur éga-
lement exceptionelle B et si les n(r, 1, f")) sont bornés par un nombre n;(r, 1) ne
dépendant que de r, la famille est normale dans tout cercle intéricur au cercle
unité, pourvu que c, =1 et que pour les zéros a, on ait |a, |>~d > o.

17. Soit (f) une famille de fonction méromophe définie par un dévelop-
pement de forme (74); appelons comme antérieurement famille réduite de (f)
une famille (¢) dont les fonctions ©(z) se déduisent de f(z) en remplagant f(o)
par un nombre fini A £ o. _

En s’appuyant sur le théoréme précédent, on peut démontrer le théoréme
suivant par le procédé que nous avons utilisé pour le théoréme analogue du
Mémoire cité.

TatoriMe IV. — Soit (f) une famille de fonctions holomorphe (74) dans le
cercle unité et (@) une de ses familles réduites dont " (0)5£1. Si les fonctions ¢(z)
ne s’y annulent que p fois au plus et si leurs dérivées ¥ (z) y admettent 1 comme
valeur également exceptionnelle B; de plus, si les n(r, 1, ¢!*) sont bornés par un
nombre n,(r, 1) ne dépendant que de r, alors la famille (f) est normale dans

tout cercle intérieur au cercle unité, pourvu que pour les zéros o, des ¢, on
ait|o, |[>>d >o.

18. Dans le cas général on a le critére de quasi-normalité suivant :

Tutorime V. — Soiz (f) une famille de fonctions f(z) holomorphe définies
par (74) dans le cercle unité. St elles s’y annulent p fois au plus, si leurs déri-
vées [N y admettent 1 comme wvaleur également exceptionnelle B et si les
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nombres n(r, 1, f") sont bornés par un nombre n(r, 1) ne dépendant que de r,
alors la famille est quast normale d’ordre p au plus, dans tout cercle | z | <R'(< 1)
pourvu que [ (0)£1 et que |a, |>>d > o.

En reprenant le raisonnement fait pour le théoréme III, nous arrivons 2
obtenir la suite f, (z) et les points A;(i =1, ..., p). Mais en plus des deux
cas considérés dans la démonstration de ce théoréme, nous avons ici d examiner
encore le cas ou les £, (o) n’ont en module que I'infini comme limite.

Pour ce cas, on peut extraire des valeurs £, (o) une suite £, (o) qui croit, en
module, indéfiniment et 'on montre d’une facon analogue a celle dont on a
traité le second cas que la suite £, (5) converge uniformément en module vers
'infini.

Alors on est conduit a conclure que la famille est quasi normale dans (C,)
avec au plus les A; comme points irréguliers et la démonstration s’achéve
aussitot.

Remarque. — Au moyen de la méthode que M. P. Montel a utilisée pour
établir son théoreme de quasi-normalité, il est tres facile de démontrer le
théoréme précédent et ’on peut supprimer ’hypothése que |a,|>>d >o.

CHAPITRE 1V.

ExTEnsioNs pu THEOREME DE LANDAU.

19. On ad’abord le théoréme suivant analogue a celui que nous avons obtenu
antérieurement et la démonstration se fait de la méme facon.

TutoriMe C. — Sout une fonction holomorphe
(99) F(2)=Co+CZ+... (G, CGiZo)

dans le cercle | L| < R; st elle ne s’y annule que p fois et y admet 1 comme valeur
exceptionnelle B, et si les nombres n(r, 1, [) sont bornés par un nombre n(r, 1)
ne dépendent que de r, on a en supposant C, 1,

(100) |C) | R < KMoty
ayvec

+ + 1 + 1 + 1
(101) Q(GCy, C)) =1og|Cy| +log al+log E;-—_—;‘_'_log cl

H et K sont des constantes numériques.

20. Occupons-nous du cas ou intervient la dérivée et démontrons d’abord le
théoréme préliminaire :
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Soit une fonction holomorphe dans le cercle unité ayant pour développement
(102) JE)=c+ciz+. oot (Cos Cky Che1 7 0).

Si elle ne s’y annule que p fous: si sa dérivée d’ordre k y admet un nombre (£ o)
comme valeur exceptionnelle B, de sorte que

I

N<r’jT€)—I_—~7\><(Tl+ €)10g

- pour r>ry;

et st les nombres n(r, &, f0) sont bornés par un nombre n.(r, ) ne dépendent
que de r, on a, en supposant ¢, )\, U'inégalité

7
I—r

(103) m(r, f) <Hk<52k(co, Chy Chyt) + P logzll —+ log ;> + Ky log
avec

Cr—n

+ + +
Q;=1log |Gy |+ log -+ log

I +
—| + log
Co

1 -+
— |+ log
Ck

’
Ck41

ou d est un nombre positif, U, et K, sont deux constantes numériques ne dépendant
que de \, ©, et ry a part k.

Considérons 'identité

ou A est un nombre différent de zéro. On en déduit

i ()< s ) o)

En appliquant la formule de Jensen au deuxiéme terme du second nombre,

I loe
5 |+ log2.

il vient
A (k) (A-+1) (k+1)
m<r, }) <m<r,f7> +m<1',f;l ) -+ m<r, f———-{,;)_l)\>
’ I K (o) — A + |1
+N<r,m>+log jﬁ)—‘—i—log x‘—l—logz,
et comme
m(r, f):m(r, —}) —l—N(r, —})—!—log[f(o) s
on obtient
k) (k+1) ) :
(105) m(r, f) <m<r,z:—(/.—> —+ m<r, f(;l >—|—m<r,7]%k;—)\> +N<r, ‘—If->
2 I cr— A + |1
+N<r,ﬁm>+log|col+log — -+ log 7l+log2,

ou en supposant |%, ® ‘>8§o, on alggl%’<log§-

Appliquons le lemme I’ aux trois premiers termes du second membre et
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majorons le quatriéme et le cinquieme par p log le et (7,4 1)log ; — — respec-

tivement, cette inégalité peut étre mise alors sous la forme

(106) m(r, f) <Ak<£2k(co, Chy Chi1) +p]0(r— -+ locr—> —l-—]§k10gP i - +Cklggm(p,f)
ou

ﬁk:lgg]col—i—lgg

I + +
. ~+ log| ck| + log
“0

Y4 1o :
— o
Cp ° (,k—}\

+
I-I—log

Chy1
Eliminons le terme lo+g |ci|; prenons I'inégalité (19) et désignons son second
membre par P.(7, ¢). Comme T <r,j} )eat majoré par P.(r, o)+ N(r, ff > qui

est égal a P.(r, o)+ N <r, 1>, on a a fortiort

/

£40) 4
log =1(0, L) <Puir :
T | = (e ) <ret N (n ),
par suite

log 4 (0) | = log | f(o) L | < hog 0+ g {}"(’g

<lo | col + Pr(r, p)—i—plo

En substituant cette borne 2 l(;g |ci], inégalité (106) devient

(r07)  m(r, f) <A 9k<co, Chy Chi )+ plog —|—100*—>—|—Bklogp_l_r —I—Cklggm(p,f)

et elle est valable pour 7> r,.
Appliquons alors le théoréme A a cette inécralité; il vient de suite, pour r>xr,,

(108) m(r, f)<Hk<SZk(L0, Cry ckﬂ)—!—plo d—i—log >+Kklogli

inégalité qui reste valable pour r < r,, si 'on majore éventuellement H, et K;.
Ces deux coefficients peuvent dépendre alors de ¢, 7, et r, & part £.

21. Maintenant, nous allons établir le théoréme en vue.

TutoriMe D. — Sout une fonction holomorphe

(109) F(Z)=Cy+ C,Z + C, 722 +. .. (Co, Gy, Gy5Z0)

dans le cercle |L| <R et Uon suppose que C;5~£1 et R|{Cy|5£1 dans le cas
ou |Gy |<1. S F(Z) ne sannule que p fois dans ce cercle; si sa dérivée ¥' (1) y
admet 1 comme valeur exceptionnelle B, de sorte que 'on ait

N<p, ﬁ) < €71+ ts)]ogR

(o <p<R)
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pour o >0, et st les nombres n(r, 1, f\/7) sont bornés par un nombre n,(r, 1) ne
dépendant que de r, alors, en désignant par d un nombre positif supérieur ou
égal au module du premier zéro de ¥, on a l'inégalité

(110) |Gy | R < K e"(CoCals)

avec

(r1r) 91:13g|C0|+13g

I l+
|+

1 l+
C*]l“‘ og

L iog| log
‘C1|—I og -G—; +p Og;l,

H et K étant deux constantes qui dépendent seulement de <, et p,.

Posons Z=1Rz; les cercles |Z| =R et |Z| = p(<R) se transforment respec-
tivement en |z| =1 et|z|=r(<1)avecp=Rretl'ona

(112) f(z) =FRz)=Ci+ CRz+ G,R?z2+....

Cette fonction f(z) est holomorphe dans le cercle unité et ne s’y annule que
Z

zéro de /'— R dans le cercle | z| < avec le méme ordre de multiplicité; il en

p fois. De plus, si 3, est un zéro de I’ — 1 dansle cercle = p,b,= %‘* sera un

1 —r

résulte que N("’]%R> = N<p, F/—i_—l> Comme Rlip ———, R est une
valeur exceptionnelle B pour f'.

Alors on peut appliquer a f le théoréme précédent. En observant que R peut
étre supposé supérieur a 1 et en tenant compte des hypothéses sur C,, on a

2

I—r

(113) m(r,f)<H/<91(Co, C., cz>+1og;>+K'10g
D’autre part, une inégalité de Cauchy et I'inégalité (37) donnent
(114) f/(o)<§M<§,f> et logM <%,f><3m<§,f>,

Des inégalités (113) et (114), on déduit immédiatement (110).




