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DEFINITION

DE

L’OPERATEUR H DE SCHRODINGER
POUR L’ATOME D’HYDROGENE

Par M. Jean COLMEZ.

INTRODUCTION (*).

D’aprés V. Neumann [ II], les opérateurs de la mécanique quantique qui sont
en général des opérateurs différentiels & coefficients variables, doivent étre
autoadjoints (hypermaximaux) dans I’espace JC;. des fonctions de carré som-
mable de R

Un opérateur A est autoadjoint dans un espace de Hilbert ¢ si :
1° L’ensemble D des éléments de J€ sur lesquels il est défini est dense dans J¢;
2° Si, lorsqu’étant donné ¢ il existe ¢, tel que
KA 4D =<9 P>
quel que soito €D, alors b €D, et A({)=1{,. L'opérateur estalors hermitique,
c’est-a-dire si o et Y €D,

CA(9), ¥ =<9, A(Y) -
Dans #¢g.,

{9, xp>:f @_q:da’,, dz,, ..., dz,.
R

En Mécanique quantique, on considére que 'opérateur A est défini sur un
ensemble D, de fonctions suffisamment réguliéres (par exemple qui ont des
dérivées continues au moins jusqu’a un ordre de dérivation égal a celui des
dérivées qui figurent dans I'opérateur) tel que A(9) soit de carré sommable.

(1) Ce Mémoire constitue le développement d'une Note aux Comptcs rendus de 1’Académie des
Sciences [Colmez, VI] (les chiffres romains renvoient a la liste bibliographique qui se trouve a la
fin de ce Mémoire).
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112 JEAN COLMEZ.

Le domaine D, n’étant pas en général assez étendu pour que A soit autoadjoint,
on étend sa définition en le « fermant » [ II]. L’opérateur ainsi étendu, fermeture

de A, soit A, est alors défini sur le domaine D des fonctions ¢ qui sont limites
de suites 4y, Loy ...y 4y, ... (dans 3¢, telle que A(Y,) — ¢. Alors A(Y) =o.

Mais rien ne prouve en général que I'opérateur A est autoadjoint et 'on a des
exemples d’opérateurs pour lesquels A n’est pas autoadjoint et méme que I'on
ne peut étendre de fagon a les rendre autoadjoints quel que soit le procédé
employé [I1]. A vrai dire, on sait que si A est a coefficient constant ou méme
variable, mais suffisamment régulier en prenant comme domaine D, 'ensemble

des fonctions suffisamment dérivables en tout point, la fermeture A de A est
autoadjointe : la fonction A(¢) est alors définie partout dans R et 'hermiticité
indispensable de 'opérateur sur le domaine D, est assurée en particulier par la
continuité de certaines dérivées.

Cependant si A <comme Popérateur H = A + ’1 de Schrédinger> a des coeffi-

cients avec des singularités (singularité 4 I'origine) en certains points, la
condition d’existence de ¢ ou des dérivées qui figurent dans A en ces points
n’apparait plus naturelle, d’autant que, pour 'opérateur H, certaines de ses
fonctions propres (voir plus loin) n’ont pas de dérivées premiéres a 'origine
etd’autres pas de dérivées secondes[ VI]et que, de toute facon, lafonction A()
ne serait pas définie partout. Il parait plus indiqué de prendre comme
domaine D,, 'ensemble des fonctions ¢ pour lesquelles les dérivées qui figurent
dans A sont continues sauf peut-étre aux singularités de I'équation et telle que
A(¢) soit de carré sommable. C’est ce que I'on dit en général dansles traités de
Physique théorique (souvent la définition donnée est encore plus vague [1]).
Mais on n’est plus assuré de I’hermiticité de A : nous allons constater ce fait pour

Popérateur H=A 4 %(r:OM, distance de M a 'origine) dans I'espace R®.

Nous allons résoudre ’équation H(¢)=1A¢ dans le domaine D, des fonctions
au moins deux fois continuement dérivables, sauf peut-étre a I'origine. Dans ce
domaine (*), outre les fonctions d’ondes classiques (qui ont fait le succes de la
Mécanique ondulatoire), nous allons trouver une famille non dénombrable de
solutions [ V1], ce qui est impossible avec un opérateur hermitique (famille
abhérrente).

J’ai conduit cette résolution d’une facon aussi élémentaire que possible, compte
tenu de la rigueur mathématique, car, dans les Traités de physique [I], on se
contente de trouver les fonctions d’onde sans s’assurer s’il y en a d’autres (on
impose d’ailleurs aux fonctions cherchées d’étre bornées, condition a priori
totalement étrangére au probléme).

(2) 4 priori, il pourrait se faire qu’il y ait d’autres solutions ¢ D, mais au domaine D de défini-
tion de la fermeture.
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PREMIERE PARTIE.

Risorvrion pE L'EQuamion I : H(¢)=A¢.

D’aprés ce qui précéde, nous cherchons ¢(x, y, z) € #¢,. possédant des déri-
vées,premiéres et secondes continues, sauf peut-étre a I'origine.
Posons
2 — rsinf cosw
o(x, ¥, 3) =Y(r, 0, ), ou y=rsinfsin o (r>.o).

z = rcosf

¢ (r, 9, w) est deux fois continuement dérivable en r, 0, w, sauf peut-étre
pour r = o. Nous la considérerons comme fonction définie sur la sphére S, de
rayon 1 centrée a I'origine (coordonnées 0 et @) dépendant du paramétre r
?Y 29
Hoy=ag+ E=08 0 200 Y Lag,

r—odrt  ror
ol A () est le laplacien de  sur S,, c’est-a-dire

0*Y  cosl dy 1 0%y
002 - sinf 00 - sin2f dw?

A, opérateur agissant dans JC espace des fonctions de carré sommable sur
la sphére S, avec la mesure ordinaire do =sinfdfdw posséde un systeme
orthonormal complet de fonctions propres qui sont des fonctions sphériques :
soit S; ,»(0, w) la fonction égale a '
di+iml

Sl,m(e, ®) = kym €9 sin glm ToosoiT [(1 _

cos?0)!],
ou m est un entier Zo, avec |m| <[ entier > 0, &, une constante telle que

| St Pdoe=1;
Sty

S;..(0, ®) est une des fonctions propres relatives a la valeur propre — /(1 + 1)
de A, c’est-a-dire vérifie I'équation

As,(sl,m) —+ l(l+ I)Sz,m:‘:o

et 'ensemble des S, ,, forme un systéme orthonormal complet dans J¢s..
Posons

Ry, (7) :f G(r, 0, w)gl,m(@, w) do,
S,
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fonction de r au moins deux fois continuement dérivable. Nous avons

_ ([ 29¢
[‘A"'Pslm g fs<'5’—_7 ;d—r+-*ql>51md°'y

v'S,
mais comme

f AS, (‘*P)—S-l‘m I 4’ AS,<§1,m) dO',

)" Il
/‘A[‘Psllllflg-—f| ;;,, ( ,+]) lslmda

M/+—)

~

l P\l,m -

9
1{ nm- - ‘l{ ne
TR 7 dr b

(l

Si ¢ vérifie I'équation (1), alors R, ,,(r) vérifie I'équation (1I)

r r?

d? i dBl,m +<[ - /(1+1)

d = RZ m+ ar — )\>R[,m: 03

d’autre part, ¢ € Iy, donc

Jrerdearas= [ ([ ypas)an
K3 0 S,
;éfl‘ﬂ"daf151,,,112(Za:f|q;|‘1da-,
Se Se S,
A s .
f 12| Ry (1) izd/'éf I‘2<f H.‘Pda‘) dr= | |v|*dz dyds.
0 . 0 Sy R3

Donc 7Ry ,.(r) doit étre de carré sommable de o a 4 . Cherchons les solu-
tions de (I1) qui vérifie celte condition : (II) est du type de Fuchs et son
équation caractéristique est

or

[ Ry (7)) St do

donc

a(e—1)+2a—{({+1)=0

qui a pour solution
a—=1 et o =—({+1),

Il y a donc une solution qui s’écrit 7E(7) [avec E(0)5< 0], ou E(7) est une
fonction entiére et la solution générale est

Iy [Ffj) +G(1)L00(1)J+A,/1E(7),
avec F(o)=£ o, F(r) et G(r)(*) étant développable en série entiére a I'origine.
Dong, silz£0, R, () ne peut étre (4 une constante multiplicative prés) ou
qu’égale a la solution réguliere »’E(r) que nous désignerons dans la suite

(3) G(r) étant, éventuellement, identiquement nulle.
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par R,(7) ou bien identiquement nulle. Si {=o0, R, ,(r) peut étre a priori
n’importe laquelle des solutions de (1I). Nous désignerons par R,(r) la solu-
tion réguliére & Uorigine et R;(7) une autre solution (non = o).
Posons
Z,(r)=r+"R(r), Zy(r)y=rRj(r)

qui est bornée a I'origine; Z,(r) et Z, () vérifient alors I’équation (1II)

d* (IL[
ot — ol (i — L= o.
rdr‘l I +- (1 rli=o
UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE LapLacE. — L’intégrale de Laplace
At %
si(t) —-J e“"Zg(I ou s'},(t):] e "Ly (r)dr
0

existe, si ¢ est complexe de partie réelle R(#) > o, & condition que rR,(r), ou
rR,(r)soit de carré sommable. De mémef e rPL(r)ydr, ou f e Pl (rydr
0 0

existe quel que soit p; 5,(¢) et s,(2) sont alors holomorphes pour ®(z) > o.
Comme

Zi(r) =rH Ry (r), Tz(t):f rRy(r)yetdr

est une primitive /*» de s,(¢). SirR,(r), ou R;(r) est de carré sommable, le
prolongement sur ’axe imaginaire de T,(¢) ou de s,(¢), fonction holomorphe
pour R(2) > o, doit étre de carré sommable sur ’axe imaginaire [ V).

Dans les mémes hypothéses, puisque R,(7) ou R (r) vérifie I’équation (11),

ST d? /4 ALy .,
[ <1 T /—-\’L dr,
B 9771
f r d L,," e"dr
J, dr?

existent et sont égales respectivement a

ainsi que

at %

+ %
f (Ar —1) e "2y dr et j (Ar —1)e "1 dr.
0 0
Nous avons, en intégrant par partie, A étant un nombre positif

A
a7, di,\ .,
[ (rTr?__J T>c dr

dZ, , Lt , A
= —d——i—[rt——(zl—u— 0|2 e +t-f rl,e~ (lr—z(l+1)tf Zye dr
0

0
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donc si A - + o, puisque les intégrales existent,

%1% +[rt — (20 + I)]Zl}e—ﬂ
a une limite finie L(z) a I'infini.
Posons t=1¢,+h, R(t) >0, h >0 :comme

[rcfd—id + [rty— (20+ 1)]Z1]e—”°—-> L),

nous voyons que

dZ
[_rd—rl +rtg— (2l + I)Z;]e""0 e o,

donc que r"Z,e" tend vers une limite finie et comme cette expression peut
s'écrire Zr'e e~ cette limite est nulle. Donc

r—r+[rt~(2[-+—l)]Z1$e*"‘—>0 Si r—> 4.

dil,
d

Nous avons donc

.fo <r%%——2lr%?>e””dr

le l ) + = + » ,
—— rW-&—[rt——(zl-kl)]le -+ rlye "t dt — o (l + 1)tf ey dr.
) 0 0 0

Le calcul que nous venons de faire est valable pour Z{. Pour la valeur » =o,
I'expression intégrée est nulle pour Z, [qui est égal & r**E(r)], n’est pas
nulle pour Z; [qui est égale & F(r) 4 rG(7)Log(r)] mais est égale 4 — 21 (o),
avec F(o)=£o (*).

Donc finalement

o S Y/ 2l dZ+(1—7\rZ et dr

+ » “+ %
:(t‘-’—l)f I'Z[B“”d”—l—[l——Q(l—i—I)t]f Z,e 7t dr
0 0

et

+* VA
f [rdz°+(1——7\r)Zf,]e"“dr
0 - -

r2

+ o + %
:——2F(0)—i—(t‘2——7\)‘/‘ ri} e—"‘dr+(1——2t)f Zi et dr;
0 0

les intégrales s’expriment a 'aide de s5,(¢), 5,(t), [5,(2), s, (¢)]; donc s(¢)

(%) Si 'on impose aux fonctions cherchées d’élre bornées, cette solution disparait étant donné sa
singularité a Dorigine.
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et s, (¢) vérifient les équations (IV) et (IV,) respectivement

(¢ __))ds/ [2(/+1)t—1]s,=0,

( _—l>(i+()l‘_l)?0'—l

(en choisissant convenablement la constante multiplicative) et si R,(r) et R;(r)
conviennent, 5,(¢) et 5,(¢) doit étre holomorphe pour R (#) > o0 et une de leur
primitive /**a un prolongement a 'axe imaginaire de carré sommable surcet axe.

Etudions les singularités des solutions (1V) et (1V,). Il faut discuter smvant le
signe de 7.

1 Ao, h=—1Fk,k>o0:

(2+ k) d_s/ +[2(l+1)t—1]s,=0,
1
(&+ k2 )b + (2t —1)si=n1,
singularité possible en t =1k et t=—1ik. On pose t =1k h, les équations
deviennent

(h+oik)h C(% +[2(l+1)h 4+ 2(l+1)ik —1]s;=o0,

1

(h+ 21’/-')/L% “+ (2 +2ik —1)s,—=1.

Pour I’équation homogéne, on cherche un développement du type

lay+ arh +. ..+ aht——. .. ]=s1(1).
On trouve

ay[2({+1)ik — 1]+ 2thaa,=o, donc oc:;)—ll,—k——(l—i—l)
et la relation de récurrence
(20kn +1)a, + <l+ n -+ A>dn—1—0

qui définit un développement convergent au voisinage de /s = o, les /™ primi-
tives s’écrivent donc

Lry
hrik —% +b . D 4 .]—l— Qri (),

ou Q,,(h) estun polynomé de degré [ —1, b, o quelle que soit la détermi-

nation choisie pour 4***; pour ®(¢) > o0 le module de cette fonction n’est pas
de carré sommable sur I’axe imaginaire au voisinage de ¢ =1:k. Donc R;(7) ne
vérifiant pas toutes les conditions imposées a R; (),

R n(r)y=o si [Fo.
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Cherchons a I’équation (IV,) un développement régulier en 2 =o0

ss(t)y=ay+ah+...4~a,hn+. ...
Nous avons
. I
a2tk —1l=1 (y—= ———
o ! ’ Y

et la relation de récurrence

N

[2tk(n+1)—1]a,+ (n+1)a,_y=o0

qui définit un développement convergent pour [A|<24. Il ya donc une solu-
tion réguliére pour (IV,), les autres étant singuliéres avec la méme singularité
que les solutions de P’équation homogene. Mais cette solution réguliére

en =ik n’ayant pas un rayon de convergence infini est singuliére en t =— 7k
et comme les deux poles jouent des roles symétriques, a la méme singularité
en t=—1k que les solutions de I’équation homogéne. Donc s;(z) ne peut

vérifier les conditions imposées. Donc R, ,(r) = o également.

2° A=o0; les équations s’écrivent :

ds
* 7; +[2({+1)t—1]5;=0,
L ds} .
[4 -(37 +(2t——1)30_l.

L’équation homogeéne a pour solution

4
fz(/+1)

~ =

:S[([).

1
On peut montrer par récurrence que s;(¢) est la (274 1)*me dérivée de e ‘7%,
d’ou il résulte que les /™ primitives de 5,(¢) s’écrivent :
1

L () polynome de degré /
PR 2+ Qi (¢) (polynome de degré [ —).

dr

1
& (1) =D (), 0 P (1)
est un polynome qui ne s’annule pas pour t=o, d’ou

Or, par récurrence également, on montre que

¢ P ()

T(t)= 7

-+ Qi (8), ou Py y(0)=o.
Cette fonction n’est pas de carré sommable au voisinage de 'origine sur I'axe
imaginaire. Donc R, ,(r)=o0 si [5£0. L’équation non homogéne a pour

solution :
1

< [e%(lt> e;z, [R(t)>o0]-
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Si C est un cercle de rayon ¢ >> o, entourant l'origine

1
fe‘dt:giﬂ:.
[

1

D’autre part dans larégion R(¢) o, e'reste bornée et si C, est le demi-cercle

de C dans la région R (1) = o, f e'dt — o, avec o; donc

Ce

1
/ etdt—aim,
C

1

si G, est le demi-cercle dans la région R (¢) > o. D'autre part sur 'axe imagi-

1

naire ¢’ est sommable au voisinage de I'origine. Donc si y =— ¢ — o0, une

primitive quelconque de ¢’ tend vers une limite finie A [limite de A (y)=A(—p),
valeur de cette primitive pour y =—]. Nous devons prendre la primitive
holomorphe pour R (¢) > 0, donc

| A(p)=A(—p)+ | ear

Cy

»

[A(p), valeur de la primitive pour y =¢], donc

A(p)—>A+aim.

Donc aucune solution de (1V,) n’est de carré sommable au voisinage de I’ori-
gine sur ’axe imaginaire, puisque pour y = ¢ elle a la valeur

3]~

| Q
Q

i

[A(p) +2im]:

-0

2

et pour y = — ¢ la valeur

i

. e °
[A(—P)H*—AOT”

A et A + 27w ne pouvant étre nuls & la fois. Donc si A =0, R, ,(r) =o.
3° % >>o0; les équations sont, si 'on pose VA =#,
(B— k) = +[2({+ 1)t —1]s1=0,

' 1
(22— /;'Z)E%0 + (2t —1)si=T1.

Comme s,(2) ou 5,(¢) doivent étre holomorphes, pour z= £ le point ¢ = £ doit
étre régulier et une solution doit avoir un développement convergent du type
h?[a,+. ..+ a,h"~+...] au voisinage de h =o0 si =k —+ h, p entier > o.
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Les équations s’écrivent :
d
(2k+/z)/z7;t-l +[2({+1)h+2(l+1)k—1]s;=o0,
1
(.fak—l—/z)h% + (2h 4+ ok —1)s;=1.

Pour ’équation homogéne, nous avons
ay[2(l 4+ 1)k —1) + 2pka,= o, donc a(/+1+p)k—1=o0,

c’est-a-dire

1
/\-::;, ot n=I+p-+r1 (n>0+1).

Donc il faut que

}= >t et l=n—1

I
. .. . , . 1
pour que R,(7) satisfasse aux conditions imposées. Donc si A £ Tk
R, n(r)y=o pour !z o;
Sih= —eti>n—1,

4n?
R/’m(l‘) = o0, -

mais si /=Zn —1, il est possible a priori que
R (r)y="Ri(r),
solution réguliére de (II) a I’origine.
Pour I'équation non homogéne, la solution réguliére si elle existe, doit
s’écrire
Ao+ ay o+ ...+ ayhr+. ..,

ce qui donne
I

)y — ————
"ok —1

et la relation de récurrence

[2(n+l)'/{-l](l,l+(71—}—1)&,1_1:0
qui donne en général un développement convergent, non identiquement nul,
a moins que le coefficient d’un a, soit nul, c¢’est-a-dire £t = 5‘; pour un n>x1,
car alors a, dévrait étre nul, ce qui est impossible d’apres (IV,). Donc si

1 \ . ~ 1 A . . .
k= — ¢’est-a-dire A= —> R, ,(7) ne peut étre égale & R{(r). Au contraire,

; hn?
. 1
St )\# 4—’;:_;?
Rin(r)=o, s [+o,

mais R, ,(r) peut étre égale a une solution R(r) a priori (qui, d’apres ce que
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nous voyons, est unique 4 une constante multiplicative pres en remplacant le
nombre 1 au deuxiéme membre de (IV,) par une constante quelconque).

Réciproque. — Les propriétés de la transformation de Laplace nous per-

mettent d’affirmer que si A = ., I'équation (IT) a alors pour > o sa solution
4n?

réguliére a l'origine qui est a décroissance rapide a I'infini, donc convient

effectivement pour R,,.(r) et pour /=0, A 5% ~ 7o une solution non réguliére

a 'origine qui est 4 décroissance rapide et qui convnent pour R, ,(r). Mais nous
allons le voir en explicitant effectivement ces solutions.

o 1 .
CALCUL DES SOLUTIONS. — SI A = ek 5,(¢) est solution de
T

Y 1 dSl
<t-— 4—> T 20— tsi=0,

1\ =+
()
2n
I n-+{+1
(t—|—~ -——)
\ an

ce qui donne

S[([) =

575 0 5, (1) est solution de

( A)dS('+(°t_I)So—~I7

ce qui donne s,(¢) de la forme

N 1 - 1
)
t+k L+ k) =
une de ces primitives étant réguliére en z=~£. Désignons dans ce qui suit 5,(¢)
ou 5)(2) par s(2). On voit que s(z) posséde une primitive /*m T(z) de carré som-
mable sur ’axe 1magmau~e que s'(t), ts"(£), 1*s"(¢) sont sommables sur cet axe.
Dans ces conditions, si l'on pose

Z()):»/Mm els(t) dt,

—1l=

on a
Z r +I»
(,):(#l)lf ot T (£ de
7 ) ,
—in
et
1 +iw 1 +i % i 1%
L(r)y=— ;f e'ls' dt — Ff ets” dt — — = erts” dt
—iw —i= —i®»

et

9 “+ix +i%
7Z'(r)y=—= e"a’t—i— ts" et dt,
"2
i

6 + 1w 6 +1ix " “+ix
r?’(r)y=—— = sertdt — — s'tertdt — = t2s" et dt
72 72 72 f
— i —ix

—iw
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(obtenus par dérivation sous le signe somme et intégration par partie). Donc

r?" —2l7 + (1—Ar)Z
+i=n
:—,% et (22— N)s"+[a(l+3)t—1]s"+ 2 (2l + 3)s ) dt.
Or le crochet peut s’obtenir en dérivant deux fois le premier membre de
I’équation (IV) ou (IV,), il est donc identiquement nul. Donc Z vérifie I'équa-

tion (III). IZT, est de carré sommable comme transformée de Fourier de T(iy) qui

est de carré sommable comme fonction de y. Donc

. Z .
7= Zl,m <Rl,m: rl—> S1 Y 1

+1

L="70o(r)=rRoo(r) si 1+

(tout ceci a une constante multiplicative pres).
Utilisons les fonctions de Laguerre

R kNP ertdt
—_— —1 — ——
fp,(](kl')——-kV Iin <l+/f> (t—t—/f)"’

£2,.4(kr) s’obtient par un calcul de résidu immédiat et ’on a

G (= ahr)e k]

c . J— ; kr —1 ; R P A,
Fpq(kr) = 2im et (k)T [(q~1)!+"'+(r/+y~1)!+"' (p+g—n!

On peut remarquer qu’a une constante prés
P

ar .
Lpy(r)=e T (e prra—r),
Posons
£yy(ry=2aime " (kry—L,,(kr),
ou

L] I (—ar)
”“”—[w—w!+”ﬁwp+q—wj

est un polynome de Laguerre (de degré p).
Alors '

r e 2+ r\
Lim=— $n_ ; — J=—aime *"| — L " —
l,m n—(l+1),2(l+1) on on n—(l+1), 2(l+1) 27

et
N .
)

Rim(r)= e '-’T‘I'ZL,l_[gﬂ),g(H,)(—) () si l—=n—1

2N

() A une constante pres.
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et 'on constate que R, () est bien de carré sommable de o4 I'infini; s)(2)
est la solution de

(22— A2 )ds “4- (2t —1)s =

t—k
qui est holomorphe pour ¢t =#. Posons - — % TR 25 équation devient
2hu(r— u) ds H[(2h+1)u+ok—1]s=1—u
’ du ' ' '

et cherchons une solution du type

[ S AR A S T 7 A SN
ce qui donne

1 . —1 o Gk
sk—1 TR nGk—y T G0 GEk—0 k=1

Uy —

et la formule de récurrence

un[z(” + I)/‘_ I] — “n-l[z(ll —-'Z)Il— 1]7
donc

4k
[2(n —0)k—1|(ank—1)[2(n+1)k—1]

;==

Le développement est donc uniformément convergent pour |u|=1, c’est-
a-dire pour R (¢)>> o, puisque la série de terme | a, | converge, donc la fonction
ainsi représentée est holomorphe en z=4%. On a

t—k\n
.9&([):d0+7..+6611<m> + ...

Etant donné la convergence uniforme de la série des dérivées (n|a,| con-
verge), on a

t— k! I )
(t)_2A[(t—|—/f) —|—...~|—mtn<t+k> (t—}—k)?_}_'”J

et (A étant une constante > o).

+IA +iA
—rf sy(t)ertdt = st (t)yetdt
—iaA

—iA

~2k[a‘/“‘—g7‘l dt —+ -+ na, fMA <—t—/{>n————-—e’1tdt -+ ]
— 1 7\ 2 .. n ... .
(k) i \t+k) (t+k)?

f”l\ noert dt
t+k (t+ k)*

+:x>\ (l.)’
é‘[_x’ Yy i’

donc la série précédente converge uniformément par rapport 4 A et 7. Donc

Mais

rlo(ry=—2la,Los(kr)+...4 napLp_so(kr)+...],

.
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la convergence étant uniforme. Ce qui donne
Zy(ry=—oe*[ayLos(kr) +...«+ nayLp_y  (kr) +...],

expression de Z,(7) en fonction des polynomes de Laguerre. Or il est facile de
voir que les fonctions £, »(kr) pour » > o forment un systéme orthogonal dans

. , N dr
'espace des fonctions de carré sommable de o & -0 avec la mesure — (°). Le
carré de leur module tend vers zéro si n — -+, et comme

2
Zn'llan{‘-’<—+— ©,
1

cela prouve que r|Z{(r)[> est sommable avec la mesure de Lebesgue; donc
Z,(r) est de carré sommable puisqu’elle est bornée a I'origine.

S v . . .
Retour a I'équation Ap + * =)9. — Si ¢ estune solution de carré sommable,
on a vu que
Ry (1) ::f YS,ude=o st AZo

quel que soit [ et m; comme les S, ,, forment un systéme orthonormal complet
dans ¥, cela entraine que (7, 0, w)=o0 en f et & quel que soit r. Donc

que § = ¢ =o. Il n’y a pas de solutions non identiquement nulles. Si X = ~,

4n?
Ry (r) :fq»—s—l,mdazo si I>n—1.
S, .

Il en résulte donc que

$= 2 Rim (7)Sim(0, ®) (somme finie)

lsn—1
Imj<l
et
, _r ,
Bl,m(") = /".l,m e 2yl Ln—(l+i),?(l+1) *“)’
a2n
donce

, .
(-P —e *" 2 7’1le—(1+1),2(1+1)<72‘;> < Z kl,l]lsl,lll)}
4

l<n—1 im|<

ki m = const. dépendant de [ et m.

(%) On a en effet )
Loa(kr)= _pimh A

(n+1)! drn
Par intégration par partie, on voit que

(e—‘.’.kr,-u—H )'

-+ » l .
[ ﬁ,,’g(kr)ﬁ,zr,g(kr)% =o0 si nxZn,

0

)
i

3
+
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Sia £ —4_;72’ R..(r)=o0,sil>o0etR, ,(r)=R;(r) trouvée plus haut. Donc

la fonction { se réduit a cette fonction.
Ce sont bien des solutions de (I). Il suffit de montrer que les fonctions

Urm (7, 0, ©) =Rym(7)Sm (0, w) et Ri(r)

sont solutions [ou plus exactement que ¢, ,.(x,y, 5)="1U; (7, 0, ) sont
solutions |

-\[ le(r)51m(6 ('))I -—~A| Bl/n(" Isl/r+ AS,(SZM)

[ 2 I+ 1)
—-[873 (Rl,m) -+ ; J;Rl,m —7—‘JSZ ny

done
H ((‘Pl,m) = )\Cpl,m
car

Cd? d 1!
I>I((Pl,m) - )\CPl,m:[d l“l m+ Z Rl m <’;_ - ( ;‘;I) - )\>R1,m] Sl,m:: 0.

Les fonections

-

LIJ[),,L ey 6 20 an~l 1 l+1)< iy l>Sl m

sont les fonctions d’ondes classiques. Or 7'S,,, est un polynome homogéne
harmonique de degré /, soit P, ,,(x, y, z). Les autres polynomes harmoniques
sont des combinaisons de ceux-ci. Donc la solution générale de

I
Ao+ 2=
Py T et
s'écrit
R O —
— 2=y o 5
an(c'L'7 )'7 5) n 2 Ln»l+1) 2(l-+1) <\/ 2'3; )P[(l‘, )/, ,’.');
l<zn—1

P,(x, y, 5) polynome harmonique homogéne de degré /.

049 )CP

Nous remarquerons que —* * n’existe

“ n’existe a 'origine que si /> o, que =

quesi/>1etquesil/>o, cette quantité devient infinie.

Conclusion. — H possede alors une infinité continue de valeurs propres, ce
qui est incompatible avec le fait qu'il est hermitique. Donc sur le domaine D,
des fonctions ¢ deux fois continuement dérivables, sauf peut-étre a I'origine et
celles que H(¢) sont de carré sommable 'opérateur n’est pas hermitique. On
peut voir immédiatement que si 'on restreint D, au domaine D, cD, tel que
I'on ait

f e H (o) da dyds = | H(e"t) o da dy dz,
o

Rs3
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les fonctions propres pour A quelconque > o, disparaissent (hermiticité avec
e, R(t) >oetoeD,). Etant donné que H est a coefficient réel, la condition
peut aussi bien s’écrire
f e H(o)dz dy ds = [ H(e") o dzx dy d=.
R3 . <R3

Reprenons le calcul qui nous a permis d’écrire les équations (IV) et (IV,)
dans le cas /=0

+» 012
/ < @ L°4 /,',>c Ly —f < d I,\," %-2/1!{—"—%/]:.,)0""0’/'
) dr? dr? dr

—f MRy et dr = W (R) et de dy dis,
0 JRs

donc s’il y a hermiticité

= /-I&f Ry H(e"") dx dy ds
4

ot et oz
—‘f [l el— — e dr :] rt,
0 -

¢’est-a-dire

9 vll
2e "t — . e""+ — | dr,

= sy — (20 —1)8
qui doit étre égal a

) f A —"
0

On a donc I'équation (IV) et jamais de terme au deuxiéme membre
[jamais (IV,)], ce qui fait disparaitre les solutions g, =R (7) (7).

Mais comme nous le verrons, méme si I'opérateur H est rendu hermitique
par cette condition, 'ensemble des fonctions propres classiques ne constltue
pas un systéme orthonormal complet dans ¢, et nous ne savons pas a priort
si H prolongé par sa fermeture est autoadjoint.

Nous nous proposons dans la suite de donner a 'opérateur H une définition
précise telle qu’il soit autoadjoint. Nous verrons qu’il n’a pas alors comme
fonctions propres les fonctions déja connues et que ce systéme n’est pas
complet. H a alors un spectre continu, spectre dont I’existence n’était pas assurée
si H n’était pas autoadjoint.

DEUXIEME PARTIE.

OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS CONSTANTS DANS JC,..

Pour préparer la suite, qui est I’étude de I’opérateur H, indiquons une facon

(™) Que nous désignerons par « famille abhérente ».
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de définir les opérateurs différentiels hermitiques a coefficients constants
dans J¢;..

Un opérateur différentiel & coefficients constants est. dit hermitique s’il

s’écrit
Dr
Z P _—_
A 5%
Ip1<lpol

avec les notations de L. Schwartz [IV]: p, indice de dérivation (ps, ..., p,),

|pl=pi—+pst-..~4 pu
les p; étant des entiers > o,
Dr OP1+Pete it pa
DXr — Jxhioxl ... oz’
les A, étant des constantes réelles.

Le domaine D, sera I'espace Sy. de Scharwtz [ 1V] des fonctions indéfiniment
dérivables a décroissance rapide a l'infini. Nous avons par intégration par
partie si ¢ et { €S,

D
\ DXPquX—-( ”‘f@DXf“’X (dX =dx, ...dz,),
donc
3 l_-
fmz]plmpupdx_f cpz”’ dx,
done

Cir D8, 4y =g, i DS
et, par conséquent, puisque les A, sont réels

<o A(Y) > =<A(9), .

Donc A est hermitique sur le domaine D,.
Nous allons chercher son adjoint A*.
Si { € Iy, U est une distribution de 8. et A(d) €S, est défini par

A N o DPY
Aly) = 2‘ A
1P1£1pol
¢’est-a-dire que si cpetsm

AW El= Y zlpif(—w'w—ax

1P1<1pol
par conséquent,
Aplel= X [ g pEax = A
izt

Ann. Ec. Norm., (3), LXX1I. — Fasc. 2. 16

Dce
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Passons a ’adjoint A*.

D’une facon générale, A étant un opérateur linéaire défini dans une partie D,
dense d’un espace ¢ de Hilbert, I'adjoint A* de A est défini sur un
élément { € JC si et seulement siad correspond U, tel que quel que soit €D,

< A(9) D=L i D5

on pose alors
A" () = .

Si donc icit A*({) =1, existe pour la fonction {, on a
ChA@>=AWF]=Ch 9> = [ higaX

quel que soit ¢ € Sy.. Donc la distribution A()) =, € Iy
- Réciproquement, supposons que ¢ est tel que A({)e€ ¥, A(d) =1, :

<A@ >=AD) [e]=<d1 &
donc A” est défini sur b et A*()=A(J) (au sens des distribuﬁons).

Conclusion. — A* est défini sur ¢ si A({) pris au sens des distributions est
une fonction de carré sommable et "

AT () =AY)-

Montrons que A*({) est autoadjoint ou, ce qui revient au méme, que la ferme-
ture de A est autoadjointe. On sait [III] qu’il faut et qu’il suffit que les
équations

A"y +ieb =0 (e==1)

n’aient comme solution dans #¢,. que Y = o.
Sil’on a
A'(d)Fiy=o,
cela veut dire que
A()Fib=o,

ol Y est considérée comme une distribution. Nous avons donc a résoudre cette
équation dans I’espace 8. et a chercher les solutions qui € 4¢;.. Comme | € S;.,
nous pouvons faire une transformation de Fourier et poser  ({)=T, T distri-
bution de 8., ou Y est la variable Y=y, ..., y,). L’équation

N\ .o DP .
Z Apllplmil'#zo

IPI<lpol

( 2 A,(2m)lPIYr i>T =o,

[P 1< Ipol

devient
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ou Yr=yr.y2...y". Ou encore [P(Y)x:]T=o0, P(Y) un polynome
€N Y1, Vo, - - -, Yo & coefficients réels. Donc le coefficientde T ne s’annule jamais.
Donc si ¢ €S,., alors
)
Py €

et alors

[P(Y) =5/

T [m%—_;IJ:T(Q):() donc T =—o.
Il n’y a aucune distribution, sauf la distribution identiquement nulle qui
vérifie I'équation. Donc A*($) 5= 1Y = o entraine L = o, donc A* est autoadjoint.
L’opérateur différentiel A autoadjoint est donc défini comme suit : A*({) au
sens autoadjoint existe si et seulement si A(J) au sens des distributions est
une fonction de carré sommable et les deux expressions de A({) sont égales.

Nous remarquerons que, si ¢ posséde des dérivées continues jusqu’a I'ordre
maximum des dérivées intervenant dans A, A(J) existe et est égal a I’expression
classique de I'opérateur. Si celle-ci est de carré sommable, ce résultat reste
vrai méme si certaines dérivées (au sens classique) ont des points singuliers &
la seule condition que les formules d’intégration par partie qui assurent
I'hermiticité de A soient valables (et a condition naturellement que I’expression
finale soit de carré sommable).

Nous savons, en outre, que si nous voulons résoudre une équation ou inter-
vient A [ par exemple I’équation aux fonctions propres A(¢)=72¢ ], on pourra
résoudre cette équation en la considérant comme une équation dans 'espace @;.
des distributions (et méme dans S.).

Nous allons définir I'opération H = A + ;{ dans J¢;, d'une facon analogue.
DomaNe viTIAL. — Nous posons que H est défini et égal 4 son expression
classique sur I’espace Sy, qui sera le domaineD, : si 9 €S8, Ap + ;P estde carré

sommable et H est hermitique sur D,. En outre, D,—=8;, est dense dans (..

Dtcomrosirion pE L'opkraTetR H. — La résolution classique de I’équation
H(¢@) = Ao est basée sur la séparation des variables aprés un passage en coor-

données polaires, séparation qui est due au fait que Ap + ?’é est un invariant

pour le groupe des rotations dont les axes passent par I'origine de R®. Ce fait
se traduit par I’existence d’un systéme orthogonal de variétés stables pour H (*)
supposé défini sur S,,.

(%) Qui sont les variétés propres communes de deux opérateurs permutables avec H, corres-
pondant respectivement aux deux grandeurs physiques : M (moment cinétique de I’6lection dans son
mouvement autour du noyau) et Mz (projection de ce moment sur un axe fixe).
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Les relations
x = rsinf cosw,
¥y = rsinlsinow,
sz =rcosf

(r, 6, o coordonnées polaires des physiciens), défimissent une applica-
tion £(u) =M de I'’espace R* < S, sur R* (R*, demi-droite numérique r>>0;
S,, sphére de rayon 1 centrée a l'origine, 0 et w étant les coordonnées du
point courant de S,) qui est indéfiniment différentiable et biunivoque
de (R*—{o} xS, sur R*—{o} ({o} ensemble constitué par l'origine).
A toute fonction
(2,0, 5) =9 (M) €y
correspond la fonction

d(r) 0, o) =Y (r) =¢(rsinl cosw, rsinb sinw, r cosh),
c’est-a-dire
Yy =e[F(W)];

¢ de carré sommable sur R*><S, avec la mesure r*drsin0didw, c’est-a-
dire r* dr ds (ds, élément d’aire sur S,) (d’aprés la formule de changement de
variable). L(7, 0, ) est donc sommable dans toute région bornée de R*>< S,
(toute région ou r reste borné). Donc (7, 0, w) est sommable sur S,
(d’aprés le théoréme de Fubini) pour presque toutes les valeurs de r, donc
puisque S; (6, ») (°) est une fonction bornée sur S,,

Rl’m(l‘) = ngl,m do
Sy

existe pour presque toutes les valeurs de r.
On considére alors la fonction

Rl,m(”) Sl,m(e; CU) = q"l,m(fl)

définie presque partout sur R+x<S,, donc définie presque partout sur

(R*—{o0}) < S,. L’application < permet d’en déduire une fonction
CPl,m(x) Y, 5) = CPZ,Ill(M) - ‘-[Jl,m [—(é (M)]

définie presque partout sur R°— {o}, c’est-a-dire sur R°.
Nous avons vu dans la premiére partie que R, ,.(r) est de carré sommable
pour o L r <+ avec la mesure r*dr. Donc R, ,,(7)S,,.(0, ») est de carré

sommable avec la mesure r*drds, donc ¢, ,.(x, ¥, z) est de carré sommable
dans R®.

(") St,m (0, w) fonction sphérique de la premiere partie.
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Considérons l'opérateur P, ,, défini par P, m(©)=¢; n Il est linéaire, borné,
idempotent et hermitique : ¢’est donc un projecteur.
1l est borné :

| tm*= f 7| Ry |? dr,
0

oron avu que .
'Ry m 2 - 2o, d m 2~ tdxdy ds = 2,
R, (r)l_fsilw s, done g, (r)ll__fwlw wdyds=|9||
Il est idempotent :

Pl,m(ﬂol,m) = [le,m-S—l,msl,m dd] Sl,m'-: QL m.

S

Il est hermitique : Soit o, et ¢, € Hy,

<91 Pl,m(?2)>:£+wr2[L.¢1$2,l,md0] dr,

‘pz,l,m: Rz,l,m(r) Sl,m(w) et Bz,l,m(") = ‘-pgl-,m(eu w,) day,
S,

<<Ply Pl,m((?z)'> :j rQ[ f’% (‘[Jﬁ_zsl,m(eu 0)1)610'1) gl,m(e; C")) dc] d".
0 S, N

On peut permuter les deux intégrations sur la sphére S,

:f r?[ $2<f%§l’m(e’ m)do') Sim (04, 1) dclJ dr,
0 S, Sy

:f0+=° (r?L@%,z,m d01> dr =< Prm(01), 02>

P, n(88)= 8¢, » qui est une variété fermée de 5. Elle est donc composée des
fonctions
—1
CPl,m.(]-VI) = (Pz,m[Q(M)],
ou
G () =Yrm (7, 0, @) =Ry (r) Sy (8, o)
est de carré sommable pour o =Zr <+ =, avec la mesure r* dr.
Les variétés ¥, ,, sont orthogonales entre elles :

+®

cPl,mal’,m’dx d}’ ds = r? Rl,mﬁl’,m’[ f Sl,mgl',m’ do'_l dr.
S,

R? 0

2 -

Or les S, ,, forment un systéeme orthogonal sur S,, donc

S;),,Sl/)m,dcr =o, si (I, m)Z(l, m').

S,

Les variétés J¢, ,, engendrent I'espace oy, :
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Soit
9(z, y, 5) =Y(r, 0, »), 9 € Hxs.

¢(r, 0, @) considéré comme fonction sur S, dépendant du paramétre r étant
de carré sommable sur S, pour presque toutes les valeurs de r, nous avons
dans JCs, pour presque tous les r,

Y, 0, 0) = P Riu(r) Sym (8, ©) =X b (r, 0, ©),
IL,m

I,m

Rl,m(l') == qlgl,mda
S,

et

f [ 2 de :2[ Ry (r)? (égalité de Parceval),
Sy

IL,m
puisque les fonctions sphériques forment un systéme complet d’ ot il résulte que

2P drdo > "f 72| Ry (1) iﬂm:ﬁf | Gro | 12 dr do
fn+><sz 2‘ 0 2‘

lL.m Lm Rt o8,

comme dans Iy, g (avec la mesure r*drds) les §,,, forment un systéme

. L. ~ . .
orthogonal de fonctions, la série Z ¢, converge vers une fonction, de J¢y. s,
l,m

(avec la mesure 7*drds). 1l existe donc d’apreés le théoréme de Fischer-Riesz

une suite d’indices N,, N,, ..., N,, ... tel que {,= limite presque partout
de gy, ou
('PNp: E LPZ,'“("; 0, w).
<Ny
|mi£l

Mais pour presque tous les r

q} _——2 Rl,m(”) Sl,m(e’ 0)) :ph;g (‘I’le

I, m
dans J¢ .
Et toujours d’aprés le théoréeme de Fischer-Riesz il existe une suite
d’indices p, psy ..., pys - .. (qui dépendent de r pour lequel I’égalité préce-
dente est vraie) telle que

¢ (7, B, @) =lim presque partout sur S, de Yy, si g—0;
9

or ¢, =lim presque partout de , sur S, pour presque toutes les valeurs de r,
donc
Yy==lim presque partout sur S, de ¢ y

quelle que soit la suite N, ..., N,,q, c.
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Done, pour presque toutes les valeurs de r,
o= presque partout sur S,,

donc ¢, =1 presque partout sur R*><'S,. Donc ¢, =1 dans #,. . Donc

¥ :2 Y1m(ry 0, w) dans &g s,

donc
@ :Z cPl,m:Z Pl,m((P) dans Zenn.

lL,m L,m

Donc les variétés ¢, ,, engendrent JCy,.
Enfin, les variétés ¢, , sont stables pour Iopérateur H tel qu’il est défini.
Soit o €8,,,=D,, alors
l Pl,m(cp) € gI{’-

Montrons que R, ,,.(r) =fq)§,,m ds s’écrit
S,
Rem(r) =rly(r?),
ou y (u) est indéfiniment dérivable pour >~ o etadécroissance rapide a 'infini,

b(r, 0, ®) =9 (rsinlcos, rsinl sinw, r cosl)

est indéfiniment dérivable en r, 0, w si r> 0. Donc R, ,.(7) est indéfiniment
dérivable en r pour r > o.

Calculons son développementde Mac Laurin al’origine jusqu’a'ordre / 4 2n.
Nous avons d’aprés Mac Laurin (en r)

1
(r,0,0)=1y(o, 8, w) 4+ rd (o, 0, m)—|—...+r— (0,0, ®) ...
' l!

plt+2n plren+1

—+ m¢£{+2">(0’ 0, )+ —¢(1—!—2n+1)(k,.’ 0, )

((+2n—+1)!"
(ou < k<1, kdépendant der, 6, w); or

Y (o, 0, ®) =9(0, 0, 0),
(¥, (0, 8, ®) =9,.(0, 0, 0) sinl cosw + ¢).(0, 0, 0) sinf sinw + ¢’ (0, 0, 0) cosh,

PP (0, 0, ») =[¢.(0, 0, 0)sinf cosw +- ¢).(0, 0, 0) sinf sinw + ¢ (0, 0, 0) cosh | 7).

Nous constatons que {\”(o, , w) est un polynome homogéne de degré p
en ¢ sin 0, e sinf, cosh a coefficient constant. Or, un tel polynome est une
combinaison linéaire de fonctions spheériques S, ,, ou les indices / sont = p et
de méme parité que p.

Autrement dit,

i (0, 0, w) = Z A)\,isp——a)\,i(ey ®),

0LhZLp/2
li] <A

les A, ; étant des constantes.
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Alors étant donné I'orthogonalité des fonctions sphériques

f&.]Jf.’”(o, 8, @)S;nde=o0 { sip <ty

s, ou si p >/,

petlétant de parité différente. Nous avons donc

’ _
Rin(r)= l%fq/,!)(o, 0, w)Symda +...
b,

rl+2n
({+2n)! /g
pl+en+t

(I+2n+1)!

-+ im0, 9, w) S, mdo

f‘#‘r[“"ﬂ)(k,-, 9, m)gz,md‘”
Sy

P2 (kr, 8, ©) étant bornée, on a pour R,,.(7) un développement de
Mac Laurin du type

Rim(r)y=rias+ air*+...+a,r»+rre(r)].

Commeé R, ,.(r) est indéfiniment dérivable pour r>~o, il en reésulte

R; \ s aap s L
que '_1;7(2 est également indéfiniment dérivable pour r>.o0 et que son

développement de Mac Laurin est
Ao+ a 1>~ . ..+ a,rt+ rre(r),

ce qui montre qu’elle est indéfiniment dérivable comme fonction de r*
pour r>> o et que comme fonction de 7*=u son développement de Mac Laurin
est '
Xz,m(”‘) =ay+ QU +.. .+ aut+ ute(u),
donc
R n(r)y= "1X1,m("2)'

Revenons a q)l,m: [f q)gl,mdc] Sl,nu
S,

L;Jl,)n: "[XZ,,H("")) St (0, @)
= Xz),,t('ﬂ) 7S m (0, ),
donc
O = Lo+ 2+ ) Pra(z, ¥, 5)

P, .(2, y, 3), polynome harmonique, est donc indéfiniment dérivable en z,
v, 3.
D’autre part,

Rl,/u("):/ d.‘/S;,IILCZa
Sy

étant & décroissance rapide a linfini, R, ,.(r) S, ,.(0, ), aussi S;,, et ses
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dérivées étant bornées sur la sphére. Donc

Pl,m(q)) € $R":' DO’
donc
Pl,m(Do) — Dongel,m

est dense dans 3¢, .. H et P, ,, sont permutables,
Ona
[Pl,m((P)] =H (CPI m)

4 Ry i+ = »dr Ry m+ R“J—] Sy, m+ SlmAS,Sl m

az d {4
[d 5 1:{l m+ d;‘ Rl,m+ <,£ - "‘(_7‘,2—1—)>Rl,m:| Sl,megel,m-

Donc si o €3¢, ., H(@)€ 3¢, 105 IC, ., est stable et puisque H est hermitique
et défini sur une partie dense de ¢, .,

H[Pim(¢)]=Prn[H(9)]

[dl 2 d

(ce que 'on peut d’ailleurs vérifier directement).
Conséquence : Si ¢ €D,

(P:EPZJ"((P) :Z Pe,my

lym lym

H (9) =¥ PrulH (9)]= X H (91,n),

l,m lL,m

série qui est donc convergente dans JCy,.

La restriction H; ,, de H a JLI » est hermitique dans J¢, ,, et définie sur une
partie dense de JC; ..

Toute extension autoadjointe de H jouit des mémes propriétés vis-a-vis
de P, ,, (et 3¢,,,) et sa restriction donne une extension autoadjointe de H,,,
dans 3¢, ..

Réciproquement si pour chaque J¢,,, on définit une extension ﬁz,m auto-
adjointe de H, ,, en posant

H(9)= X1 (1),

Lm

¢'est-a-dire si H est défini sur o si et seulement s’il est défini sur o, ,, et sila

série Zl—l(@,,m) est convergente, H est autoadjoint et jouit des propriétés
L

précédentes.

Opgratevrs H,. — A, =R .(7)S; n(0, @) correspond d’une fac¢on
biunivoque R, ,,(r) définie pour r>> o tel que r R, ,,(r) soit de carré sommable
deo a4+ oo. :
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L’application ¢; ,, > r R, ,,=1(¢, ) est une isométrie car
oemi| =117 Rem(r) !
qui nous permet de transporter H; ,, dans #¢,. en posant pour £ € ¥¢;..
m( =11 T}
T (=28 €m0

H; est défini sur £ si et seulement si H, ,, est défini sur ‘;% Si.m. H; est hermitique

et défini sur la partie de JC,, qui est 'image par I de D, N ¢, ,,, ¢’est-a-dire sur
les fonctions £(r)=r"""'y(r?), ouy (u)est un indéfiniment dérivable par rapport
a u pour u>> 0, qui est une partie dense de JC,. .

Nous avons ‘

9

et
oy 1§ ETN L B e 2 d (£ I L({+1)\.
Hl(g)_I(Hl’"'[ ! (Q]}——l [all"-’ r 7 dr\7 /)+ I e
donc
e e
r r- /
EXTENSION DE LA DEFINITION DES OPERATEURS H; pans JC;,. — La définition de H

autoadjoint se raméne a la définition des opérateurs H; autoadjoints.

Pour la commodité des démonstrations, nous allons étendre le domaine
initial de H,, I(D,NJC ,,) en un domaine D,. Nous verrons par la suite que
cette extension était inutile en ce qui concerne la définition de H, mais elle
nous apportera quelques résultats. Le domaine D, sera constitué par les
fonctions E(r)=r""'y (r), ou y(r) est indéfiniment dérivable de —o & + oo
et & décroissance rapide (c’est-a-dire 7 (r)€3S,). D,oI(D,NIC, ,,), car une
fonction  (7*) [ol y (u) est indéfiniment dérivable pour u >~ o] peut toujours
étre prolongée pour <o de telle sorte qu’elle appartienne a S,.

H; (dans I'espace J¢Cy. ) est défini et hermitique sur D,.

En effet
H/Lrh—lx (,)J_____ plt X./’_‘_ 9 ([_|_ 1) ,JX/_F ,.IX

est défini et continu origine comprise, de carré sommable puisque y () est a
décroissance rapide. Il est hermitique : si &, et &, €D,

+ = [ 1. . + % B /(] o7
f [Elll"‘(;’_ (/;—l)>2€-1JE2d1w:llmf [g’;g)_g_(]l_ /(/]ji—l)>g1£2Jdp
0 p, Er =z
+ = . .
:Iim[f g,;’;+<1 —M):irﬁ
e | ) . P 3

FE ) () — 2 ()5 (e ]:
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on réemarquera que

zé(‘ 1“*ﬂ>:ﬂv—iu+ou@2

r re
reste borné & I'origine. Or

s — Ly b=y Y2 — Yo ) =0, avecr,

+ + %
f Wy (2,) adr = f 2 H(E,) dr.
0 . 0

Eruoe pe L’apsoint H, pe H, perNt prEcEDEMMENT. — A chaque £ € 3¢, nous
faisons correspondre la distribution

T = rlEes)

plus précisément la distribution définie par

-

T(X):[ rE(ryy (r)ydr pour y € Sp.
Autrement dit, T est une fonction identiquement nulle pour <o et égal
ar'(r) pour r>o.
Nous avons

d . o dy\ '+”J,dx '
G == (G )= [ reita,

T _ (77 &7 LTy dy
—.,—fo 7 561,‘2617' et ’”BF[X(’“)]—E;E(’A)—T<I’E;+2$>

dr?
+ o 9 —+ o
:f 1"+1Ed—)§dr -+ 2[ )*/Ed—xdr.
A > dr? ) *dr

Par conséquent,

<& Hl(i:)>:f “L’,Hl(&)dﬁ
avec £, €D,

L= 7'"“1)((1’),

+ %
& Hz(C1)>:f slrtgi e (U 0y r! s iy fdr =TLr g+ 2 (L 1) o+ ]
0

2

A>T _ drT a d _
:rz,ﬁ(m)—ﬂ%(x,)—!—’r(x,)_<r[ﬁ —213; +I>T(X1)>

done
<§, HZ(E1)>:U(X|) s1 EieDz,
ol
T dr (T=r' si r>o,
vu=r———20— +T, avec !
dr? dr ( —=o pour r < o.

Or si sur &, H; est défini,
<E? “1(51)>:/\E03 El>7
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ou &§,=H; () et réciproquement. Or

+®
ko, E1>:f r g dr =r To(), avec To=rlk,
0

donc ceci entraine que

aT dT
u._ra—"—,_,-——zl%—%—T:rTo,

puisque u(%, ) =rT,(¥%1) quel que soit 7, €S,. Réciproquement si

. da:T dr
u=rT,, ol u:r?lﬁ--—zlw—i—T,

T et T, correspondant £ et &, on a
<E} Hl(£1)>:“(il):rTo(Z1):<£ov El>
quel que soit &, €D,. Donc I'égalité H*(£) =E, se traduit par

G

T dr

S + T=rT,.

dr?

Cherchons a résoudre les équations
Hj ()it =o,
elles se traduisent par
d?T dT

(11I) rm—21$+(1¢1/‘)T:0,

ou T est une distribution qui est une fonction identiquement nulle si <o
égale a r't, si
r>o, E{Egenﬁ

T appartenant 2 $; nous faisons une transformation de Fourier pour discuter
cette équation. Posons s= F(T) et nous appellerons ' la nouvelle variable,
transformation symboliquement définie par

-+
s :f Tt T p,

Alors s vérifie I’équation (IV)

%[4n2t12$ [+ s[8m*(l+1)t—2in]=o0.

. ds ’ ’ .
Le coefficient de - ne s’annule pas sur I'axe réel, on n’a comme solution

que les solutions classiques

¢ — k\*7Tk 1 e *
S(t/):<t’+/;> (t/'l—/('l)’*" k= 27
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qui sont des fonctions sommables dont on peut, par conséquent, prendre la

transformée de Fourier & (s) par la formule classique ordinaire. Mais puisque

"3"(.?) qui est une fonction r*%, ou £ est de carré sommable pour r>. o0, doit étre
nulle pour »<o, s(¢') comme fonction analytique de la variable ¢ doit étre
holomorphe au-dessus de I’axe réel. (En posant 2int/=—1, on a en effet la
transformation de Laplace qui est holomorphe pour R(¢) > o0.) Or toutes les
solutions =£ o de (IV) ont une singularité en

_im __ 3T
F =
& &
,__ € e
= et
2T 2T

Donc aucune des solutions de (IIl) ne convient (sauf celle qui est identi-
quement nulle). Donc I’équation

H () 7 if=o

n’a que la solution £ = o; H; est autoadjoint.

Derinition bE H AuroapsoiNt. — Transportons H; dans d¢; ,, par I'isométrie 1.

Nous obtenons I'adjoint H;,, de H,,mz_f(Hl), c’est-a-dire I'adjoint de H,,,

Hlym
défini sur les fonctions du type
—1 N N .
(Pl,m:qﬂ,m[‘):(M)]y ou ‘-Pl,m:rlX(r) Sl,nu ou X(")Gl’sl{

(on ne considére que sa restriction pour r >o0), H;  est autoadjoint. H est
alors considéré comme défini sur les combinaisons linéaires finies des
fonctions ¢, ,, (qui forment le domaine D,) et son adjoint H* est alors auto-
adjoint et est défini sur une fonction ¢ si et seulement si H;, est défini

L m

sur @, =P, .(@) et si 2 H;,,(¢,m) converge :

lm

H*(9) = X, Ui (91,m);
I,m

D, D,, car D, n’est pas seulement composé de combinaison linéaire finie de
fonction du type %m[—éé(M)], ou

$rm=r"y(r*) St,m,
mais |’étude de H définie dans D, montre que H*(¢) coincide sur g €D, avec la

premiére définition de H [puisque ZH,,m(cpl,m) converge vers H(o), si @eDo].

lym

Etude de 1’opérateur H*.

RECHERCHE DES FONCTIONS PROPRES. — Si ¢ est une fonction propre de H* relative
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a la valeur propre %, ¢,,=P,,.(¢) est une fonction propre pour la méme
valeur propre A de H;,, et I(9,,,) est une fonction propre de H; pour A.

Nous cherchons donc les fonctions propres de H;.

On doit avoir H; (&) =2E, ce qui se traduit en considérant la distribution T
correspondante par I’équation

Ii—l — 2 i/flf +T=xrT
dr? dr

qy
(qui est la méme que celle de la premiere partie).

Il n’est pas nécessaire de faire une transformation de Fourier pour discuter

" cette équation. En effet, nous cherchons une fonction solution au sens des

distributions. Celle-ci doit coincider avec une des solutions classiques dans

chacune des deux demi-droites complémentaires de I’origine. Nous savons

d’aprés la premiére partie que la solution réguliére a 'origine ne convient sur

la demi-droite 7>~ o0, c’est-a-dire ne sont du type &, £€ JC. que si A= ,4%,

‘n>>l-1; quant aux autres solutions, étant du type F(r)—+ G(r)Logr (*°)
ou F(o)=£ o, elles ne vérifient pas I’équation (IIl) en tant que distribution

Ty . {* l EENEEEN .
mais I’équation : rT — ol E T 4 I'=K¢, o, mesure de Dirac; K, une
) dr? dr
constante :——211’(0)].

Conclusion. — Nous obtenons les mémes fonctions propres que dans la
premiére partie.

Détaillons : H; a pour valeurs propres les nombres

A= (L) W) = o

z
2%

n

FaN

R . i r . *
2 une seule solution ¢ 7 L”‘“*“"”“’<?ﬁ> (spectre simple pour H;).

Donc H;,, a pour fonction propre pour la méme valeur de A la seule solution

Lym

—1 : 2 n 7
Ql,m=— L!»Jl,ml &€ (Nl) J’ ‘-!-‘l,m =rle” 7Ln—(l+1),2(1+1)<5> Sl,"l(e’ »),

Vot gt T a2 g 2
— ,____-_'T——I Vo4 + 3T P . -
Qrm—¢ An—(l+1),2(l+1) .—’);l___.— l,/n(‘l/; Y p)

[ P/ (2, ¥, 5) = polynome harmonique |.

et finalement, H* a les variétés propres pour chaque valeur A = Z;L— qui sont

engendrées par les o, , pour [ Zn —1, |m|—I.

(10) G(r) est éventuellement nulle.
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DomaINE pE pEFINITION DE H*. — Supposons que H* soit défini sur ¢ € #,..
SioeD, =35, ‘

faH*’(d,)dxdyd;:fq,ﬂ(ap*)dxdydz,
R3 Rs
ou

H(g)=Ag+?

(opérateur différentiel ordinaire). (f est localement sommable <h lorigine ¢

I, ’ ’
et - étant de carré sommable, kﬁ est sommable> et de carré sommable en dehors

d’un voisinage de I'origine, c¢’est donc une distribution €3Sy, donc

[@ I () de dy d= :f Y Ao d dy ds +f % ¢ dx dy dz,
s R’ IS
ou

Lﬁ[ll*(q‘) — q/Jduv dy dz :faq’—A—CPdl dy ds

; R
quel que soit ¢ €S,.. Donc
() =A¢ + i car () — % =AY,

;"
ou Ay, laplacien de { au sens des distributions, est une fonction localement
sommable.
Donc si H* est défini sur ¢, Ad au sens des distributions est une fonction
localement sommable, de carré sommable en dehors d’un voisinage de I'ori-

¢

gine, Adg + ¥ est une fonction de carré sommable et
e (g) = Ay + 7.
Conséquence. — Si Y a un laplacien au sens habituel {A{} continue sauf

A

peut-étre a I'origine, possédant les propriétés qui viennent d’étre énoncées plus
haut pour Ay au sens des distributions, alors sur ¢, H* n’est pas défini,
si { A) | £ A au sens des distributions.

Supposons H* défini sur . On a alors

f@AL{dedyd:: Y Ao de dy ds.
R R3
Mais étant donné les hypotheses sur { A},

f Vheodrdyds= |  {AV}dedyds +f (4 Grad § — ¢ Grad ) 7 do.
R8—B(€) S(€)

RA—B(2)

ou B(ej et S(¢) sont respectivement les boule et sphére de rayon e centrées a
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'origine. Puis‘que {A} est localement sommable, sic — o, lesintégrales triples
tendent vers une limite et I'intégrale de surface également

f(¢a;;d¢—@Grad¢)nda+L(q), et L—AY— (A
S(¢)

est une distribution €8, comme A et { AJ |, et est 5= o par hypothése.

Cette distribution a pour support 'origine, ce qui est impossible puisque A
et { AY} sont des fonctions.

Or les fonctions ¢, de la famille abhérente de la premiére partie sont telles que

(Y =(a¢)+ ¥

est de carré sommable, donc {AJ} vérifie les hypothéses. Or H ainsi défini
n’étant pas hermétique {Ad}£AJ au sens des distributions. Donc sur les
fonctions ¢,, H* n’est pas défini. Il existe donc des fonctions sur lesquelles H*
n’est pas défini.

EXISTENCE DU SPECTRE CONTINU. — Supposons que le systéeme des fonctlons
propres soit compiet dans JC;,. Alors on aurait pour tout ¢ € ¥,

o :Zan Qs

ou ¢, est une fonction propre normalisée relative & la valeur

1

L= avec Z|an[‘1<—l—oo,

n

4n

mais

ay *
N anl () =X 725 1 ()

n

serait convergente et I’on aurait

11*(@:2 #11*(%);

H* serait défini sur toute fonction, ce qui n’est pas exact. Donc H* posséde un
spectre contini.

L'existence de ce spectre est affirmée sans preuve dans un certain nombre
de traités de Physique théorique et je pense que le fait que le systéme des
valeurs propres ne soit pas complet a été effectivement démontré, mais, &4 ma
connaissance, l'existence du spectre continu n’a jamais été prouvée faute de
définition précise de H en tant qu’opérateur autoadjoint. En effet, si un opé-
rateur hermétique A n’est pas autoadjoint, il n’a pas forcément de spectre réel.
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Derinrion siveLiriée b H*. — Nous avons vu que, si H*({) existe, A} au sens

des distributions est une fonction et A + % est de carré sommable. Démontrons

la réciproque. Soit L &€ 8¢;, tel que Ay + % au sens des distributions soit une

fonction de carré sommable. Par conséquent, on a

fEﬁ(At[J—l—%)dxdydz:f&{;(A@—i—?)dxdydz
R3 R?

quel que soit ¢ € Sy, =D, .

Pour prouver la réciproque, il faut en principe démontrer que cette égalité
reste vraie, quel que soit o €D,.

Mais nous allons directement prouver que si H est supposé défini sur D,,
H; son adjoint coincide avec le précédent, et pour cela il suffit de prouver que
cet adjoint est autoadjoint [111] : ayant alors il a un domaine de définition plus
étendu que le précédent, il coincide avec lui.

Le raisonnement reste le méme. Il faut prouver qu’il n’existe que lafonction
identiquement nulle qui vérifie I’équation

Hi(e) Fi9=o,

c¢’est-a-dire que dans ¥, si H, est 'opérateur

) =g+ | - S

r r*

défini sur les fonctions &=r'y(r*), ou y(u) est indéfiniment dérivable
pour u> o0, il a un adjoint H; (&) autoadjoint, c’est-a-dire que ’équation
Hi (&) FiE=o
n’a comme solution que la fonction identiquement nulle.
Nous employons le méme procédé que plus haut. Toute fonction y(7*)
étant la restriction 4 r>o dune fonction de 8; & chaque £e€d(,.,

nous associons T=r'f si r> 0 et identiquement nulle si r<o. L’équa-
tion H; (&) + 7€ = o se traduit par

d? d .
(V) T[rd—rf+2(l+1)—d—§—|—xj_zrx]:o.
car, suivant les mémes calculs que plus haut,

« = . . dys d
CHLE), riy > =& Mi(riiy) > = T[rd)rc‘z a2l gt X]

quelle que soit la fonction y €S, dont la restriction 4 7> o est une fonction
de r* indéfiniment dérivable. Or ces fonctions y sont les fonctions qui, a l'ori-
gine, ont toutes leurs dérivées impaires nulles. Elles forment la variété ¢ C'S,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 2. 17

/4
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orthogonale aux distributions, &', 8", ..., 8+, . (dérivées d’ordre impair
de 9).
Si nous posons

a2 17) ,
I =r=& o+ axiny

(opérateur continu dans 8,), I’équation (V) signifie que T est orthoyonal 2 J*(¢), .
c’est-a-dire que J'(T) est orthogonal & ¢, J' est le transposé de J défini par

S =TIIOOL
donc '
aT dar
t I S “ ) T
J(T)—rdr? 21dr+(l+ll)r
doit étre orthogonal & ¢. Or les distributions orthogonales 4 ¢ sont & support
ponctuel (origine) et sont des combinaisons linéaires finies de ¢ et ses déri-
vées. Donc ici des combinaisons linéaires finies des dérivées d’ordre impair
de ¢ : ZA,,(‘S(QP“’, donc nous avons
P <Py
J(T) =Y Ao,

p<pe
Autrement dit, T doit vérifier I'équation
T dr o
h?[r_‘-’- — ‘2[d—r +(I$11‘)T:2 A,,8(2P+1>, )

BN

Nous cherchons comme solution une fonction. En dehors de I’origine, elle
coincide avec une solution classique. D’aprés le théoréme de Fuchs, il y a
une solution réguliére a l'origine qui, commencant par des termes en r*'+*
vérifie 'équation avec le deuxiéme membre nul. Cette fonction, annulée
pour < o vérifie 'équation sans deuxiéme membre en tant que distribution
et ne peut convenir puisque nous savons d’aprés ce qui précede qu’il n’y a pas de
solution lorsque le deuxieme membre est nul [ équation (III) plus haut]. Les
autres solutions fonctions annulées pour r< o vérifient I’équation avec un
deuxiéme membre égal & k2 (voir plus haut, p. 140), donc ne peuvent convenir.
- Il n’y a donc pas de solution convenable et Hj, est autoadjoint.

Nous avons alors la définition simple de H* : H* est défini sur o € J¢;, si et

seulement si Ag + ;P, ou Ao est le laplacien au sens des distributions, est une

fonction de carré sommable.

Done, en particulier, si le laplacien ordinaire coincidant avec le laplacien au
sens des distributions est de carré sommable et si ¢ est bornée a 'origine,
H*() est égale a I'expression classique. ' '
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CHANGEMENT DU CHAMP INITIAL DE DEFINITION. “— Si un opérateur A est autoadjoint
dans un espace de Hilbert, il existe une partie dense de ¢, soit D tel que
sioeD, Ar(p) existe et €D quel que soit p; D pouvant servir de champ initial
de définition pour A (c’est-a-dire que 'adjoint de larestrictionde A & D coincide
avec A). '

Nous allons définir un tel champ pour H*.

Définissons le champ pour H;
i+ I)J )

2 7

W(g) =o'+ l ,1
y=riy(r), €Sk
D,, va étre constitué des fonctions de ce type tel que H/ (o) soitdu méme type,

quel que soit p,
By () =rttyp(r),  ou z,(r)€sk.
Nous poserons le développement de Mac Laurin de y(r) égal a
Ay +ayr—~+...+~apr—+...,
et celui de y,(r) a
ay+alr—+...+ahrt—+. ..
Supposons que
H7 (@) ~ r [ af 4. . .4al, ri = .| ~ iy, (1),
HE (9) = W[ H7 (9)] = riHty 4 2 (L= 1) vy 7y
qui a le développement de Mac Laurin
rilal +o2(-+1)al |+ [2(2l+ 2)al+ al | rH . ..
a4+ (n+1) (202 +nyal | r7r .
dont il faut et il suffit que
al+o2(l+1)al—=0
et alors
ittt =l (n+2) (2l+3+n)d,,.

La relation de récurrence montre que a/ est une combinaison linéaire
de a,.ps ..., @, Eneffet, ona
Uh =ty (n+2) (20 + 3+ 1)ty pour p=1I.
Sia’ est une combinaison de a,,,, ..., @9
Wit =dl 4 (n4-2) (2034 n)ul,
est une combinaison linéaire de @, 4\ . .., @yia(pir), donc @) est une combi-

naison linéairedea,, ..., a,, et @ estune combinaison linéaire de a,];l, ooy Aoy
donc @) + 2({+ 1) a/ est une combinaison linéaire de a,, ..., a,,, :
i=p-+1
wh-o(l41)af= ¥ Ala,.

i=0
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Si bien que la condition pour que
H7 (@) = rtty(r)
quel que soit p s’exprime par une infinité de relations linéaires :

Pourp=o, 1, ...,,p, ...,

i=p+1

E Alap,;=o.
i=0

Pour p = o, la premiére relation étant

ay+2(l+ 1)a,=o.

Comme

dap+i
a/’+1 - drp+i [X(O)] (

1
T 9
p+1i)!
les conditions s’écrivent

i=p-+1

A dr+i
> F+o! =i VACHE
i=0

ce que 'on peut exprimer en disant que dans S, les fonctionsy (r) convenables
appartiennent a la variété ¢,, fermée orthogonale aux distributions

i=p-+1

AP .
o —t _ _Jlp+ — .
T,= E(p—+-i)!6 ) (p=o, 1, » P)
=0

Nous remarquerons que les combinaisons sont du type triangulaire, ce qui
assure leur indépendance linéaire.

Considérons H, défini dans D, ,C D, et montrons que son adjoint H; , est auto-
adjoint.

Par le méme calcul déja fait deux fois ci-dessus,

o s & dy
CH3 @), oy =T [ G aten Fr ],

T correspond a £ toujours de la méme fagon (y €¢,,).
Si& vérifie la relation
H3,(8) k=0,
c’est que

d*y dy L
T[rw +2(l+1)$+(1¢lr)xJ:o

quel que soit y €. T doit donc étre orthogonal a la variété J(¢,;), ou

J & zlfl——l—(l_—,_ir)

=g T 2 ar
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comme plus haut, donc J/(T) est orthogonale 3 ¢, ,

d>T dT .
J‘(T):I‘F—Qla;—l—(l_j:l/‘)'r
appartient a variété orthogonale a ¢, ;. Or cette variété est engendrée par lesT,
quiont pour support origine, donc J'(T) a pour support I'origine et est une
combinaison linéaire finie de o et ses dérivées, donc c¢’est une combinaison
linéaire finie des distributions T,. On a donc I’équation

a:T dT N
(111,) . I‘W-2l—t—{7—l—(l+r)'l_z B,T,,

P<pPo

équation du méme type que (III,) et nous cherchons des solutions du méme
type. Or cette équation n’a pas de solution convenable a moins que, peut-étre,
le deuxiéme membre se réduise i k3.

Or, étantdonné le type triangulaire des expressions des T, en fonction de ¢ et
de ses dérivées,aucune combinaison des T, ne peut donner 4| T,=S+2(l+2)c].
Donc il n’y a aucune solution a I’équation

Hyy(8) =0

qui soit £ 0. Donc H;, est autoadjoint et comme D,,cD,, H] ,=H;. Fina-
lement H peut étre considérée comme définie initialement sur les combinaisons
linéaires finies de fonction du type

cPl,m[—‘Jé (M)] = Qt,ms ot Y= riy(r)S;m(0, w),
c¢’est-a-dire sur le domainé D, C D qui est le domaine engendré algébriquement
par les_ll(Du) et qui est dense dans JCy,,
D, ¢ Do = Sps.

Remarque. — On ne peut pas choisir dans S, un domaine D,CD, de défi-
nition sur lequel H*”(9) existe et €D; quel que soit p. En effet, si H*7(¢) €S,
quel que soit p, H*(9) =H(¢) au sens ordinaire et est donc indéfiniment déri-
vable. Si ¢, ,, est sa projection sur I, ,,

om=Ual TOD] et Y= rig () Syme

H#({, ) doit étre du méme type, donc
: H [ty (r)] = ri o (1),

1»(r*) considéré comme appartenant a S, doit donc appartenir a la fois a D, ,
et I(D,N 3¢, ). Donc ¢, doit étre orthogonale en tant que fonction de €8, aux
distributions T, et aux distributions ¢®¢+%, Par conséquent, si I'on prend pour
domaine initial le domaine D, , NI(D,Nn &, ,.) pour H,, pour que £ vérifie
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I’équation
Hi, Q) FxiE=o

H , étant P'adjoint de H, avec ce domaine initial, il faut et il sufit que la
distribution T correspondante vérifie une équation du type
2 _
(I1L;) rcfi'{’ lf:’lz + (1= 1ir) ‘:2 B,,T,,+2 Slzg+1),
P<po 940

Or, parmi ces équations, nous avons

a:T dT -
(111;) rw——ﬂﬁ—i—(lxzr)l:&
car 6="T,—2({+1)¢ et il y a effectivement une solution convenable £ 0
pour [ =o. ‘
Posons, en effet, s= & (T) (transformation de Fourier). L’equatlon 11,
devient ’équation

(4m2e? -+ s(8m2t' — 2im) = 2im,

“l)d/

47?2(1:’“—]{2) —|—s(87r2t— 20{T) = 2IT.

Donc la solution générale s’écrit

_EE _Iiiﬂ
& &
e e
k— ou k= .
2T 2T

TP PN
e f(m) ‘ <t/—|—k> R

Une de ses solutions est holomorphe au-dessus de I'axe réel et toutes les
solutions sont de module de carré sommable sur I’axe réel.
En effet, si 'on pose # =— k- h, I’équation devient

Gm*h(h + 2k) % +s[8mh + 8k — 2in | =2in

qui a une solution développable en série entiére

S=dp+ah—+...+a,ht+. ..
ce qui donne '
2IT
=8k —ain
et la relation de récurrence
a,l[[;';t"(2 +n)—2in]+8nma,y=o0

définissant un développement convergent.
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La solution holomorphe s(#') au point #/ = — kn’a comme seul point singulier

" que ="F au-dessous de I'axe réel. Sa transformée de Fourier F(s) vérifie
donc (IlI,) pour /=0, c’est la fonction £ de carré sommable nulle pour r < o.
Car

+ o
'f, et s () dtl = o st r<<o; l

et alors £ vérifie une des équations
H: ,(2) =it =o,

donc H; (&) n’est pas autoadjoint ‘
Donc on ne peut choisir comme domaine de définition pour H un ensemble
de fonctions contenu dans 8, sur lequel H”(¢) €D, quel que soit p.
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