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DEFINITION
DE

L'OPÉRATEUR H DE SCHRODINGER
POUR LATOME ^HYDROGÈNE

PAR M. JEAN COLMEZ.

INTRODUCTION (1).

D'après V. Neumann [II], les opérateurs de la mécanique quantique qui sont
en général des opérateurs différentiels à coefficients variables, doivent être
autoadjoints (hypermaximaux) dans l'espace ^C^n des fonctions de carré som-
mable de R\

Un opérateur A est autoadjoint dans un espace de Hilbert 3€ si :

i° L'ensemble D des éléments de 9C sur lesquels il est défini est dense dans 3i\
2° Si, lorsqu'étant donné ^ il existe ^i tel que

<A(9) , ^>=<9 ,^>

quel que soit y eD, alors ^eD, et A(^)= ^i. L'opérateur est alors hermitique,
c'est-à-dire si y et ^€D,

<A(cp)^>^<cp,A(^)> .
Dans SCy^n^

^ îp, ^ )> == ^ © ^ dx^, dx.^ . . ., dx,,.
J^n

En Mécanique quantique, on considère que l'opérateur A est défini sur un
ensemble D^ de fonctions suffisamment régulières (par exemple qui ont des
dérivées continues au moins jusqu'à un ordre de dérivation égal à celui des
dérivées qui figurent dans l 'opérateur) tel que A(y) soit de carré sommable.

( 1 ) Ce Mémoire constitue le développement d'une Note aux Comptes rendus de l'Académie des
Sciences [Colmez, VI J (les chiffres romains renvoient à la liste bibliographique qui se trouve à la
fin de ce Mémoire).
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Le domaine Do n 'étant pas en général assez étendu pour que A soit autoadjoint,
on étend sa définition en le « fermant » [II]. L'opérateur ainsi étendu, fermeture
de A, soit A, est alors défini sur le domaine D des fonctions ^ qui sont limites
de suites ^i, ̂  . . ., ̂ , . . . (dans <^) telle que A(^) -> 9. Alors Â(^) = y.
Mais rien ne prouve en général que l'opérateur A est autoadjoint et l'on a des
exemples d'opérateurs pour lesquels A n'est pas autoadjoint et même que l'on
ne peut étendre de façon à les rendre autoadjoints quel que soit le procédé
employé [II], A vrai dire, on sait que si A est à coefficient constant ou même
variable, mais suffisamment régulier en prenant comme domaine Do, l 'ensemble
des fonctions suffisamment dérivables en tout point, la fermeture A de A est
autoadjointe : la fonction A(y) est alors définie partout dans R7' et fhermiticité
indispensable de l'opérateur sur le domaine Do est assurée en particulier par la
continuité de certaines dérivées.

Cependant si A (comme l'opérateur H == A + ^ de Schrôdinger) à des coeffi-
cients avec des singularités (singularité à l 'origine) en certains points, la
condition d'existence de o ou des dérivées qui figurent dans A en ces points
n'apparaît plus naturelle, d'autant que, pour l'opérateur H, certaines de ses
fonctions propres (voir plus loin) n'ont pas de dérivées premières à l'origine
et d'autres pas de dérivées secondes [VI] et que, de toute façon, la fonction A(y)
ne serait pas définie partout. Il paraît plus indiqué de prendre comme
domaine Do, l'ensemble des fonctions 9 pour lesquelles les dérivées qui figurent
dans A sont continues sauf peut-être aux singularités de l'équation et telle que
A(y) soit de carré sommable. C'est ce que l'on dit en général dans les traités de
Physique théorique (souvent la définition donnée est encore plus vague [I]).
Mais on n'est plus assuré de Uhermiticité de A : nous allons constater ce fait pour

l'opérateur H=A+^=OM, dislance de M à l'origine) dans l'espace R3.
Nous allons résoudre l'équation H ( y ) = À y dans le domaine Do des fonctions
au moins deux fois continuement dérivables, sauf peut-être à l 'origine. Dans ce
domaine (2), outre les fonctions d'ondes classiques (qui ont fait le succès de la
Mécanique ondulatoire), nous allons trouver une famille non dénombrable de
solutions [VI], ce qui est impossible avec un opérateur hermitique (famille
abhérrente).

J'ai conduit cette résolution d'une façon aussi élémentaire que possible, compte
tenu de la rigueur mathématique, car, dans les Traités de physique [I], on se
contente de trouver les fonctions d'onde sans s'assurer s'il y en a d'autres (on
impose d'ailleurs aux fonctions cherchées d'être bornées, condition a priori
totalement étrangère au problème).

(2) A priori, il pourrait se faire qu'il y ait d'autres solutions ^ Do mais au domaine D de défini-
tion de la fermeture.
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PREMIÈRE PARTIE.

RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION 1 : H ( © ) = = X ® .

D'après ce qui précède, nous cherchons y(.r, y, z)e 9€^ possédant des déri-
vées.premières et secondes continues, sauf peut-être à l'origine.

Posons
x •==. r sin Q cos dû

?(^ 7î z) =^(^ 0, ci)), où j==rsin6sinûj (r^o).

z == r ces 0

^(r, 0, (o) est deux fois continuement dérivable en r, 6, CD, sauf peut-être
pour r= o. Nous la considérerons comme fonction définie sur la sphère Sa de
rayon i centrée à l'origine (coordonnées 0 et co) dépendant du paramètre r

T_i / \ A ? à'^ 2 <AL d; i .
H(cp) = Acp + ï^ ̂  + ̂  + ï + ̂ (H

où As^(^) est le laplacien de ^ sur 83, c'est-à-dire

à2^ cosQ à^i i à2^
~à¥ + sin 9 ̂  -1- lin^ Jc^ '

Ag^ opérateur agissant dans ̂  espace des fonctions de carré sommable sur
la sphère Sa avec la mesure ordinaire da = sin 9 rf6 rfoj possède un système
orthonormal complet de fonctions propres qui sont des fonctions sphériques :
soit S^(9, co) la fonction égale à

/7/4-1 m 1
S^(6, c.) = ̂  ̂ > sinei-l ̂ ^ r̂, r(i - cos^)^],

où m est un entier ^ o, avec m \ ̂  l entier ̂  o, k/^ une constante telle que

^ | S/,/,, |2 da = i ;
^s',

S/,m(e, oj) est âne des fonctions propres relatives à la valeur propre —/( /+ i )
de Ag^, c'est-à-dire vérifie l'équation

As,(S^)4-/(/+i)S^=o

et l'ensemble des S^ forme un système orthonormal complet dans 9C^
Posons

R/,m(r)= f^(r, 0, (0)8/^(0, c^)6/o-,
^s,
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fonction de r au moins deux fois continuement dérivable. Nous avons

X^^—X^"^"^)5'1-*'*' Sa

mais comme

r ̂ w§i.nda= r^As,(s^)^,
^s, ^s,

5//« do- == (1.
,r/2

^

^
^•2

i</,,«+

9,

/'

'),

r

ô'S/ l{
àr

^ R
dr l ' " '

/+'^

/ ( /+!
^ ^ '<,.'/< •

S/,,,, ds

)p

Si y vérifie l'équation (I), alors H/ , /n(r) vérifie l'équation (II)

2 ^K/,m , fi /( /+i) .\^
——^—— — A l^m^ 0;7 •) •^^,/^ ^— ———»—ar2 r dr

d'autre part, y €^3, donc

f 91^^^-=:^ r^ F ^| 2̂ ̂  dr\
^K3 ^n \ ^S,

or

^,-(^) f ̂ n d^~^f\^\^ dcr f S^n |2 da -= f [ ^ p ^cr,
^s» ^s, ^s, ^^,,

donc

r ^ I^^(^) |2 dr^ f ^2 f f | ̂  '2 d^j \ dr = f2 6/0- ) dr == ^ | cp 2 ̂  ûÇy ̂ .
^0 • ^o \ ^ S o 7 ^H3

Donc rR/^^y1) doit être de carré sommahie de o à + oo. Cherchons les solu-
tions de (II) qui vérifie cette condi t ion : (II) est du type de Fuchs et son
équation caractéristique est

qu i a pour solution
a ( a — 1 ) 4 - 2 0 — / ( / + i ) = = o

a == / et a ==— ( /+ i),

II y a donc une solution qui s'écrit /^E(r) [avec E(o)^o], où E(r) est une
fonction entière et la solution générale est

^[^fe )+G(r)Log(r)1+^^E(^),

avec F(o)^o, F(r) et G(r) (3) étant développable en série entière à l 'origine.
Donc, si l^o, R^(r) ne peut être (à une constante multiplicative près) ou
qu'égale à la solution régulière ^E(r) que nous désignerons dans la suite

(3) G(r) étant, éventuellement, identiquement nulle.
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par R^(r) ou bien identiquement nulle. Si /=o, l^o^) peut être a priori
n'importe laquelle des solutions de (II). Nous désignerons par Ro(^) la solu-
tion régulière à l 'origine et R^(r ) une autre solution (non == o).

Posons
Z,(r)=^R,(r), Z;(r)==rR;(r)

qui est bornée à Forigine; Z/(r) etZ;.(r) vérifient alors l 'équation (III)

r£z /-2/^+( I-Àr)z /==o•

UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE. — L'intégrale de Laplace

/— .+-
S { ( t ) =z ^ e-^ZiÇr) dr ou s[ (f) = ^ e-'-1?^ ( r ) dr

^ o J Q

existe, si t est complexe de partie réelle (J^(t) ^> o, à condition que rR^(r), où
^ + x ^ + ̂

rR^(r) soit de carré sommable. De même / ^^/^Z^r)^, où / e-1'1 r^^r) dr
^0 ^0

existe quel que soitjo; ^(?) eis^(t') sont alors holomorphes pour (%(?)> o.
Comme

7.i(r)=rl+ÏRi(r), Ti(t)=Ç rR^^e-^dr
^o

est une primitive /ième de siÇt\ Si/-R^(/-), où R^(^) est de carré sommable, le
prolongement sur l'axe imaginaire de TiÇt) ou de ^(^), fonction holomorphe
pour( î l (^)^>o, doit être de carré sommable sur F axe imaginaire [V].

Dans les mêmes hypothèses, puisque R/(/') ou R^(^ ) vérifie l'équation (II),

f/ d^ d^\ ^ ,
/ r -.— — 'î l -j- e-1 L dr,

Jo \ dï dr 1
ainsi que

r\^e-''dr
J. dr-

existent et sont égales respectivement h

/.+- +-C

^ ( À /' — i ) e-'-1 Z/ dr et ^ ( ̂  r — i ) e-^ Z; dr.
^0 ^0

Nous avons, en intégrant par partie, A étant un nombre positif

r ^ ( d^ d^\ ^ ,; r —— — 2 Ir —— e " - ' L dr
Jo V dr dr 1

f ( <^Z/ ) l-4 r^ r^
•=•- \r-J- + [^— (2/+i)JZ/^-^ +^ / rZie-^dr— 2( /+ i )^ / Ïie-^dr

^\ ar ) Jo Jo JQ
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donc si A -> -+- oo, puisque les intégrales existent,

[^-^[rt-^J^i^Ae^

a une limite finie L(^) à l 'infini.
Posons^=^o+A, ^l(r)>o, À > O : comme

[^S+[^o~~(2/+I)]z/1e-r 'O^L(^)-
nous voyons que

<% -|r d^i -i
/'-T- +^o— ( 2 / + l ) Z / C-^e-^-^ + ^__ ( 2 / _ 4 _ i ) ^ ^-^o^-rA_^o^

donc que r'^e-1'1 tend vers une limite finie et comme cette expression peut
s'écrire Z^e-^e-^1 cette limite est nulle. Donc

{rd^^^rt~(^il-{~lw}e~rt-^o si r->-+-oo.

Nous avons donc

r4"/ ̂  ^ZA .
/ r ~J~ ~ 2 lr -7- e-7 ^r

Jo \ dr dr )

=-• r-^ +[^ - (2 /+ i ) ]Z^ + ^ f rZ/e-^^-2( /4- i )^ ̂  e-^Zidr.
u i-/ o

Le calcul que nous venons de faire est valable pour Z;. Pour la valeur r = o,
l'expression intégrée est nulle pour Zi [qui est égal à r^EÇr)], n'est pas
nulle pour Z; [qui est égale à F(r) + r G(r) Log(r)] mais est égale à — 2F(o),
avecF(o)^o( 4 ) .

Donc finalement

j r^(Z/)- 2/r^Z/4-(i-Àr)ZzL-^^r

^+30 ^4-^

= = ( ^ — À ) / r Z / e - ^ r + C i — s ^ + i ) ^ ] / Zie-^ dr
"o Jo

et
/<* r /y'2 71 n

^ |/•^"+(I-^)Z;|<-'trfr

=-2F(o)+(^_^) f r^î,e-'•tdr•+(ï-ît) ('+ Z;e-'-trfr;
"o ^o

les intégrales s'expriment à Faide de ^(r), ^(^), [^(^), ^^(Q];, donc ̂ )

( 4 ) Si l'on impose aux fonctions cherchées ^êire bornées, cette solution disparaît étant donné sa
singularité à Pon^rne.
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et^Çt) vérif ient les équations ( IV) et (IV,,) respectivement

(^ -À)^+[2( /+ I ) / -T^=0,

(/2~/)^4'(^~ i)•s';::=l

(en choisissant convenablement la constante multiplicative) et si R/(^) et R^(^)
conviennent, s^t) et s^Çt) doit être holomorphe pour ^(^) > o et une de leur
primitive/^a un prolongement à l'axe imaginaire de carré sommable sur cet axe.
Étudions les singularités des solutions (IV) et (IVp). Il faut discuter suivant le
signe de A.

i° X < o , A = — P , / ->o :

(t^k--)^ +[2(/+I)^-IJ.^=0,

ds^(t^k^-^+^t-^s^i,

singularité possible en t=ik et t=—ik. On pose t=ik-}-h, les équations
deviennent

(h+9.ik)h d— + [ 2 ( / + i ) A + 9 . ( / + i ) ^ — i ] ^ = o ,

( A + 2/Â-)A^ 4- ( 2 ^ 4-^ / / : '—l)À- ;==: l .

Pour l 'équation homogène, on cherche un développement du type

/^[Oo^- ai h + . . .-{- On/l'1 -h. . .] ==^(^).

On trouve
(2o [ 2 ( / + i ) ik — i ] + 2 ÎÂ' a <7o == o, donc a =: —rr — ( l -4- i )

et la relation de récurrence
( i ikn — i ) an + ( 14- n + —— ) a^_-i ==: o

\ 2 ÎÂ- /

qui définit un développement convergent au voisinage de h = o, les /iemcs primi-
tives s'écrivent donc

hîrk ^ + bv + " •+ blihn -1 + • • • 1 + ()/-1 (A) '

où Q/_i (K) est un polynôme de degré / — i, &o 7^ ° quelle que soit la détermi-
i

nation choisie pour A 2 ^ ; pour <%(^)^>o le module de cette fonction n'est pas
de carré sommable sur Vaxe imaginaire au voisinage de t=ik. Donc R/^) ne
vérifiant pas toutes les conditions imposées à R/^(r),

R^(r) == o si /^z o.
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Cherchons à l 'équation (IVo) un développement régulier en h == o

s\(t) ==ao4- a^h^r. . .+ a„^/^4-. . . .
Nous avons

a^'îik— i j= : i , a^=z ————
2 ik — i

et la relation de récurrence

[2 / / c ( / z4- i )—i]a , ,+ (^+i)^- i==o

qui définit un développement convergent pour h < 2 7c. Il y a donc une solu-
tion régulière pour (IV^), les autres étant singulières avec la même s ingular i té
que les solutions de l'équation homogène. Mais cette solution régulière
en t=ik n'ayant pas un rayon de convergence inf in i est singulière en t==:—ik
et comme les deux pôles jouent des rôles symétriques, a la même singularité
en t=—ik que les solutions de l 'équation homogène. Donc s\(f) ne peut
vérifier les conditions imposées. Donc Ro,o(^) === o également.

2° À = = o ; les équations s'écrivent :

^ +[2(/+l)^-l]^=0,

. ̂ S\~â +(^-I)^=I•
L'équation homogène a pour solution

i
e~'1

•^TT) =^)-

On peut montrer par récurrence que ̂ ) est la (2/4-1)161»6 dérivée de e~~tt2l,
d'où il résulte que les /ièmes primitives de ,y/(^) s'écrivent :

(ji+\ / _ i \
-^—^ \ e ' C-1 ] + Q/-i ( / ) ( polynôme de degré / — i ).

Or, par récurrence également, on montre que d— {e~7t2l)=t^l-f))P/t'), oùPM)
est un polynôme qui ne s'annule pas pour t = o, d'où

i

T/(^)=1-^£2+Q^(<), où P^(o)^o.

Cette fonction n'est pas de carré sommable au voisinage de l'origine sur Faxe
imaginaire. Donc R^(r)==o si l^o. L'équation non homogène a pour
solution :

/ /• 1 \ e~ "i
^ / ^^J-TT' [ûl(t)>o].
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Si C est un cercle de rayon p ^> o, entourant l 'origine
ijf e 1 dt •==. 2;7r.

c

D'autre part dans la région ûi(t) ̂  o, e1 reste bornée et si €2 est le demi-cercle

de C dans la région ^l(^)^o, i ^dt-^- o, avec ?; donc
<Ao

F•-/ (:.
et dt-> 9.17:,

si Ci est le demi-cercle dans la région (JiÇt) ^> o. D^autre part sur Faxe imagi-
1

naire e1 est sommable au voisinage de l'origine. Donc si y = — p —^ o, une
i

primi tive quelconque de ^^ tend vers une l imite f inie A [limite deA(y)=A(—p),
valeur de cette primitive p o u r y = — c ] . Nous devons prendre la primitive
holomorphe pour ̂ (t)^o, donc

r 1
A(p)=:A(-p)+ ^ ^^

^c.

[A(p), valeur de la primitive poury= p], donc

A(p) -^A + 2 Î7T .

Donc aucune solution de( IVo) n'est de carré sommable au voisinage de l'ori-
gine sur l'axe imaginaire, puisque pour y = p elle a la valeur

6^
f A ( p ) -+- 2 /7r ] -—

et pour y = — p la valeur

[A(-p)]+—^

A et A -+- 2îTi ne pouvant être nuls à la fois. Donc si A = o, R^o(r) = o.
3° X ^> o ; les équations sont, si l'on pose y/X = k,

(^-A-)^-t- [2(/+l)^- l j^==0,

r/<?1

(r--^)^+(^-i)^==i.

Comme s^Çt) ou ^(t) doivent être holomorphes, pour t=k le point t==k doit
être régulier et une solution doit avoir un développement convergent du type
A^[^o+. . .+^^4-.. .] au voisinage de h=o si t = k + h,p entier ̂ o.
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Les équations s'écrivent :

( 2 Â - + / ? ) / ? -^ 4 - [ 2 ( / + l ) À + 2 ( / 4 - l ) ^ — I ' ] 5 / = - - 0 ,

( f , / + A ) A ^ +(9.7, +.,/•- i)^=i.

Pour Inéquation homogène, nous avons

^o[^( /4- i ) Â — i) 4- 2/?ÂOo== o, donc 2 ( /+ i 4-/?)Â- — 1=0,

c'est-à-dire

A' == —- •» on /?- == / 4- p — i ( n ̂  / — i ).

Donc il /l^ que

^ == 7—:, -) n ̂  i et / ̂  ̂  — i4^- —

pour que R/(r) satisfasse aux conditions imposées. Donc si À ̂  y-1-?

R/^^ (^ )=o pour /^o;

si X == 7—- et l^n — i ,4/î2 —
R/^(r )==o,

mais si ^ ^ ^ — i , il est possible'a priori ç^

R^( / - )==R/ ( r ) ,

solution régulière de (II) à l'origine.
Pour l'équation non homogène, la solution régulière si elle existe, doit

s^écrire
o-o + ^i h 4- . . . -t- On ̂  4- . . .,

ce qui donne
i

^n==—7———2 k — i
et la relation de récurrence

[2( / î 4- i )A- — i]a/;+ {n 4- i)a,,_i==o

qui donne en général un développement convergent, non identiquement nul ,

à moins que le coefficient d 'un a^ soit nul , c'est-à-dire k= -s- pour un ^^i,

car alors âo devrait être nu l , ce qui est impossible d'après (IV^). Donc si

k= —•> c'est-à-dire A= —^ R^.o^) "e peut être égale à R<',(^). Au contraire,

si À ̂  7^ ?/ 4^2

R/^^( r )==o, si /T^O,

mais Ro,o(7 ' ) peut être égale à une solution Ro(^) CL priori (qui, d'après ce que
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nous voyons, est unique à une constante multiplicative près en remplaçant le
nombre T au deuxième membre de (IVo) par une constante quelconque).

Réciproque. — Les propriétés de la transformation de Laplace nous per-
mettent d'affirmer que s i X = = —, réquation(II) a alors pour /^o sa solution
régulière à l'origine qui est à décroissance rapide à l ' inf ini , donc convient
effectivement pour R^(r) et pour l=o, \ ̂  —; une solution non régulière
à l'origine qui est à décroissance rapide et qui convient pour R^(r). Mais nous
allons le voir en explicitant effectivement ces solutions.

CALCUL DES SOLUTIONS. — Si À = —p s^t) est solution de

tî- ^)^+[2(/+I^-I]^=:=0.4/^ y dt
ce qui donne

S l ( t ) .

^ J \/l—(/-+-l)

. ^ n ]
r \ n+l+1

t^- — )
2/? /

/ 1 \72

^+ —— )
\ 2/^

si X ̂  —,_ ? s\ Çt) est solution de
L[ ïi~

(r--^)^+(^-1)4-1,
ce qui donne s\(t) de la forme

[/(^r-fcï^^ 1 JV+^/ "̂̂

une de ces primitives étant régulière en t=k. Désignons dans ce qui suit^(^)
ou s\Çt) par s(t). On voit que s(t) possède une pr imi t ive /ième T(ï) de carré som-
mable sur l'axe imaginaire, que s 'Ç t ) , ts\t\ r î s " ( t ) sont sommables sur cet axe.
Dans ces conditions, si Fon pose

^i.
^(r)= e^s^dt,

^-i^

on a
z ( r \ r +130
-y=(-iy e'-'TWdt

^ — i x

et

et

^+^ ^i^ ^i^

z ( r) ̂  ~ r \ erts' dt=l- e r t s " dt ̂  - L \ e^ts"r dt
v — i ao ^7— i x r ) J _ i ao

Z'(r)=-l Ç s'e'•tdt+-l, f+l\s"ertdt,
" — i x r J — i »

fi /»+<" (. „+;•« „+;•«

rZ"(r)=--, s'e^dt--, s" ' t <"•' dt - -, l r-s'" <"•'dt
' " J - i » ' " J - t « ^J-i.
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(obtenus par dérivation sous le signe somme et intégration par partie). Donc
r^"—(îl7.'-^(ï—lr)7.

^+i^
=:—-,/ e r t { ( t î — l ) s " r - { - [ ( î ( l - { - 3 ) t — l } s " + ( î { ï l - ^ 3 ) s } d t .

r~ J-i-^

Or le crochet peut s'obtenir en dérivant deux fois le premier membre de
Inéquation (IV) ou (IVo), il est donc ident iquement nul. Donc Z vérifie Féqua-

ztion (III). - est de carré sommable comme transformée de Fourier de T(^y) qui
est de carré sommable comme fonction dey. Donc

/ Z \ l ^n-i,
Z=Z^(R/^=^1 si . i ^

v / 47^

Z = = Z o , o ( ^ ) = = ^ R o , o ( ^ ) si A-^——^

(tout ceci a une constante multiplicative près).
Ut i l i sons les fonctions de Laguerre

F + i'''x / t k \ P p^ rit^)^-^ (^) ̂ ;

£p ̂ (kr) s'obtient par un calcul de résida immédiat et l'on a

^^)^^^-^^-4-^+..^?(~2^^pîq L ( ^ - 1 ) 1 (^+^- I) ! (^-i-^-^u
On peut remarquer qu'à une constante près

Posons

où

^/(r):=^^(^2/'/v^-')•

^^(r) = ̂ •Tr^^Â/^v-'L^^Âr),

,_J' i ( — 2 _ r ) ^ 1
^''"[(^^^^•''^(T^T^^J

est un polynôme de Laguerre (de degré p\
Alors

/ r \ — -r- { r \2/+1 / r N

Z/^== .^_(^),,^i)( — == 2/7T e î/l ( — L,,_(^),,,/+,)( — 1
\ z " i / \ z ' l / \ l /

et
r / \

R/,/n(^) = e ' -> / < /• /L/,_(/+,),2(/+i)( -/- ) ( ; i ) Si /^/?- — I

( y ) A une constante près.
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et l'on constate que /^^(r) est bien de carré sommable de o à l ' inf ini ; s^t)
est la solution de

^-~^)^^-(^-i)s==i

qui est holomorphe pour t = k. Posons t——, == u ; l'équation devient

2 Â ^ ( l — U) —— 4- [(2Â-4- l)u 4- 9.k — l ] ^ = = I

et cherchons une solution du type

^u + ̂ i ff 4- ... 4- tin U'14- . . .,
ce qui donne

4Â-
2 A - - I 5 ' ( - 2 Â - l ) ( 4 Â - l ) 5 ^ (2 / . - l ) (4 / . - l ) (6 / . - l )

et la formule de récurrence

an[2(/t 4- i ) Â - — i] == a»-.i [2 ( / i — 2 ) À- — i],

donc

~~ [ < 2 ( • n — ï ) k — l ] ( 1 2 - n ^ — ï ) [ 2 ( 7 t - { - ï ) k —

Le développement est donc uniformément convergent pour u\^\, c'est-
à-dire pour <%(^)^o, puisque la série de terme a^ converge, donc la fonction
ainsi représentée est holomorphe en t=k. On a

( f _ .̂ \ n
.ç;(^)==ao4-. . .4-^ - — — - 4 - . . . .

/ 4- ^ /

Étant donné la convergence uniforme de la série des dérivées (n a,, con-
verge), on a

' t — k y - 1 iai.;^):=2^r^^-^^^
J4-^/ (^4-^)2 \

et (A étant une constante ^> o).
^ + ; A ^ + ; A

— r ^ s ^ Ç t ) ^ ' 1 dt== s y ( t ) e f • l d t
^ — i A ^— ;• A

''À ^^\ r^ e^dt r^-^/f-./fY e^dt \

^^L.V^^''^1^^^^^ [r^) (T^Di-^-J-^ ^
^-i

Mais
ft—kY e^dt dy/̂— / A C/-,, v+^/ (^+^y2

y^k--

donc la série précédente converge uniformément par rapport à A et r. Donc

r^(r)==— 2[<%oA),2(^)+. . .4-^^^_i,2(Â-r)4-. . .],
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la convergence étant uniforme. Ce qui donne
Z,;(r)==— 2<°~^[aoLo,2(À-r) +. . . + nanLn-^{kr) -4-. . .],

expression de Z'/r) en fonction des polynômes de Laguerre. Or il est facile de
voir que les fonctions ̂ ^(^) pour ̂ ^o forment un système orthogonal dans

drl'espace des fonctions de carré sommable de o à +00 avec la mesure — (6). Le
carré de leur module tend vers zéro si n -> + ce, et comme

^^Kl^n- \0n -< -î- 00,

cela prouve que r Z^( r ) | 2 est sommable avec la mesure de Lebesgue; donc
Z^(r) est de carré sommable puisqu'elle est bornée à l'origine.

Retour à V équation Aç + ? == Xo. — Si cp est une solution de carré sommable,

on a vu que
R ,̂,, ( r ) =: f ^ Si^n dv =E o si À ̂  o

^s,,

quel que soit / et m; comme les S^rn forment un système orthonormal complet
dans 3€^ cela entraîne que ^(r, 6, œ) ===o en 6 et oo quel que soit r. Donc
qae d^= y =o. Il n'y a pas de solutions non identiquement nulles. Si X= —^

R^(r) == ^ ^S/,^^o-==o si / > 7 i — i .
^s,

II en résulte donc que
^ == 'Y, R/ ,m(^)S/ ,w(0 , ex)) (somme finie)

l^n —l
l/n)^

et
^m(r) = Â-/^e ^'^L^^+I)^^!)^ _

donc

^=ze~^ ̂  r/L^(^^(/+i)^^ = z e î n y r/L^_(^^(/+i)(—)f y h^i,m\
^^ \ ~ " / \ '̂ "̂  /

/ ^%—1 \\m\^l //^%—1 / \\m\^l

ki rn == const. dépendant de Z et m.

( 6 ) On a en effet

^^(T^^'-^-2^1)-
Par intégration par partie, on voit que

r + 30 r̂^ ^^^(kr)^n',î(kr)— == o si n ̂  ^/,
^ o

712
^ ———— §1 71 = /î .

7Î -(-I
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SiA^^ R^m(^)=o, s i / > o e tRo ,o( r )=R; ( r ) trouvée plus haut. Donc
la fonction ̂  se réduit à cette/onction.

Ce sont bien des solutions de (I). Il suffit de montrer que les fonctions

^m(r, 6, &))==R^(r)S/,^(9, co) et R;(r)

sont solutions [ou plus exactement que y/,m(^, y, ^)= ^/,m(^ 9, co) sont
solutions]

A[ïWr)S^(6, (.))]=: A R/,/.(r)|S/^+ ^As^S^)

' ̂  ̂  ^ , 2 d / ( /+ i)-
dr- (K/'/7^) + ~r Tr R/'w~ ————— s/'m?

donc

car
H(cp^) =:?î ^

H(9,,,) - H^= [' ̂  R ,̂+ î ̂  R,̂ + ^^ - l^lyl - ̂ R^l S,,̂  o.

Les fonctions

^/,m = ̂  2 rt /'/ L,,_(/_p, ), ,(/+i ) ( -Â- ) S/,/^

sont les fonctions d'ondes classiques. Or r^S^ est un polynôme homogène
harmonique de degré /, soit P^ ,,,(^,y, z\ Les autres polynômes harmoniques
sont des combinaisons de ceux-ci. Donc la solution générale de

A ? I

^ - 4 -—————^r 4/^
s'écrit

t/'/;2 _i_ v2 _i_ ,-î / l———————————————————— \
— ' ' • ' ' " ^-^ ( t / /y2 -1- 1/2 | r-2 \

q ,̂ y , ^)=e -^ ^ L»_(,^,^)(^+^ + - JP,(^ ̂ , ..);
/ ^ / î—1

P^(.r, y, ^) polynôme harmonique homogène de degré /.

Nous remarquerons que -^ n'existe à l'origine que si / > o, que d-^ n'existe
que si l^> i et que si /^> o, cette quantité devient infinie.

Conclusion. — H possède alors une infinité continue de valeurs propres, ce
qui est incompatible avec le fait qu'il est hermitique. Donc sur le domaine Do
des fonctions y deux fois continuement dérivables, sauf peut-être à l'origine et
celles que H(ç) sont de carré sommable l'opérateur n'est pas hermitique. On
peut voir immédiatement que si l'on restreint Dp au domaine D^cD^ tel que
Fon ait

^ e-7'1 H ( © ) dx dy.dz = f H ( e-'^ ) cp dx dy dz,
^R3 *^R3
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les fonctions propres pour À quelconque ^>o, disparaissent (hermiticité avec
e-^, iH(^) ^> o et çeDi). Étant donné que H est à coefficient réel, la condition
peut aussi bien s'écrire

f e^^^^dxdy dz == \ H(e-^) c? dx dy dz.
JRS J^s

Reprenons le calcul qui nous a permis d'écrire les équations (IV) et (IVp)
dans le cas 1= o

f4-'/ ^Zo \ . , /"'/ ,^R,, r/Ro - \ . ,
/ /• —,— + Zo ô^7 ^/- == ( r2 ——— + 2 /• —— -i- /'K,, 6- / / 6/rJo \ ^2 y ,̂ \ d^ d ' - )

= f 11 ( Ru ) e ̂  r1 dr = ̂ - f 11 ( Ko ) e-^ dx dy dz,
J() 4 7r J^S

donc s'il y a hermiticité
=-- I f Ro II ( e-'^ ) dx dy dz

4^3
/*'+ '° r 9 / ^—/'^ r + x 9 < ^ —^ ~[

= r2 Ro r2 e-1'1 — — e-'-14- -— 6/r = / /' Zo t2 e-' •i — — e-^ + -— ^r,
Jo L ^ ^' Jo - r r J

c'est-à-dire

qui doit être égal à
=-tîS,-(<2t-ï)^

r h3c

?i ^ rZo ê--7^ 6//' == — /^u.
^o

On a donc l 'équation (IV) et jamais de terme au deuxième membre
[jamais (IV^)], ce qui fait disparaître les solutions ©),== R^(r ) (7).

Mais comme nous le verrons, même si l'opérateur H est rendu hermit ique
par cette cond i t ion , l 'ensemble des fonctions propres classiques ne constitue
pas un système orthonormal complet dans 3€^ et nous ne savons pas a priori
si H prolongé par sa fermeture est autoadjoint.

Nous nous proposons dans la suite de donner à l 'opérateur H une définition
précise telle qu'il soit autoadjoint. Nous verrons qu'il n'a pas alors comme
fonctions propres les fonctions déjà connues et que ce système n'est pas
complet. H a alors un spectre continu, spectre dont Inexistence n^ était pas assurée
si H n'était pas autoadjoint.

DEUXIÈME PARTIE.

OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS A COEFFICIENTS CONSTANTS DANS 9C^n.

Pour préparer la suite, qui est l 'étude de l 'opérateur H, i nd iquons une façon

(7) Que nous désignerons par « famille abhérente ».
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de définir les opérateurs différentiels hermitiques à coefficients constants
dans^,.

Un opérateur différentiel à coefficients constants est dit hermitique s'il
s'écrit

2 ^"&.
\P\^\P^\

avec les notations de L. Schwartz [IV] : p, indice de dérivation (j^, . . .,^),

l/?l= :/?l-+-^2-4-...4-/^,

les pi étant des entiers ̂ o,
D/' ^i+/^+...+/^«

DXP ~ ôxP^àx'^ .. .àxi^

les Kp étant des constantes réelles.

Le domaine Do sera l'espace S^ de Scharwtz [IV] des fonctions indéfiniment
dérivables à décroissance rapide à l'infini. Nous avons par intégration par
partie si <p et ^ç'S^n

^^^^=(-i)j^'^cp^^X, (dX=dœ^..d^),

donc

{j^——i^Ê^
donc

o" ,̂ +>=<.,. .".y >
et, par conséquent, puisque les Kp sont réels

< c p , A ( ^ ) > = < A ( ( p ) , ^ > .

Donc A est hermitique sur le domaine Do.
Nous allons chercher son adjoint A*.
Si ^e<?£^, ^ est une distribution de ̂ n et A(^)eS^ est défini par

AW= 2 V""^.
\P\^\Po\

c'est-à-dire que si yç S^
A(^) [cp ]= ^ ^-^(-z)!.,^^;

\p\^\p.\ Rn

par conséquent,

A(^)[9J= 2 /+^|§^=<^,A(cp)>. '
| /^^|//o! Rre

A/m. Éc. Norm^ ( 3 ), LXX1I. — FASC. 2. l5
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Passons à l'adjoint A*.
D'âne façon générale, A étant un opérateur linéaire défini dans une partie Do

dense d'un espace 9€ de Hilbert, l'adjoint A* de A est défini sur un
élément 4 €?e si et seulement s ià^ correspond ̂  tel que quel que soit ce Do,

<^A(cp)>=<^>;
on pose alors

A^)=^,.

Si donc ici A\^)= ^i existe pour la fonction ^, on a

<^A(9)>=:A(^) [cp]=<^, (p>= f^^dX
J^n

quel que soit ©GS^. Donc la distribution A(^)= ^i e^..
Réciproquement, supposons que ^ est tel queA(4')e^€i^, A(^)=^ :

<^A(cp)>=A(^) [cp]=:<^,cp>

donc A* est défini sur ^ et A^(^) = A(^) (au sens des distributions).

Conclusion. — A* est défini sur ^ si A(d;) pris au sens des distributions est
une fonction de carré sommable et

A^)=A(^).

Montrons que A*(^) est autoadjoint ou, ce qui revient au même, que la ferme-
ture de A est autoadjointe. On sait [III] qu'il faut et qu'il suffit que les
équations

A*(^) + i^ =o (s ==q= i)

n'aient comme solution dans ^€^n que ̂ = o.
Si l'on a

A*(^)q=^==o,

cela veut dire que
A(^)q=^==o,

où ^ est considérée comme une distribution. Nous avons donc à résoudre cette
équation dans l'espace S^ et à chercher les solutions qui e 9C^n. Comme ^ e SR.,
nous pouvons faire une transformation de Fourier et poser ^(^p) = T, T distri-
bution de Si^, où Y est la variable Y = (ji, . . ., y,,). L'équation

devient
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où Y^==J^.J^. . .y^1. Ou encore [P(Y)±?]T=o, P(Y) un polynôme
enji , j2? • . • » y ' n ^ coefficients réels. Donc le coefficient de T ne s'annote jamais.

Donc si <peS^, alors
ci -. €^R.P(Y)^

et alors

| P(Y) q= /| T F . _ ^ 1 = T(cp) = o, donc T=o.

Il n'y a aiicune distribution, sauf la distribution identiquement nulle qui
vérifie l'équation. DoncA^(^)=F i^ = o entraîner =o, donc A^ est autoadjoint.

L'opérateur différentiel A autoadjoint est donc défini comme suit : A^(^) au
sens autoadjoint existe si et seulement si A(^) au sens des distributions est
une fonction de carré sommable et les deux expressions de A(^) sont égales.

Nous remarquerons que, si ^ possède des dérivées continues jusqu'à l'ordre
maximum des dérivées intervenant dans A, A(^p) existe et est égal à l'expression
classique de l'opérateur. Si celle-ci est de carré sommable, ce résultat reste
vrai même si certaines dérivées (au sens classique) ont des points singuliers à
la seule condition que les formules d^intégration par partie qui assurent
l'hermiticité de A soient valables (et à condition naturellement que l'expression
finale soit de carré sommable).

Nous savons, en outre, que si nous voulons résoudre une équation où inter-
vient A [par exemple l'équation aux fonctions propres A(^) = ^4']? on P0111*^
résoudre cette équation en la considérant comme une équation dans l'espace (Ki^n
des distributions (et même dans 24.).

Nous allons définir l'opération H =A+ -1 dans 9€^ d'une façon analogue.
DOMAINE INITIAL. — Nous posons que H est défini et égal à son expression

classique sur Pespace 2^3 qui sera le domaine Do : si y e S^, A<p + ^ est de carré
sommable et H est hermitique sur Do. En outre, Do==S^ est dense dans 9€^.

DÉCOMPOSITION DE L'OPÉRATEUR H. — La résolution classique de l'équation
H((p)=Xy est basée sur la séparation des variables après un passage en coor-
données polaires, séparation qui est due au fait que A y + 9 est un invariant
pour le groupe des rotations dont les axes passent par l'origine de R3. Ce fait
se traduit par l'existence d'un système orthogonal de variétés stables pour H (8)
supposé défini sur S^.

(8) Qui sont les variétés propres communes de deux opérateurs permutables avec U, corres-
pondant respectivement aux deux grandeurs physiques : M (moment cinétique de Pélection dans son
mouvement autour du noyau) et Mz (projection de ce moment sur un axe fixe).
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Les relations
x == r sinO cosûû,
y == rsin6 sinc^
z z=z r cos 6

( r , 6, (D coordonnées polaires des physiciens), définissent une applica-
tion ®((^)= M de l'espace R ^ x S ^ s u r R 3 (R^ demi-droi te numérique r^o ;
83, sphère de rayon i centrée à l'origine, 9 et co étant les coordonnées du
point courant de 82) qui est indéfiniment différentiable et biunivoque
de ( R + — { o } x S 2 sur R 3 — ^ } ( { 0 } ensemble constitué par l'origine).
A toute fonction

( p ( ^ , j , 5 ) = = c p ( M ) e ^ C K 3
correspond la fonction

^(r, 6, ço)=^(^.)==cp(rsm0cosûû, rsinOshiûj, rcosO),

c'est-à-dire
^)=?[^)J;

^ de carré sommable sur R^xS^ avec la mesure /^ r f r s inOrfôr fco , c'est-à-
dire r2 drd(j (rfo-, élément d'aire sur 82) (d'après la formule de changement de
variable), ^(r, 0, co) est donc sommable dans toute région bornée de R^ S.
(toute région où r reste borné). Donc ^{r, 9, co) est sommable sur Sa
(d'après le théorème de Fubini) pour presque toutes les valeurs de r, donc
puisque S^(9, (o) (°) est âne fonction bornée sur S^

rî^i,m(r)=: ^ ^Si^do-
*A.>

existe pour presque toutes les valeurs de /'.
On considère alors la fonction

IW^)S^(9, o))=^^(^)

définie presque partout sur R - ^ - x S a . d o n c définie presque partout sur
(R-^-—^ o}) x Sa. L'application é permet d'en déduire une fonction

^i,m(^, y, ^) -===. cp/,^(M) •==. ̂ ,^[lî (M)]

définie presque partout sur R3 — { o } , c'est-à-dire sur R3.
Nous avons vu dans la première partie que R/,^) est de carré sommable

pouro^<+ao avec la mesure r2 dr. Donc R^(r)S^(9, co) est de carré
sommable avec la mesure r^drd^, donc y^(^ y , z) est de carré sommable
dansR 3 .

('•)) S/ ,m(0, w) fonction sphériqae de la première partie.
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Considérons l'opérateur P,^ défini par P^(y)= y^. Il est linéaire, borné,
idempotent et hermitique : c'est donc un projecteur.

Il est borné :

I I 9^ I I 2 = f ^|IW^,
^0

or on a vu que
I IW^)|2^y l^ l 2 ^ , donc \\^i,m{r)\\^Ç\^\^dxdydz^z\\^\\\

- S g ,/^s

J/ ̂  idempotent :

P/,^(ç^)== [ fR/^S/^Sz^^crI S^=ç/^.
1 J^ J

// ^^ hermitique : Soit Ci et Ça € HR

<?i, P/,m(?2)>=:f r^ f^^^d^dr,
^o L ^82 J

^,l,rn=^,i,m(r)Si^(w) et R^/,^(r)=: f^S/,^(6i, 01)^1,
^82

<?i,P^(?2) '>=/ ^f f^/ f^S^(6^ 0)0^) S/^(6,co)^1^.
^0 [ ^8., \ ^Sa / J

On peut permuter les deux intégrations sur la sphère S^

r ^ ^ v r - f r - \ -i
== ^-\ / ^ / ^S/,^(6, co)^cr)S^(Oi , 0)0 da,\dr,

"o L^s, v^ / J

= f ( r ï f^k^^^=<P^(?i),?.>
^0 \ ^82 /

P/,m(^)=^,m qui est une variété fermée de <?€. Elle est donc composée des
fonctions

9^(M)=^4^(M)],
OÙ

^(^)==^(r, 0, ûû)=R^^(r)S/,^(6, ûû)

est de carré sommable pour o ̂  r <^ 4- oo, avec la mesure r2 rfr.
Z^ variétés ff€i^ sont orthogonales entre elles :

\ ^n^l',m'dx dy dz == f r2 R^R/^ f f S/ ^S// ^ ^cri ^r.
JR3 ^o | ^8, ' ' |

Or les S/,^ forment un système orthogonal sur 83, donc

/ S/^S/^/ûfo-=o, 8i (/, 7n)^(/ /,/n^).
^s,

Les variétés 9€i^ engendrent l'espace X^ :
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Soit
9(^,j,^)=^(r,6,o)), cpe^Rs.

^(r, 6, (JL)) considéré comme fonction sur 83 dépendant du paramètre r étant
de carré sommable sur 83 pour presque toutes les valeurs de r, nous avons
dans 9€s, pour presque tous les r,

^(r, 6, co)==^R^,(r)S^(8,^)=^^(r, 6, co),
l,m l , j n

Rz,7n(r)= \ ^Sl^ndo-

^S,

et

f ^ ̂ dazz^^ \ R/^(r) 2 (égalité de Parceval),
J^ l,rn

puisque les fonctions sphériques forment un système complet d'où il résulte que

f r^^^drda^Y. f r^ R/,,«(r) 2 dr ==V f ^^^drda
^R+XS. ^^0 /^.Y^X^

comme dans 9t^+^ (avec la mesure r^drd^ les ^,,» forment un système

orthogonal de fonctions, la série ̂  ̂ i^n converge vers une fonction ^po de X^+^
l,m

(avec la mesure r^rfrJcr). Il existe donc d'après le théorème de Fischer-Riesz
une suite d'indices Ni, N2, . . ., N^, . . . tel que ^o= limite presque partout
de ̂  où

^N^ ̂  ^l,m(r, 0, G)).

^N^,
| m | ̂  /

Msiis pour presque tous les r

^ =='S R^^( r) s^^(6? Gû) = lim ^Np
-—— ^>-
/, m

dans 3 .̂
Et toujours d'après le théorème de Fischer-Riesz il existe une suite

d'indices p ^ p ^ , . . .,7?rp • • • (qui dépendent de r pour lequel l'égalité précé-
dente est vraie) te l le que

^p(r, 9, ûû) === lim presque partout sur 83 de ^N si ^—^ oo;

or ^o= lim presque partout de ̂  sur S^ pour presque toutes les valeurs de r,
donc

^o==liin presque partout sur S-^ de ^ ^

quelle que soit la suite N,^, . . ., N,, , . . . .
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Donc, pour presque toutes les valeurs de r,
^o== ^ presque partout sur 82,

donc^o==^ presque partout sur R^x 83. Donc ^o=^ dans 3€^^ Donc

^ =^ k^(^ 6» co) d^s ^R+xs.»
., m

donc
? =^ ?/,7^==^ P/,m(?) dans X^.

^, m /, m

Donc les variétés 9€i ̂  engendrent 9€^.
Enfin, les variétés <?Ê^ sont stables pour l'opérateur H tel qu'il est défini.
Soit ce S^== Do, alors

P/^(?)e^R3.

Montrons que R^(/-)= ^ ^ S / ^ r f c r s'écrit
^s,

Ri^(r)==r^(r2),

où ̂ {u) est indéfiniment dérivable pour ̂ ^o et à décroissance rapide à l'infini,
^(r, 6, ûû) ===cp( r s inQ cos, rs inô sine»), rcos6)

est indéfiniment dérivable en /-, 9, (o si r^o. Donc Ri^Çr) est indéfiniment
dérivable en r pour r^o.

Calculons son développement de Mac Laurin à l'origine jusqu'à l 'ordre/ +2^.
Nous avons diaprés Mac Laurin (en r)

^9,^)=^(o, 0, c»))+r^(o, 0, c^)+...4-^^(o, 9, ûû)+...

+(7-^^+2'(0-0- cl))+ (TT^^^^^^ 8- -)

(où <^^<^i , k dépendant de r, 6, co); or
^(o, 6, o ) )=cp(o , o, o),

(^.(0, 0, &)) = q4(o, o, o) sin6 cosw + 9y(o, o, o) sinO sinco + cp^ (o, o, o) cosô,

^^(o, 6, ex)) =: [9^(0, o, o) sin6 COSGÛ + 9^(0, o, o) sin6 sinût) + 9^ (o, o, o) cos6}^.

Nous constatons que ^(o, 9, où) est un polynôme homogène de degrép
en ^sin9, ^^sinô, cos6 à coefficient constant. Or, un tel polynôme est une
combinaison linéaire de fonctions sphériques S^ où les indices /sont^p et
de même parité que p.

Autrement dit,
^(o,6,a))== ^ A^S^^.(6^),

Q^\^p/î

\i\^h

les A) i étant des constantes.
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Alors étant donné Forthogonalité des fonctions sphériques

^(0,9,CO)S^=0 {^^

p et l étant de parité différente. Nous avons donc

R^(r)- ^^/)(o,9,^)S^o•+...
^Sa

»^-+-2/l /^ „

-^rn^TT^^2^0'9'^^^
»^+2/î4-i r _

^(TT^TTTT^^2'1"^7--9-")^^'

^+2n+i)^^^ Q^ ^ étant bornée, on a pour R^m(^) un développement de
Mac Laurin du type

R/^(^)=:rz[ao+^l^+...-^a„r2/^+r^/ l£(r)].

Comme R^(r) est indéfiniment dérivable pour r^o, il en résulte
que l î m v ) est également indéfiniment dérivable pour r^o et que son
développement de Mac Laurin est

ao4- a^r2-^-. ..+ a„r2/^+r2/^£(r),

ce qui montre qu'elle est indéfiniment dérivable comme fonction de r2

pour r^o et que comme fonction de rfî=u son développement de Mac Laurin
est

^^(^^^o-h a.i^+. . .4- anU11^- i^ZiÇu),

donc
R^(r)=^(r9).

Revenons à ^,^== / ^S^^rfo S ,̂,,,
L^s, J

^-^J^-)^^6^)
=^(^)^S^(0,c.),

donc
?z,.^::=^,/^(-r2+J2+^)p^-(^^^ -")

Vi,mÇ^9 y 9 ^)» polynôme harmonique, est donc indéfiniment dér ivableen x^
y, z.

D'autre part,
R/^(/-)= ^ ^ S/,^6/(7

s2

étant à décroissance rapide à l 'infini, R/,m(^) 8/^(67 eu), aussi S^ et ses
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dérivées étant bornées sur la sphère. Donc
P/ ,m(y)e^R3==Do,

donc
P^(Do)==Don^

est dense dans 3ti^ H et P^ sont permutables.
On a

H[P^(9) ]==H(y^)
r o ? - 2 a? p R/,^1 ç, , I Q A c

^L^ ? ̂  ~7~'J ^'^ ^^As^z

-[^^^ ,2 ̂ ^'^ (^ - '^Y^^^
Donc si ç€^,^, H(y)6^,m; ^,m est stable et puisque H est hermitique

et défini sur une partie dense de 9ii^
H[P^(cp) ]=P^[H(9) ] ^

(ce que l'on peut d'ailleurs vérifier directement).
Conséquence : Si < p € D o ,

?=^P/,^(?) ^^j?^^
/, j n i, fn

H ( ® ) =^P<,,,[H (9)] ==^H (^,,,,),
/,m /, /n

série qu i est donc convergente dans ^3.
La restriction H^ de H à 3Ci^ est hermitique dans ^/^ et définie sur une

partie dense de 3C/ ^.
Toute extension autoadjointe de H jouit des mêmes propriétés vis-à-vis

de P^ (et 3€i^i) et sa restriction donne une extension autoadjointe de H/,,,,
dans 9€i^ __

Réciproquement si pour chaque SC^m on définU une extension H^ auto-
adjointe de îîi m en posant

H(cp)=]gn(cp^),
l ,n i

c'est-à-dire si H est défini sur ç si et seulement s'il est défini sur 9^, et si la
série ^H(îp/^) est convergente, H est autoadjoint et jouit des propriétés

l,m

précédentes.

OPÉRATEURS tïi. — A^^=R^(r)S^(6, CD) correspond d'une façon
biunivoque R/,m(^) définie pour r^o tel que /-B^(r) soit de carré sommable
de o à +oc.
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L'application ^^m-> ^Rz,m== I(yz,m) est ?//^ isométrie car
! <p / ,m | |== i l rR/^(r) \\

qui nous permet de transporter H/ ^ dans <%R+ en posant pour ^ € ̂ 4-

H/a^i^J'ïa)]^
~I\Ë)=|s^e^;

H^ est défini sur ^ si et seulement si H^ est défini sur ^S^. H/ est hermitique
et défini sur la partie de 9i^+ qui est rimage par 1 de Do H^,m, c'est-à-dire sur
les fonctions ^Ç7•'')=rl+ly^s2')^ où^(^) est un indéfiniment dérivable par rapport
à u pour ^^o, qui est une partie dense de ̂ 4.

Nous avons
^^[^(O'j^.Hz,,/^^/^

r ^ /n 2 ^ / , \ / i /( /+i)\n
— "r̂  l -- ) + - / - + - — ——^— - ^i,^idr^r/ r d r \ r ] \r r- ) r \

H,(0=,!H,,,,,[-,(î)]i.,,[^(;-)^.^.(l).(,L-'̂ );],

donc

H^-'̂ .-^ .̂

EXTENSION DE LA DÉFINITION DES OPÉRATEURS H^ DANS X^+. — La définition de H
autoadjoint se ramène à la définition des opérateurs H/ autoadjoints.

Pour la commodité des démonstrations, nous allons étendre le domaine
initial de Hy, ï ( D o n % m ) en un domaine D^. Nous verrons par la suite que
cette extension était inutile en ce qui concerne la définition de H, mais elle
nous apportera quelques résultats. Le domaine Dy sera constitué par les
fonctions ^(r)^/1^1^^), où %(^) est indéf in iment dérivable de —oo à +00
et à décroissance rapide (c'est-à-dire T^7')^^)' D /Dl (Don%^) , car une
fonction %^(^2) [où ^(u) est indéfiniment dérivable pou r^ /^o ] peut toujours
être prolongée pour r<^ o de telle sorte qu'elle appartienne à 2^.

H^ (dans l'espace 3€^+) est défini et hermitique sur D/.
En effet

H,[,^^(,-)j=r^y/+2(/4-i)rY+r^

est défini et continu origine comprise, de carré sommable puisque %^) est à
décroissance rapide. Il est hermitique : si ^ et E a G D y ,

C + ' \ ^ " . ( l l ( l ~ l ^ ï ) \ î \ ï / r C + x \ • c " r ( 1 l(l-^^\. , "1 ,
j, l^^^.--.——^1?^^^ [U^[,-————)^\clr

.. r r^, ?,/ / i / ( / + i ) \ , . ,
= llnl / V^ 4- . - ———— ^dx

s > ̂  |_ Je \ / / " 7

+ ^ ( £ ) ^ ( £ ) - ^ ( £ ) ^ ( s . ) ;
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on remarquera que

^^-(^-^^J-^^-^^+Qto^

reste borné à l'origine. Or

l'I ̂  —— ^2 ^1 ̂  r2/+'2 ( %1 %2 —— X'2 Zl ) —— °. avec ^ ' >

f ïîi^)^dr=f ^îl^dr.
^ 0 - '. ^ Q .

ÉTUDE DE ^ADJOINT Hj DE H^ DÉFINI PRÉCÉDEMMENT. — A chaque ^ € ^CR+ HOUS

faisons correspondre la distribution

T=:r^e^

plus précisément la distribution dé finie par

T(yJ=f ^^ (^ )%(^)^ pour y^eSn.
«-'o

Autrement dit, T est une fonction identiquement nulle pour r<^o et égal
à 7^(r) pour r^o.

Nous avons

^T(ri)=-T(^)=-P-S^,
^T r+^o ^ ^ y , ^T_ . _ ^T . . - / d^ dy\
——= r^—^dr et ^ — — [ / ( ^ ^ - - — ( r y ^ T r ^ + a - - ^
^r2 J^ ' 6/r2 d r 2 1 ^ ' / ] dr1 v /•/ \ ^r2 ^r/

^"/-^^-^"^^^

Par conséquent,
< Ç , H ^ ) > = f'^H/^)^-,

^ 0

avec^eD;
^^^^(r),

<S, H/(Çi) > = f ^/•/+l^+ a (/+ i) %', r/+ /-/^] dr= T[r-^ + 2 (/+ i) f, + x. ]
^O

=/•S^)-2^^)+T^)=(7-£-2^+I)T?)'
(ionc

<^ H / ( ^ ) > = ? / , ( y , ) si Ç i€Dz ,

OU

^T ,dT _ (T^r7 ; si r^o,
u,= r—— — il— + T, avec {

'̂ dr f = = o pour r<o.

Or si sur ^, H^ est défini,
<^H^)>^<co^t>,
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où Ço= H^(^) et réciproquement. Or

<Ço,$ i>=f ^SoXi^^To^), avec To=r^o,
^o

donc ceci entraîne que

—S1-2^-^^'
puisque ^(^i)==rTo(^i) quel que soit^e^R. Réciproquement si

T.) m /̂ P

u=:rTo^ où ^==r-7—— 2/-,-+ T,ar- a^
T et To correspondant à E et $01 on a

< ^ H z ( ^ ) > = ^ ( ^ ) = r T o ( ^ ) = < S o , S i >

quel que soit $i e D^. Donc l'égalité H"'(Ç) == $o se traduit par

^T ^T
r^- 2 /^+ T = r T O •

Cherchons à résoudre les équations

H;(0q=^0,

elles se traduisent par
i.) m /T^

(III) r ^ -2^+( iq=^)T=o ,

où T est une distr ibution qui est une fonction ident iquement nulle si r<^o
égale à r1^ si

r^o, S€^R+.

T appartenant à SR nous faisons une transformation de Fourier pour discuter
cette équation. Posons s=3!(rt) et nous appellerons t ' la nouvelle variable^
transformation symboliquement définie par

.,+x

s== e^^'Tclr.

Alors s vérifie l'équation (IV)
ds^ [47^ 2 ^ 2 q=^ ]+5 [87T 2 ( / + I ) ^—2^7^ ]==o .

dsLe coefficient de , , ne s^annule pas sur l'axe réel^ on n'a comme solution
que les solutions classiques

i _ijR

( t ' - k ^ i ^ i e^^
^=[7^) (t--^ k--^
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qui sont des fonctions sommables dont on peut, par conséquent, prendre la
transformée de Fourier ff'(s) par la formule classique ordinaire. Mais puisque
^(^) qui est une fonction r1^ où Ç est de carré sommable pour r^o, doit être
nulle pour r<^o, sÇt^) comme fonction analytique de la variable f doit être
holomorphe au-dessus de Vaxe réel. (En posant lir^t'=—t, on a en effet la
transformation de Laplace qui est holomorphe pour <%(^)^>o.) Or toutes les
solutions ̂  o de (IV) ont une singularité en

t'^6——— et e-
'271 27T

Donc aucune des solutions de (III) ne convient (sauf celle qui est identi-
quement nulle). Donc l'équation

H;(0=p^=o

n'a que la solution ^ = o; H^* est autoadjoint.

DÉFINITION DE H* AUTOADJOINT. — Transportons HJ dans ̂  ,„ par Fisométrie I.
Nous obtenons l'adjoint H^ de H^= I(H^), c'est-à-dire l'adjoint de H^,
défini sur les fonctions du type

^l,m=='^l,m[ ^(M)J, OÙ ^==/^(r)S/^, OÙ ^(r)e^K

(on ne considère que sa restriction pourr^o) , HJ^ est autoadjoint. H est
alors considéré comme défini sur les combinaisons linéaires finies des
fonctions <p^ (qui forment le domaine Di) et son adjoint H* est alors auto-
adjoint et est défini sur une fonction y si et seulement si HJ,^ est défini

sur y^= P/,m(ç) et si ^H^((p^) converge :
l,m

H*(9)^^H^(^);
î,m

Di^Do, car Do n'est pas seulement composé de combinaison linéaire finie de
fonction du type ^,m[^(M)], où

k"^^^)^
mais l'étude de H définie dans Do montre que H*(<p) coïncide sur yeDo avec la

première définition de H puisque ^H^(y^) converge vers H(y), si ce Do .
L i,m ]

Étude de l'opérateur H*.

RECHERCHE DES FONCTIONS PROPRES. — Si y est une fonction propre de H* relative
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à la valeur propre X, y/,m= P/.m(y) est une fonction propre pour la même
valeur propre À de H^ et !(©/ ̂ ) est une fonction propre de H^* pour X.

Nous cherchons donc les fonctions propres de H^.
On doit avoir H ^ ( ^ ) = X Ç , ce qui se traduit en considérant la distribution ï

correspondante par l'équation

(111) , ^ ^ + T = À , - Tdr1 dr

(qui est la même que celle de la première partie).
Il n'est pas nécessaire de faire une transformation de Fourier pour discuter

cette équation. En effet, nous cherchons une fonction solution au sens des
distributions. Celle-ci doit coïncider avec une des solutions classiques dans
chacune des deux demi-droites complémentaires de Forigine. Nous savons
diaprés la première partie que la solution régulière à l'origine ne convient sur
la demi-droite ^^o, c'est-à-dire ne sont du type r^, E;e<^+ que si À = ^—;?
n^l+ï; quant aux autres solutions, étant dû type F(r) + G(r)Logr (10)
où ~FÇo)y^o, elles ne vérifient pas l'équation (III) en tant que distribution

mais l'équation : r,-,T — il-j- ï+ T =Kâ^ o, mesure de Dirac; K, une

constante ==• 2/F(o)1.

Conclusion. — Nous obtenons les mêmes fonctions propres que dans la
première partie.

Détaillons : H^* a pour valeurs propres les nombres

À =^ ^/+I); ^-^

à une seule solution e~ ̂  Ln-d+i), 2(^+1) ( — ) (spectre simple pour H^*).\ 2 n j

Donc H^ a pour fonction propre pour la même valeur de X la seule solution

cp^==^/^[ ^(M) i, ^i,m=r1 e~~7Ln^i^^i^(—)S/^(Q,C*)),
\ 2/l/

v-^ ̂  .r2 -"^ / u t ' - 1 -}-. y^ 4- ^A
9/,^==^ ï ' 1 L/^-(Z+1). 2(^1) ( ——————'—————— )^l,m{œî Vf ^)

\ 2n /
[ P/ ,^(^, y , z) = polynôme harmonique 1.

et finalement, H* a les variétés propres pour chaque valeur À == —, qui sont
engendrées par les y/ ,„ pour l^n — ï , m ^,1.

(10) G(r) est éventuellement nulle.
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DOMAINE DE DÉFINITION DE H*. — Supposons que H* soit défini sur ^€^3.
SiyeDo=SK

^WWdxdydz= f^H(cp) dx dy dz,
^R3 J^3

OÙ

J l ( 9 ) = = : A ç p + ?

(opérateur différentiel ordinaire). ^ est localement sommable (à l'origine ^

et ^ étant de carré sommable, ^ est sommable ) et de carré sommable en dehors
d'un voisinage de l'origine, c'est donc une distribution €^3, donc

j cp II*(^) dx dy dz == ^ ^ Ay ̂  û(y 6/s + f " - ^ d j c d y d ^ ,
J Y\î J[\î J^3 r

ou

C ^ \ ^ ( ^ ) - ^ \dxdydz-^ (^Acp dx dy dz
^R3 L r } J^S

quel que soit yeS^. Donc

i r ( ^ ) = A ^ + ^ , car H*(^ ) -^= :A^ ,

où A^p, laplacien de ^ au sens des distributions, est une fonction localement
sommable.

Donc si H* est défini sur ^, A^p au sens des distributions est une fonction
localement sommable, de carré sommable en dehors d'un voisinage de l'ori-
gine, Ad^ + T est une fonction de carré sommable et

.H*(^ )==A '^+^ .

Conséquence. — Si ^ a un laplacien au sens habituel { ^ } continue sauf
peut-être à l'origine, possédant les propriétés qui viennent d'être énoncées plus
haut pour A^ au sens des distributions, alors sur ^, H* n'est pas défini,
si { A d ^ } ̂ =. A^ au sens des distributions.

Supposons H^ défini sur ^. On a alors

j o A^ dx dy dz =z j ^ Acp dx dy dz.
*/K3 J^S

Mais étant donné les hypothèses sur { A ^ },

j ^ A(p dx dy dz = f cp { Ad^ } dx dy dz + f [^ Grade? — cp Grad^) È dcr.
^RS-B^) ^Ï\»-Ï\(Z) Js(S.)

où B(£) et S(£) sont respectivement les boule et sphère de rayon £ centrées à
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rorigine. Puisque { A ^ } est localement sommable, si £ -> o, les intégrales triples
tendent vers une l imite et l ' intégrale de surface également

^ (^Gradcp-cpGraâ^)^Œ->L(cp), et L = A^ - j A^ i^S(e) T ( T j

est une distr ibution eS^, comme A^ et - { A ^ } , et est ̂  o par hypothèse.
Cette distribution a pour support l 'origine, ce qui est impossible puisque A^

et { A ^ p } sont des fonctions.
Or les fonctions y, de la famille abhérente de la première partie sont telles que

H ( ^ ) = = { A ^ + ^ .

est de carré sommable, donc { ^ } vérifie les hypothèses. Or H ainsi défini
n'étant pas hermétique { A ^ } ^ A ^ au sens des distributions. Donc sur les
fonctions ̂  H* n'est pas défini. Il existe donc des fonctions sur lesquelles H*
n'est pas défini.

EXISTENCE DU SPECTRE CONTINU. — Supposons que le système des fonctions
propres soit complet dans ^3. Alors on aurait pour tout ç € ̂

9'==^a^,
n

où y^ est une fonction propre normalisée relative à la valeur

^=4^ avec ^ l ^ p < + o o ,
n

mais

^H(^)^^H^)
n n

serait convergente et l'on aurait

^(^S ̂ w^
n

H* serait défini sur toute fonction, ce qui n'est pas exact. Donc H* possède un
spectre continu.

L'existence de ce spectre est affirmée sans preuve dans un certain nombre
de traités de Physique théorique et je pense que le fait que le système des
valeurs propres ne soit pas complet a été effectivement démontré, mais, à ma
connaissance, l'existence du spectre continu n'a jamais été prouvée faute de
définition précise de H en tant qu'opérateur autoadjoint. En effet, si un opé-
rateur hermétique A n'est pas autoadjoint, il n'a pas forcément de spectre réel.
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DÉFINITION SIMPLIFIÉE DE H*. — Nous avons vu que, si H*(^) existe, A^ au sens
des distributions est une fonction etA^+ T est de carré sommable. Démontrons

la réciproque. Soit ^ç9€^ tel que A^p+ T au sens des distributions soit une
fonction de carré sommable. Par conséquent, on a

f 9 ( A ̂  + ' ) dx dy dz =z f ^ ( Acp 4- -' ) dx dy dz
JRS \ r ] J[\z \ / /

quel que soit y €^3=== Do.
Pour prouver la réciproque, il faut en principe démontrer que cette égalité

reste vraie, quel que soit ©eDi .
Mais nous allons directement prouver que si H est supposé défini sur Do,

H^ son adjoint coïncide avec le précédent, et pour cela il suffit de prouver que
cet adjoint est autoadjoint [III] : ayant alors il a un domaine de définition plus
étendu que le précédent, il coïncide avec lui.

Le raisonnement reste le même. Il faut prouver qu'il n'existe que la fonction
identiquement nulle qui vérifie l'équation

Hn?)^?^^
c'est-à-dire que dans 9€^ si ïli est l'opérateur

H^^+l)-^^

défini sur les fonctions Ç=7^(r2), où %(^) est indéfiniment dérivable
pour u^o, il a un adjoint H^($) autoadjoint, c'est-à-dire que l'équation

H^(0=î=^=o

n^a comme solution que la fonction identiquement nulle.
Nous employons le même procédé que plus haut. Toute fonction %(^2)

étant la restriction à r^o d'une fonction de SR à chaque ^ç3€^,
nous associons T==r^ si y*^o et identiquement nulle si r<^o. L'équa-
tion H^(^) + i£, == o se traduit par

(V) T[r^+2(/+i)^+^^]=o.

car, suivant les mêmes calculs que plus haut,

<H;za) ,^^> = = <^H^(^^)>=T[r^+2( /+I )^+^

quelle que soit la fonction %€^R dont la restriction à r^:o est une fonction
de r2 indéfiniment dérivable. Or ces fonctions ^ sont les fonctions qui, à l'ori-
gine, ont toutes leurs dérivées impaires nulles. Elles forment la variété (^CS^

Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 2. 17
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orthogonale aux distributions, S^ S " , . . ., o^4-4), . . . (dérivées d'ordre impair
de à).

Si nous posons

-KX) = ̂ -^j + ̂ ^ i) ̂  + (ï =+= i r) 7.

(opérateur continu dans 2^), Inéquation (V) signifie que T estorthoyonalàP(^),
c'est-à-dire que J^T) est orthogonal à ^ î1 est le transposé de J défini par

^(T^I-TtJ^)];
donc

^——S-2^^^

doit être orthogonal à v. Or les distributions orthogonales à v sont à support
ponctuel (origine) et sont des combinaisons linéaires finies de o et ses déri-
vées. Donc ici des combinaisons linéaires finies des dérivées d'ordre impair

de S : VA^2^^, donc nous avons
p ^ p ,

J^^^VA^--^-1)
p^ p»

Autrement dit, T doit vérifier l'équation

^-^S^^^^^^S^^^ •
p ^ p ^

Nous cherchons comme solution une fonction. En dehors de l 'origine, elle
coïncide avec une solution classique. D'après le théorème de Fuchs, il y a
une solution régulière à l'origine qui, commençant par des termes en r2^1

vérifie l'équation avec le deuxième membre nul. Cette fonction, annulée
pour r<^ o vérifie l'équation sans deuxième membre en tant que distribution
et ne peut convenir puisque nous savons d'après ce qui précède qu ' i ln 'ya pas de
solution lorsque le deuxième membre est nu l [équation (III) plus haut]. Les
autres solutions fonctions annulées pour r<^o vérifient l 'équation avec un
deuxième membre égal à Ao (voir plus haut, p. i4o)» donc ne peuvent convenir.
Il n'y a donc pas de solution convenable et H^ est autoadjoint.

Nous avons alors la définition simple de H* : H* est défini sur ç € 9€^ si et
seulement si A<p 4- ^? où A© est le laplacien au sens des distributions, est une
fonction de carré sommable.

Donc, en particulier, si le laplacien ordinaire coïncidant avec le laplacien au
sens des distr ibutions est de carré sommable et si y est bornée à l'origine,
H^(y) est égale à l'expression classique.
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CHANGEMENT DU CHAMP INITIAL DE DÉFINITION. — Si un opérateur A est autoadjoint
dans un espace de Hilbert , il existe une partie dense de 9€^ soit D tel que
si ç€D, A^o) existe et eD quel que soitjo; D pouvant servir de champ ini t ial
de définition pourA^est-à-direqûe l 'adjoint de la restriction de A à D coïncide
avec A).

Nous allons définir un tel champ pour H*.
Définissons le champ pour H/*

^-^-^j^

c^r^^r), ?c€^

D a ^ v a être constitué des fonctions de ce type tel que H^(o) soit du même type,
quel que soit^,

tiyW=r^^(r), où ^(r)e^.

Nous poserons le développement de Mac Laurin de y//") égal à

OQ 4- ai r — . . . -h Un r"- -h . . .,

et celui de ̂ p(r) à
a^4-^r+. . .4- </^4-. . •

Supposons que
H f ( ( p ) - ̂ +l[a{;4-.. .+<r /^+. . /l - ̂ ^(r),

HF1 (?) = H/[ÏI?(9)] = r^^+ 2( /+ i ) ̂ ;,+ r^

qui a le développement de Mac Laurin

^ / [<+2(/+I)aî ]+[2(2/+ ̂ ^-{-^Or^d-...
4- [ag+ (^+ i ) (2/+ 2 + n) a';^ \ r1^' + . . .

dont il faut et il suffit que
a^-+- 2(/-t- i ) a^==: o

et alors
<+l:=:a^+(^+2) (2 /+3+ /ï)<^,.

La relation de récurrence montre que a^ est une combinaison linéaire
de a^, . . ., ^+2/^ En eiiTet, on a

a\ == a^+i -h ( n + 2 ) ( 2 / + 3 + ̂  ) ̂ /^, pour p =z i .

Sia^ est une combinaison de ^,,+^ . . ., a,^^
a^1 = a'^ + (n + 2) (2/+ 3 4- n) a^,

est une combinaison linéaire de ^4^+1, . . ., ^/^(p+D? donc <7^ est une combi-
naison linéaire dea^y ..., 03^ et nl[ est une combinaison linéaire de ^/;+i, ..., ^2/^1?
donc â^ + 2(7+ t)a'[ est une combinaison linéaire de a^ ...,a^^ :

< + 2 ( / + i ) < = ^ Afa^..
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Si bien que la condition pour que

H?((p)=^^(r)

quel que soitjo s'exprime par une infinité de relations linéaires :
Pour^= o, i , . . . , , ? , . . . ,

i=:p-+-ï

Zj ^ ^P+i -^ A? a^==o.

Po\irp = o, la première relation étant

(2o4- 2(/-+- l ) ai=: 0.

Comme
dp+i r / M ï

^^d^^^^pTT^^
les conditions s'écrivent

i=p-+-l

V A^ ÎLrAf dP^_
(p 4- 0 ! (̂ +iZ^ (n - [ - i \ ! ^^+^X(°)J'

ce que l'on peut exprimer en disant que dans S^ les fonctions ̂ (r) convenables
appartiennent à la variété ̂  fermée orthogonale aux distributions

i=p+l

^ 2 (-^QT^' ^=o -^ - - - ^ ) .
Z=0

Nous remarquerons que les combinaisons sont du type triangulaire, ce qui
assure leur indépendance linéaire.

Considérons H/défini dansDs^cD^et montrons que son adjoint H^ est auto-
adjoint.

Par le même calcul déjà fait deux fois ci-dessus,

<H^a)^ /+lX>=TF^4-2(/+I)^4-^,

T correspond à E toujours delà même façon (%€^/)-
Si$ vérifie la relation

H:z(0^-^-o,

c'est que

^S^2^1^^1^^]-0

quel que soit %€^. T doit donc être orthogonal à la variété J(^), où

T dï 7 ^ .

J=^-2/^+(I^^)
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comme plus haut, donc P(ï) est orthogonale à ^,/
i^ m ^/T

Jt^=r^-2l^+^tr^

appart ient à variété orthogonale à ̂ . Or cette variété est engendrée par les T,,
qui ont pour support l'origine, donc ^(T) a pour support l'origine et est une
combinaison linéaire finie de o et ses dérivées, donc c^est une combinaison
linéaire finie des dis t r ibut ions T^,. On a donc Inéquat ion
(IIL) -•S-^^^-s1^'p ^ p ^
équation du même type que(I I I i ) et nous cherchons des solut ions du même
type. Or cette équat ion n'a pas de solution convenable à moins que, peut-être,
le deuxième membre se réduise à ko.

Or, étant donné le type triangulaire des expressions des T^en fonction de S et
de ses dérivées, aucune combinaison desT^nepeut donner Z'ol^rQ^S^^^+a)^].
Donc il n'y a aucune solution à l'équation

H^(Qq=^=0

qui soit 7^0. Donc H^ est autoadjoint et comme D a ^ c D ^ , H^=H^. Fina-
lement H peut être considérée comme définie initialement sur les combinaisons
linéaires finies de fonction du type

(pz^[ ̂  (M)J =z (p ,̂ où ^i,,n= r^i(r) 8^(6, ûû),

c^est-à-dire sur le domaine Da C D qui est le domaine engendré algébriquement
—i

par les I(D2 /) et qui est dense dans ^3,

D2d=Do=^R3.

Remarque. — On ne peut pas choisir dans S^ un domaine D e C D o de défi-
nition sur lequel H^(ç) existe et eD3 quel que soitjo. En effet, si H^(y)€S^
quel que soitjo, H*(y) = H(y) au sens ordinaire et est donc indéfiniment déri-
vable. Si y^ est sa projection sur S€i^

?/,m= ̂ l,m[ ̂  (M)j et ^l,m= ^%(^2) S/,m.

^(^z,^) doit être du même type, donc

H?[r^(^)]=r^(^),

%^(r2) considéré comme appartenant à 'S^ doit donc appartenir à la fois à Da,/
et I(Don^e^m)- Donc ̂  doit être orthogonale en tant que fonction de €S>^ aux
distributions Tp et aux distributions o^4-^. Par conséquent, si l'on prend pour
domaine initial le domaine D^ nI(Don^,m) pour H^, pour que E vérifie
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l'équation
H:^)q=^=o.

H;/étant l 'adjoint de H^ avec ce domaine ini t ia l , il faiit et il sufît que la
distribution T correspondante vérifie une équation du type
(m3) -S-^S^-^^^^s^^s^^

P^=/^ q^q»

Or, parmi ces équations, nous avons

/ T T T \ d^T dT(111.) r -^-2/^+(iqp^)T:^

car o==ïo—2(7+ i)â' et il y a effectivement une solution convenable 7^0
pour /==o.

Posons, en effet, ^==^(ï) (transformation de Fourier). L'équation 1113
devient l'équation

ds(^t'-^i)^ -4- .y(87r2^— 2/îr)=2^,

OÙ
y/ç

4^(^-^)^4-^(87:^-2^)=2/7:.

Donc la solution générale s'écrit
_^ :iir^,

, e 4 e"^k == ——— ou k =. ——— .
27T 277

^ -] i
r ( t ' - - k \ ^k , , \ f t ' — k \ ^k i

^U^) ^J(F^) < -̂F-

Une de ses solutions est holomorphe au-dessus de l'axe réel et toutes les
solutions sont de module de carré sommable sur l'axe réel.

En effet, si l'on pose t'=—k+h^ l'équation devient

47T 2 ^(^4-2/^)^ + . î [ 8 7 ^ 2 ^ + 8 7 ^ 2 ^ — 2 ^ T ] = 2 ^ T

qui a une solution développable en série entière

s =ao+ OiA4- . . .4- a,,/^4-. • . ,
ce qui donne

_ 2 1 n
ao-871^-2^

et la relation de récurrence

^[4^(2 -+- n) — 2 Î7T] -^^Tr^-i^O

définissant un développement convergent.
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La solution holomorphe s ( t ' ) au point t ' = — k n'a comme seul point singulier
que tl=k au-dessous de l'axe réel. Sa transformée de Fourier ̂ (s) vérifie
donc (nia) pour /=o, c'est la fonction ^ de carré sommable nulle pour r<o.

Car

f. e-^^'s^t^dt' ==o si r < o ;

et alors ^ vérifie une des équations

^./(O ̂ ^^o»
donc H! /(Ç) n'est pas autoadjoint

Donc on ne peut choisir comme domaine de définition pour H un ensemble
de fonctions contenu dans ^3 sur lequel tP(ç)eDo quel que soitjo.
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