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LA QUASI-ANALYTICITE GENERALISEE
SUR UN INTERVALLE BORNE

Par M. Pauv. MALLIAVIN.

Une fonction indéfiniment dérivable, appartenant sur le segment (o, R) a
une classe quasi analytique et dont zoutes les dérivées sont nulles en o est
identiquement nulle. Ce théoréme classique de Denjoy-Carleman a été géné-
ralisé par M. S. Mandelbrojt [4] dans le cas ot R =+~ ; la méme conclusion
vaut alors en supposant.seulement qu’il existe une suite « suffisamment dense »
de dérivées nulles en o.

Dans le cas ou R< a0, il n’est plus possible d’obtenir la conclusion du
théoréme de Denjoy-Carleman lorsque 'on affaiblit les conditions aux limites.
Notre but sera de montrer que des hypothéses de quasi-analyticité généralisée
entrainent dans ce cas seulement I’analyticité au voisinage de o. Notre résultat
pourra étre considéré comme une extension aux classes quasi analytiques du
théoréme d’Hadamard-Fabry sur le prolongement analytique des séries de
Taylor lacunaires ainsi que d’un résultat de Carleman ([2], p. 75).

Nous établirons en premier lieu une inégalité majorant les coefficients de
certains développements en série de Taylor asymptotique.

Cette inégalité sera obtenue par la méthode des séries adhérentes intro-
duite par M. S. Mandelbrojt pour démontrer son inégalité fondamentale [4],
méthode qui consistera dans le cas qui nous occupe 4 construire certains
opérateurs différentiels commutables avec le groupe des homothéties.

Cette inégalité donnera le résultat de quasi-analyticité sur le segment (o, 1)
cherché. -

On établira pour terminer un résultat réciproque permettant de discuter la
condition obtenue (*).

(1) Les résultats de ce travail onl été annoncés dans une Note aux Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, t. 240, 1955, p. 41.
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1. UNE INEGALITE POUR CERTAINS DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. — Rappelons au
préalable les définitions et notations suivantes.

Etant donné une suite de nombres M,(M,> o), nous lui associerons ses
Jonctions de traces définies par

logT (r) = borne(n logr — logM,,) (r>o),

logS, (7) = borne(n logr — logM,,) (r>o),

nor

a désignant une constante positive.
1
e M
On a, pour r assez grand, si lim —» =+,
Il

T(r)==S.(r).

Etant donné une suite A d’entiers positifs, nous lui associerons sa fonction
de répartition N(t) égale au nombre d’éléments de la suite A inférieurs a ¢.
Nous appellerons fonction de répartition approximative une fonction N,()
telle que '

™) [N =N <.

Etant donné une fonction de répartition approximative N,(¢), nous considé-
rerons sa régularisée concave N, (1), ¢’est-a-dire la plus petite fonction concave
vérifiant N;(2) > N, (2).

Si I’on pose

g(e) =bome(Na(£) —et) (e3> 0),
(>0
on aura également
g(e) =Dborne(Ng(¢) —et)
>0

et, quel que soit >0, on pourra trouver ¢, tel que
(2) g (&) =Na(t) — &t.

Ceci étant, on peut montrer la formule de réciprocité suivante (Mandel-
brojt[4], p. 6)
(3) N3 (¢) = borne[g(¢) =+ et].
£>0

En effet, en tenant compte de (2), on a

borne(g(e) - et) = borne (N3 (¢') — eut' + ep),
>0 >0
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borne qui est atteinte pour z=1, ce qui établit (3). On dira que la densité
Dy, (A) de la suite A par rapport i { M, |, est inférieure a ¢, s’il existe une fonc-
tion de répartition approximative N,(z) de A telle que

,l.]:niﬂ logT ()

<p

Il résulte de cette définition que la densité de la suite A reste inchangeée
lorsque I'on ajoute & A une suite A’ telle que

L
2 7. <00,
hE

En particulier, si la suite A vérifie I'inégalité précédente, Dy (A)= o quelle

que soit la suite { M, }(M,, <+ ).

2. Enoncons maintenant I'inégalité 4 la démonstration de laquelle la plus
grande partie de ce travail sera consacrée.

Tukorime 1. — Soit [(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur le
segment (0, R), vérifiant U'inégalité | f(¢)| <M,

(4) f™(o)=o0o si ngA,

A désignant une suite d’entiers positifs, N(t) sa fonction de répartition.
Supposons que l’on ait

(5) f+wlog'l'(l')67l§:+oo, limN_(lQ —o,
(6) A=y (A) <+
" Alors on a

S® (o)

(7) log TR

<—plogzR + hx(R) + 0x(p) <o<x<z__i__\),

P!

ot h,(R) est une fonction de R déterminée dés que l'on connait M,, A, et x,
0x(p)

ot 0,(p) estune fonction de p vérifiant lim =~ =o, déterminée indépendamment
. p=-+»
de R dés que U'on connait M,,, A, x.
Démonstration. — Nous allons, en utilisant la transformation de Mellin-

Polya appliquée a certaines fonctions holomorphes dans le demi-plan,
construire des opérateurs intégrodifférentiels de projection.

Effectuons d’abord la construction des fonctions holomorphes dans le demi-
plan qui seront ensuite transformées par la transformation Mellin-Polya.
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3. Lemme. — Soit A une suite d’entiers positifs telle que

lim-N—it-2 —o.

Alors, pour toute fonction de répartition approximative N,(t) de la suite A, il
existe une fonction B,(z), holomorphe dans le demi-plan x > o, telle que

(8) B.(n)=o  (neA),
(9) lim M —o0
>0 X
o =3 2A\

‘ Q, désignant le complémentaire de la réunion des cercles de centre n (n€A)

et de rayon }],
4

(10) log | By (iy)|=nNux(jy]|) presque partout (0 <y <<+ ),
(11) lim 2880 o e n.
n>» n

Démonstration. — Soit F,(z), (5 =a + ty) la fonction, holomorphe dans le
demi-plan, définie par la relation

log|Fa(;)[:.r‘/r <w2+(;/_,)z“ : >N(Il!)dt+xf Naleh =N(eD) ,

1 2 x—+ (y —t)?

»

on a alors, presque partout sur I’axe imaginaire,

lim log| Fy (2 + iy) |= 7Ny (|y])-

xr=0

D’autre part, lorsque « tend vers I'infini, on a

TN D '
log[Fa(x)[—_——.r[" o dt + I+~ L+ 1+ 1,
\ . N()
ou en tenant compte de (1) et de lim —= =o,

_ (T NUeD =N
I,,_xf P pv— dt =o(x),

-+ / +x
I.z::vf Nf“'_}dt:o(x/ ‘,lt‘ odt):o(x),
e T t* J_,

I,= xf V ~————‘—t—‘Z—I\I(L—a!t: o(x),

@+ ) o+ o)




LA QUASI-ANALYTICITE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE BORNE. 97

de méme, I,= o(x), d’ou

(12) tog  Fa() | =~ 20 [ 0t o).

Posons maintenant

ll

Ll

NS | =t

el
. : . N(¢)
suivant [4] (p. 127), nous allons montrer moyennant lim — =o, que
(13) 1og¢G(z)[:2xf”N—t(Qth+o(x) (zeQ0).
0

On a en effet
]OglG(Z)I:SV"‘Sz—FS;, ou i;]:r

: sz "N(¢) f‘-’"N(z) f"N(z)
S, = —:235[ — dt 4+ 22 ——dt=o2x | ——>dt+ o(x),
! 2 A . O .o ARZ

A<'2/'
A—z| ¥ r ANt
Sz_—_z‘log T e7~:0<;‘—§x>:0<xr[ tz()>:o(x),
A >or \ A> 2r =
A—3
, S;;:Elob )\-{—-,Z < o.

Pour démontrer I’égalité (13), il suffit d’établir sur Q, une minoration de S; de
la forme S, > o(«x). Nous distinguerons deux cas : si d’abord » > 102, I'iné-

galité .;—:—f } >1— §r£ entraine

S;> 2 log<1—8§>>N(9r) log(l——— 8—)> O(N(2r) 8x>—o(x).

A<2r

Si enfin r <102, on a

;N(?./)
|54+ 4| <hr, Z]Og]z_)\|>2Elogp:N(27‘)log 221‘)
A<or p=1
N(ar)
Si= Y log|2—s|— ¥ log|A+5|>N(2r)log ——— —N(ar)logir,
A<or A<
N(ar) N(ar)
S:}>—10x——;——1 8 6o =o(x),

ce qui établit I'égalité (13).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. v 13
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Nous poserons

. NN "7 _aN(y)
Ba(z):Fa(Z)GA(Z)e—&’, ou d:‘/o' mdt.

En tenant compte de (12) et (13), ona z€Qx :

1og|Ba(x)|:o(x)+zxfom<§;_ — I—_FIT_,>N(t)dt——2:vf0MN(t)<;§ _ I_:t?>dt |

N
—:;o(x)—Qxf; ﬁdt:o(m).

(9) est ainsi satisfait; (8) et (10) se vérifient immédiatement.

Enfin, si p€A, nous considérerons la suite A, obtenue en retirant de la
suite A I’élément p. Alors, (13) sera valable uniformément pour les fonc-
tions Gy, (3) associées aux suites A, et ainsi

PN (¢
log]GAy(p)lzgpf l(?)dt—t—o(p),
0
et, comme
, 8—5p+2
Ba(p) = Fa(p)Ga,(p) 2p ’
(11) se trouve ainsi établi. €. Q. F. D.

Le lemme suivant va permettre de construire, a partir de la fonction B,(z),
les opérateurs de projection désirés.
» o . N(2)
4. LeMME. — Soit A, une suite d’entiers vérifiant lim — = o, N.(?) une fonc-
‘tion de répartition approximative de la suite A, alors il existe une suite d’opé-
rateurs linéaires { 3, , |, e a définis sur U’espace vectoriel des polynomes a coefficients

complexes vérifiant

(14) Papti=0  (n€A, nz=p),
v,

(15) ﬁa,ptP:p+2Ba(p+1),

(16) . degré (Bq,,P) < degré P(2).

Si U’on pose | P(?) |[x= max [P(2)| pour tout x < 1, on peut trouver une fonc-
0L1<ZR
tion A,(n) telle que

(17) log || Bop P llan <10g || P [ln+ Au(r)  [n=degré de P()],

A.(n) €tant indépendant de p et vérifiant

(18) Tim Az(n)

" TrN&(n\/ d )
. 1—a

1.
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n
Démonstration. — Si P(t):Z a.t’, on poserapEA :

alr 1 .

o) o “2 ok
ou B,(z) est la fonction associée par .le lemme du paragraphe 3, a la
suite A'=A -1, c’est-d-dire a la transformée de la suite A par la trans-
lation (z, z4-1). Les propriétés (14), (15) et (16) résultent immédiatement de
cette définition.

Pour établir I'inégalité (17) nous allons représenter {3, , a I'aide d’intégrales
complexes. Posons

+=oe°

‘ B, (2) T T .

b(u):f °‘ w=du; A= largu | < =, u=1-+1is.
A (z—p—1)(5+1) 2 ° 2

alors, en vertu de (9) et (10), &(u) est une fonction holomorphe dans le demi-
plan z>> o privé du segment o =<¢~1. Etudions le comportement de b(u) au

. . . ™
voisinage de ce segment, on a, sio < ¢ = >

(20) log|b(re)|=1log

+» .
Ba(l)’) iy .
: - —ie=9 dy | << logm + ,
fo 00y —p—1) 4 g7 4 ga(9)

ou, en tenant compte de (10), -
¢2(9) = borne(log | By (iy) | — ¢y ) = borne (7 Nu(y) — 9y).
y>0 y>0
D’autre part, on aura pour £, > 1, d’aprés (9) et (11)

e B, (x) N .
fo (x+1)(x__p_l)(,to—l—l$’) dll<(Jt0,

|b(to+ is) | =

C, étant indépendante de p.
Considérons le triangle T, , entourant le segment (o, 1), défini par

. 4 .
Tq,,,o::{u, u = re*ie < Zr 0:cp> ou =ty {s|étotg<p)} (e=s+1t).

La formule d’inversion de I'intégrale de Mellin-Polya donne

B.(z) 1 I .
(z+l)(z—p—l)—;5£’tb(lt)u dus

on peut alors écrire (19) sous la forme

(21) ca,pp(t):'z%rf P(tu)b(u) du.
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Si ¢, vérifie zt,=v <1, on aura,

(21) | Ba,pP len<< 4 max |P(«)| max |b(u)l <0<<P< %)
1, ueT,

%R

Le maximum de P(u«) dans le tnangle T, va étre évalué en appliquant un
théoréme de M. Serge Bernstein ([1], p. 1 12) Si 'on désigne par I'; I'ellipse

[s—R|+|5]L = <8+ > (0>1),

on a
maI)'c]P(u)i<8”||P|[R [n = degré de P(u)];
uels

le triangle T, ., sera contenu dans Uellipse I'; si

2<8+3> coscp+\/(I—Y+Y2t°"”

ou

1

><r+0<cp M,

S=14y(0),  avee by(g)= cp(

(21") s’écrira alors, en tenant compte de (20),
log || Ba,p P [lar << nt].ul,(cp) +¢a(9) + OY(I) + log || P [Ix (1>y>2);

cette relation est vérifiée quel que soit ¢ >>o. En appliquant (3), y étant fixé,
on aura

IOg ” ﬁa,pP ”'Lné TEN;(” \/-I_i’]-’> -+ ]Og H P I|R+ O*{(I) (1> T> x),

ce qui établit (17) et (18).

Nous allons effectuer un prolongement « par continuité » de I'opérateur 3, ,
a certaines classes quasi analytiques. Nous aurons besoin du lemme d’approxi-
mation suivant :

5. Lemme. — Soiz f(2) une fonction indéfiniment dyfférentiable définie sur le
segment (0, R)(R <+ ), satisfaisant a|f" (t)| <M,, il existe une suite de
polynomes Q,(t), de degré n, telle que

(22) =300,
(23) 1Qu(0) e < — S(ﬁ) («=13)

S.(r) ayant été défini au paragraphe 1.
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Démonstration. — Rappelons brievement la démonstration donnée

dans [ 3] (p. 44).

R . ST L. .
Vid <E<I —+ cos@)) est une fonction périodique de période 2=. Ecrivons son

.

développement de Fourier

=

f('/;)<%([ 4 cosﬁ)) :EA{: cosnf.

0

En dérivant par rapport a 0, on obtient les relations

P+l Ap+L
(24) . AZ o A/l—1 nt+1 I;{.
2n 2

Les formules de Fourier, donnent aprés une intégration par parties,

TALH <

2o X (i),

n
d’ou, d’apres (24),
1A¢1|<2Mp+..,(5)' (),

2n

En appliquant une nouvelle fois (24), on obtient

A?

n—1 " Aﬁ+1 R

an 2

3
At | = <M. (—R—) (n3)

2n

et, finalement,

R\
<M (o) =)

) R
|A,Ll<r2— <a__—>-

ou

20 —
R

En prenant Q,(¢) = A, cosnarc cos< R> on satisfait a (22) et a (23).

C. Q. F. D.

6. Enoncons maintenant le lemme d’extension :

LemMe. — Pour o > Dy, (A), on peut définir une suite d’applications linéaires
Bopn(PEA) de Uespace vectoriel ¥ des fonctions indéfiniment différentiables
définies sur (o, R)(R <+ o) vérifiant

|f7(8) | < Mg,

dans Uespace vectoriel ® des fonctions définies et continues sur tout inter-
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4R A . .
valle <o, m> (h < 1) et approchables uniformément sur ces intervalles par

un polynome de degré n a moins de E;,(n) oil

— logE,(n)

) mE sy
(26) By, vérifie (14) et (15),
' k: gA<n(/l) ) 4
(27) nﬁp,,,fum<22,——,2—n§» A
n==o SE(F
(28) Si fr(o)y=o0 (m<n), alors  (3,,f(¢) =0().
Démonstration. — Sur I'espace vectoriel ¢ des polynomes a coefficients

complexes, nous définirons une norme, en posant
N N
P ([ = infz | Po Iy eBeln ou 1)(;)‘:21)"@) [ n = degré de P,(¢)],
0 0

'infimum étant pris sur ’ensemble de toutes les décompositions de P(¢) de
cette forme, A.(n) ayant été introduit dans le lemme du paragraphe 4.

D’aprés (17), on a
(29) 18P flan= X 11 By P lan [ P

les opérateurs 3, , définissent ainsi des applications linéaires, continues, de
norme au plus égale a 1, de I’espace vectoriel ¢ muni de la norme ||| ||[.; dans
I'espace de Banach (o, xR) des fonctions définies et continues sur (o, R).

Soit & le complété de ¢ par rapport a la norme || ||z, 3,., P'extension
de 3, , ac. :

SoitE Q.(?)la série de polynomes convergeant vers f(¢) construite en (22).

On aura

(30) 1Qn(8) ller < 2

'

eAa:(”)

an
(%)
qui, en tenant compte de (18) et de lim= li‘*’% < ¢, pour n assez grand (v} > o)
et en supposant satisfaite I’égalité T(r) = S,(r), donne

(31) logMQn(t>mﬂ<N*<"V;—f—$+'M>—‘OgT<2T{‘Z>'

Remarquons que si 'égalité T(7) = S,(r) n’est pas satisfaite alors

logM,,= O (n), logS(r)y=0(r) et log|| Qn(2) ll[an < — an.
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Lasérie [[|Q.(?)[||.x sera donc absolument convergente dés que 9—25

A . -
ou x < 4_+4‘R_E’ alors, la série Q,(¢) sera absolument convergente dans z, ce
qui permettra d’identifier £ un élément de c. On aura en vertu de (29) et (30),

. eAJ;('l] I
)

[ B Mo < D1 Qulllen< 2 ¥,

"5 (%)
ce qui établit(27), d’autre part,

1Benf — Zﬁp,,inlm<2an|||m_22 E;,’l>:o< "’<A2‘1\}>>

‘N+1 N+19R R Sl{ _l:i—

ce qui établit (25), (26) résulte de la définition de J3,, par prol'ongement

de Bq, -
Il reste a établir (28). Posons

&) =ef(¢)
alors on a

gww—Z(—w'( ) M ern o).

r=ou

Substituons & f7="(t) son développement de Taylor arrété a 'ordrer—+n,

n—1

q
| — _I \ q-+s —n+s AT r(r+/2) na
g(l)(t)——]:‘(n) Z f(/ )(O)t 2(_1) <q>r(r+s+l) ﬁ( )I‘(n;2< >r+n
s=n—q r=0 »

ou

By
Les identités
7 . n—s—1
Z(— 1)r< "> F(I‘r(;—;—_’:—)l) — [;un_s_1 ur (1 — u)’/]u_lz o si oZLn—s—1<gq
donnent
27
(32) laf’/><t>|<r(n+ 5

Caleulons B, ,/(¢) = B,,,t"g(¢) en appliquant (21), on a

(33) ﬁo pthg ()= Z f trurH,, (tu) b (u) du = t”Z H,, (tu)b*(v) du = t"B*g,

To,to

ou H,(t) désigne la série de polynomes construite par le lemme du para-
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graphe 5 et convergeant vers g(¢), ou b*(u) = u"b(u) et o 3* désigne l'opérateur
défini sur ¢ a partir de b*(u) par (21). Justifions les égalités (33) Il résulte de
Pinegalité |6°(u)| < (wsq,)n [b(@)|(ueT,,) que || B Halla < oimm (Cosw e fl e i1

résulte de (32) et de (23) que Z | B H, w4 0 six <l Z—(m’ B*g est

.. . PO . y 2R
ainsi une fonction définie et continue sur I’intervalle <o, m>, (33) vaut

dans cet intervalle ce qui entraine (28). C. Q. F. D.

Avant de démontrer I'inégalité du théoréme I nous allons énoncer un lemme
d’unicité qui s’obtient par un simple changement de variable de théoréme de
quasi-analyticité de Denjoy-Carleman.

7. Lemme. — Soit g(t) une fonction définie sur le segment (o, R) par la
série g(t) :2 Q.(?), Q.(?) étant un polynome de degrén, || Q,,(¢) |[y< e'**"" (e < 0),

ot T(n) est défini au début du paragraphe 1. Supposons que (b)) soit valable et que
g(2) = 0(t™) quel que soit m > o, alors g(t)=o.

Démonstration. — Considéronslafonction périodique o(0)= g[ % (1 —cosﬁ)]

et sa série de FourierE a,cos ph.

En appliquant I'inégalité de Parseval, on obtient

* 27 N 5
2] ak12<f lCP(O) —Z Qn[l;(l - 0059)” db < 271'2 e 108T0) — O (' 108 T M),
N-+1 0 [

g>N

En particulier, |ay|<Be" ™™ ¥; o(8) est une fonction indéfiniment
dérivable sur le segment (o, R), et 'on a

cP(n)(@') < Bm;lx Nr e lugT(N-—‘.’),

ce qui entraine avec (5) que ¢(0) appartient & une classe quasi analytique. De
plus 'hypothése g(z) = O (¢™) entraine ¢(0) = 0(0") (m > o).
¢(0) a toutes ses dérivées nulles en o donc ¢(8)=o. C.Q. F.D.

8. DEMONSTRATION DE L'INEGALITE (7). — Soit f(¢), une fonction indéfiniment
différentiable sur le segment (o, R), satisfaisant aux hypothéses du théoréme,

0 >Dy (A), B,., les opérateurs définis par le lemme du paragraphe 6. Posons

(35) fr =g -2 pen),

()
EMOESAOEDY ﬁf__.‘;(!o).

<N
q#p
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Soit () =B, ,/,(¢). Alors (14) et (4), entrainent ()=, ,gx,(¢). En
appliquant (28), on obtient ¢ ()= 0(z"), quel que soit N >o. Enfin (25)
permet d’appliquer le lemme du paragraphe 7 et de conclure ¢(z)=o sur un
voisinage de I'origine qui va étre précisé.

En tenant compte de (34) et de (15) on obtient

= p )
Bondp(6) =Bpnf — 7 :_ L f;(!O) By (p+1)=o0.

En appliquant a I’égalité précédente (27), on obtient

f7) . 2p ) E At i

) 4
p! B, (p +1) (xR)” 0 SB<E£>’ o 4+R2p?’
s\ R

ce qui, en appliquant (11) et en remarquant que ¢ a été assujetti a la seule
condition ¢ > D, (A), entraine (7). C. Q. F. D.

9. LA QUASI-ANALYTICITE SUR UN INTERVALLE BORNE. — L’application de 'inégalité
démontrée dans le paragraphe précédent donnera immédiatement le résultat de
quasi-analyticité généralisée, objet de ce travail. Nous démontrerons ensuite en
quelque sorte une réciproque qui nous permettra de discuter les hypothéses
sous lesquelles aura été obtenu le résultat direct.

TutoreME. — Soit f(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur le
segment (0, R), vérifiant | f(t) | <M, ou la suite {M,,} vérifie la condition de
quasi-analyticité de Denjoy-Carleman, soit A une suite d’entiers positifs telle que
fn(o)=o0 sime&A. Soit d' = Dy (A) la densité de la suite A par rapport a {M,,
définie au paragraphe 1.

Alors f(t) est une fonction analytique dans le cercle de centre o et de

4R
rayon m
Démonstration. — D’aprés 'inégalité (7), ona

f(,”)(o)

p!

1 I

EII ;T{, ou x<

P

A
b+ Rd’

ce qui démontre le théoréme.

10. CoroLrARE. — Soit f(t) une fonction indéfiniment différentiable définie sur
le segment (o, R) et appartenant & une classe quasi analytique. Supposons que

S (0)=o, sauf pour une suite A{n,} telle queE n_I,, <+ o0. Alors f(t) est une

Jfonction analytique holomorphe dans le cercle de centre o et de rayon R.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 14
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Démonsiration. — On peut prendre pour fonction approximative de réparti-
tion de la suite A lafonction identiquement nulle, alors Dy (A) = d = o, I'appli-
cation du théoreme précédent permet de conclure.

Remarques. — La conclusion de ce théoréme différe de celle du théoréeme
d’Hadamard-Fabry sur le prolongement analytique des séries de Taylor lacu-
naires en ce que I’on ne peut affirmer I'holomorphie de /() que dans un cercle
de rayon en général plus petit que I'intervalle ou f(¢) est définie. Nous cons-
truirons au paragraphe suivant des exemples montrant que le rayon d’holomor-
phie peut étre inférieur a I'intervalle de définition.

Le corollaire est directement inspiré de [4](p. 153).

On pourrait montrer plus généralement, comme dans [/4], que les propriétés
de quasi-analyticité généralisée surle segment (o, R) ne se modifient pas lorsque

I’on ajoute a la suite A une suite A’ telle que Z ;) <.
PeN
On peut enfin remarquer que si 'on avait désiré obtenir seulement le
corollaire il aurait suffi de démontrer I'inégalité (7) sous l’hypothéseZl—i < A,

rei
hypothése qui permet de construire beaucoup plus facilement les opérateurs 3, ,

par de simples produits de composition avec des fonctions bornées, définies
sur le segment (o,.1).

Nous allons démontrer un résultat inverse de celui du théoréme précédent.

11. TutoriMe. — Soit A une suite d’entiers positifs, N,(t) une fonction de
répartition approximative de la suite A, M, une suite de nombres positifs
vérifiant (5). Supposons

1

p .
(35) 1m-—n——_—l—oo
o No(2)
(36) d°—liIEﬁlw (O<d.é+00),

alors 1l existe une fonction indéfiniment dérivable f(t) définie sur la droite
(0, + o), vérifiant

(37) [ f(t)]| <M,  f™(o)=o si mé&A

. ’ ' I
et holomorphe exactement dans le cercle de cenire o et de rayon — -

Démonstration. — Supposons d’abord d =1 et posons

+» ti-y
e o=/ werEm
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ot B(z) désigne la fonction associée par le lemme du paragraphe 2, i la suite A
et a la fonction de répartition approximative N,(¢). La formule de Cauchy
donne

- (h N
g(6) — %VW_—)W - 0( ITN)>

ce qui montre, en appliquant (9) et (11), que g(z) est holomorphe dans le
cercle de centre o et de rayon 1 et exactement dans ce cercle. Dérivons
I’égalité (38) par rapport & ¢, on obtient, en tenant compte de (10),

lg¥(¢)| < sup (y + p)ri— e N0,
y>o

En tenant compte de (36), on a

log|g?(¢) | <—plogt + sup (plog(y +p) —d.logT(y))+o(p).

En tenant compte de (35) on a
sup (plog(y +p) — d logT(y)) =1logM,~+ o(p).
D’ou
log| g (¢)| <— plogt+logM,+ o(p).
D’autre part, lorsque ¢ estsitué sur I'intervalle (o, 1), on peut majorer gt”1(¢)
par la formule de Cauchy. Finalement, on obtiendra

I—90
2

log| g ()| <0<ir?1f<1<——p logd + logM,,—|— o(p), logp! — plog —+ A5>

en tenant compte de (35), on a, en fixant ¢ <1,
log |g7)(¢) | <logM, — plogd + Og(1).
- En faisant tendre maintenant ¢ vers 1, on obtient
log|g#)(¢)| <logM.+o(p) (0Lt <+ o0).

Posons maintenant, v, étant une suite donnée tendant vers 1, v,< 1, ¢, étant
une suite de nombres positifs qui sera fixée ultérieurement,

(= eng(nat)

la derniére inégalité entraine qu’il existe une constante B, telle que

|87 (nnt) | <BM,  (0Lt<+ o).

En choisissant la suite ¢, de telle sorte quez &, B, <1, f(t) vérifiera (37) et



108 PAUL MALLIAVIN.

sera holomorphe dans ie cercle de centre o et de rayon 1, et non prolongeable
analytiquement i 'extérieur de ce cercle. Ceci démontre si d, =1, le théoréme.
Envisageons maintenant le cas ou d 521, d < -+ 0.

Nous poserons M), = d”M et nous allons calculer la densité d_ .de la suite A
par rapport a la suite {M,}. On a T'(») =T(rd)) et en tenant compte de (35),
logT (rd,)) < d logT (r),

~d’ou

d—lim ) NG D him N

— logT(r) — ——logT(rd,) = d, —logT(r) — '

Appliquons & la suite {M,} le résultat démontré ci-dessus dans le cas
ol d >>1. On peut construire une fonction holomorphe exactement dans le
cercle de centre o et de rayon 1 vérifiant

LAP(8) | < M), = d—M,, k(o) =o si még A,

la fonction f(¢)=~h(dt) sera holomorphe strictement dans le cercle de
rayon é, vérifiera (37) et satisfera ainsi aux conditions de la proposition.

Pour terminer, examinonsle cas o & = ; on peut construire, d’aprés ce
qui précede, une suite de fonctions f,(z), holomorphes dans le cercle de

rayon %avériﬁant
(o) =nrA,  (A,=osipeA), Lf(2) | < B,M,.

En posant

©

f(!) :Z Ellf’l(l)’ ou ZEan<I (Eu> 0)7
0
on obtiendra une fonction f(¢) satisfaisant a (37) et non holomorphe au
voisinage de o, ce qui achéve la démonstration.
Pour comparer les deux derniers théorémes, il nous faudra faire sur la suite les
hypothéses de régularité suivantes.

Nous dirons que la suite A est réguliérement répartie si elle possede une

N3 (¢ o ONE
N((t)) =1, ou N;(?)

désigne la régularisée concave de N, (¢) introduite en (1). On a alors I’énoncé
suivant, qui contient dans un cas particulier les théorémes en question.

fonction de répartition approximative N,(¢) telle que lim

12. TukoriMe. — Soiz M,, une suite de nombres positifs vérifiant (5) et (35).
Soit A une suite d'entiers positifs réguliérement répartie, supposons Uexistence
de la limite

d=—lim

Jm e C=d=To)
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Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que les hypothéses
(39) IfAO<M, (0Lt <+w), S (o)=o0 si meA

entrainent que f(t) soit holomorphe dans le cercle de centre o et de rayon R, est
1
que Ry = —-

Démonstration. — La condition est nécessaire d’aprés le théoréme précédent.
Soit maintenant une fonction f(z) satisfaisant a (39) alors, elle satisfait sur
tout intervalle borné (o, R) aux hypothéses de la proposition du paragraphe 9,
donc f(¢) sera holomorphe d’aprés cette proposition dans les cercles de

4R . . .
centre o et de rayon o(R)= TR La fonction ¢(R) atteint son maximum
pour R= ?l et @(%) = ;7, la fonction f(¢) sera ainsi holomorphe dans le cercle
de centre o et de rayon le ‘ C. Q. F. D.

13. RemaRrQUES SUR L'INEGAUITE (7). — On aurait pu construyire d’une maniére

plus explicite des opérateurs de projection analogue aux B, ,, introduits au
paragraphe 6 en utilisant la méthode de M. S. Mandelbrojt [4]. On aurait déter-

miné une fonction entiére G(s)= Y a,s" de type exponentiel d’ordre zéro, -

0
s’annulant sur la suite A et ’on aurait défini un opérateur y en posant
=2 f " (0)-
0

On peut montrer, sans développer explicitement ce procédé, que I'inégalité (),
s’applique sous des hypothéses ot le calcul symbolique défini par G(z) n’aurait
pas permis de conclure.

En effet, I'inégalité obtenue par ce calcul symbolique serait de la forme
(40) /(o) | <Pl

ou A, sera indépendantde lalongueur R de I'intervalle sur lequel f(¢) est défini
et quasi analytique. Siles hypothéses permettantd’appliquer (40) sont remplies
pour une fonction f(¢)définie sur (o, + ), en faisant croitre R indéfiniment,
(40) montre que f(¢) est identiquement nulle.

Au contraire, I'inégalité (7) peut s’appliquer & des fonctions non identique-
ment nulles définies sur la demi-droite comme le montrent les fonctions cons-
truites dans la proposition du paragraphe 12.

Cette remarque peut montrer que ce ne serait pas entreprendre un travail
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sans objet que de démontrer pour les séries de Dirichlet, I'analogue de
I'inégalité fondamentale de M. S. Mandelbrojt, en utilisant des opérateurs de
projection définis, comme dans ce travail, & 'aide de la transformation de
Polya-Laplace au lieu de la transformation de Polya-Fourier intervenant impli-
citement dans [4]. La technique a utiliser est assez différente de celle de ce
travail : les opérateurs (3, , étant alors définis facilement par une intégrale de
Cauchy, la condition d’adhérence du paragraphe 7 et la démonstration de I’ana-
logue de I'inégalité (11) représentent la principale difficulté.

Signalons pour terminer que I'inégalité (7) permet évidemment d’obtenir des
résultats du type suivant dont voici le plus élémentaire : Soit f(z) une fonction
entiére d’ordre fini, supposons que

fm(0)=0  (ngA), Y <+
, A
Posons
M (r) = max| f(re)|, m(x) = max f(2),
0zt

alors
logM(r) =logm(r) + O(logr).
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