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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE

CONTRIBUTION A L’ETUDE

DES

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
DE DEUX VARIABLES

‘Par M. Vincent OU TCHEN-YANG.

INTRODUCTION.

Des quatre fonctions hypergéométriques de deux variables F,, F,, F;, F,
de P. Appell (*), la premiére est la généralisation laplus parfaite de la fonction
hypergéométrique d’une variable. Elle est la seule des quatre qui admette
comme expression analytique, outre son développement taylorien et sa repré-
_ sentation eulérienne par uneintégrale double, une intégrale eulérienne simple.
E. Picard (*), & qui on doit cette expression de F,, a, de plus, étendu a F, le
probléme de Riemann et la méthode, de Riemann également, permettant de
calculer le groupe de monodromie.

Le présent travail cherche 4 étendre de méme la méthode géométrique de
Schwarz, celle de Riemann étant analytique. Les exposants de la fonction
hypergéométrique d’une variable F (z) étant supposés réels, les fonctions de

(1) P. AppELL, Séries hypergéométriques de plusieurs variables (Mémor. Sc. Math., fasc. 1I1, 1925,
p- 3 et suiv.).

(2) E. Picarn, Extensions aux fonctions de deux variables du probléme de Riemann relatif aux
Jonctions hypergéométriques (Ann. Ec. Norm. Sup., 2¢ série, t. 10, 1881, p. 303-322); Sur les fonc-
tions hyperfuchsiennes provenant de séries hypergéométriques de deux variables (Ann. Ec. Norm.
Sup., 3¢ série, t. 2, 1885, p. 357-384). _ v

Ann. E¢. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 1
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Schwarz, rapports de deux branches fondamentales de F(x), représentent le
demi-plan supérieur sur un triangle d’arcs de cercle que ces exposants détermi-
nent a une transformation homographique preés; les cotés circulaires du triangle
déterminent a leur tour, par symétries successives, le groupe de monodromie
correspondant; la conservation d’une forme d’Hermite par ce groupe de mono-
dromie résulte ensuite du fait géométrique qu’on peut toujours trouver un
cercle, réel ou imaginaire, orthogonal a trois cercles donnés.

L’extension de ces résultats au-cas de deux variables indépendantes n’est pas
immédiate. L’intuition géométrique du plan de Cauchy tombant en défaut,
c’est dans l'espace projectif 4 deux dimensions complexes, donc a quatre
dimensions réelles, que nous sommes conduits 4 nous placer. La ou l'on a
uniformément, dans le cas des fonctions de Schwarz, des cercles, nous devons
introduire, dans le cas présent, tantot des chaines planaires, a deux dimensions
réelles, transformées homographiques du sous-espace réel, tantot des hyper-
surfaces hermitiennes, a trois dimensions réelles. Les unes et les autres posent
divers problémes tant topologiques que proprement géométriques. L’examen
de ces problémes nous mettra sur la voie de I’extension en vue.

La fonction F,(z,y) étant multiforme, I'étude précise de ses diverses
branches dans ’espace des variables « et y nécessite 'introduction d’hyper-
surfaces simples, semblables aux coupures de la théorie des fonctions hyper-
géométriques d’une variable, portant sur elles les six variétés linéaires a deux
dimensions réelles que forment les points singuliers de F,(z, y). Me servant
pour cela de quatre hypercones hermitiens, j'obtiens ainsi un demi-domaine
fondamental, simplement connexe et symétrique de son complémentaire, grace
auquel je fais disparaitre toute équivoque sur les déterminations de F,(x, y)
et les substitutions de son groupe de monodromie. Je mets ainsi en évidence
une propriété de structure de ce dernier : les cinq substitutions fondamentales
qui 'engendrent ne peuvent étre données arbitrairement : elles vérifient un
certain nombre de relations de permutabilité.
~ Les exposants F, (x, y) étant supposés réels, je regarde trois branches fonda-
mentales de F,(z, y) comme les coordonnées homogénes d'un point dans un
autre espace projectif 4 deux dimensions complexes (c’est une maniére
commode de considérer leurs rapports mutuels, généralisations des fonctions
de Schwarz). Chaque substitution fondamentale du groupe de monodromie
détermine dans cet espace une transformation homographique, produit de deux
symeétries successives par rapport a deux chaines planaires. Je raméne ainsi le
calcul du groupe de monodromie & 1'étude géométrique d’un cycle de chaines
planaires. Les relations de permutabilité permettent de limiter a quatre le
nombre de ces chaines.

Nous montrerons ensuite : 1° qu'un cycle de quatre chaines planaires dont
deux consécutives ont en commun une chaine linéaire dépend de quatre para-
métres réels que laisse invariants toute transformation homographique;
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2° qu’il existe une hypersurface hermitienne, et en général une seule, ortho-
gonale aux quatre chaines planaires. Nous obtiendrons ainsi le groupe de
monodromie de F, (z, y) et la forme d’Hermite qu’il conserve, forme dont nous
déterminerons la nature, elliptique ou hyperbolique.

Ces derniers résultats ont fait I'objet d’'une Note insérée aux Comptes rendus
de I’ Académie des Sciences (*).

CHAPITRE 1.

VARIETES SINGULIERES.

I. Donnkes anawymigues. — 1° La fonction hypergéométrique de deux
variables F,(x, y) de P. Appell (*) peut étre représentée par I'intégrale
eulérienne

(1) s= [ w*(u—1)B(u —2) (u—y)P du

v

étendue a certaines lignes fermées. Elle vérifie le systéme d’équations aux
dérivées partielles (p, ¢, r, s, ¢ désignantles dérivées partielles de z du premier
et du second ordre)

x(x—1)r +y(y —1)s
=[(a+B+2y+0)z+3dy —(a+v+d)p—v(a+B+y+d+1)5
(2) z(x —1)s +y(y —1)¢
=[yx+(a+B4+v+20)y—(a+y+0d)]g—0(a+B+7+d+1)5,
(y —x)s=9dp —vq,

la troisiéme équation, vérifiée par toute fonction de la forme
j (. —2)(u—y)f(u)du,

étant une conséquence des deux premiéres.
On démontre sans peine 'intégrabilité compléte du systéme (2), quelles que
soient les valeurs des constantes «, B3, v, ¢. Un tel systéme posséde des pro-

priétés qui 'apparentent aux équations différentielles ordinaires. Ses solutions -

dépendent de constantes arbitraires et sont déterminées par des valeurs
initiales. Le nombre des constantes arbitraires, qu'on peut appeler ordre du
systéme, est celui des quantités dont les valeurs initiales déterminent chaque

(3) V. Ou TcuEN-Yanc, Sur les fonctions hypergéométriques de plusieurs variables (C. R. Acad. Sc.,
t. 234, 1952, p. 1524-1526). ’

(*) P. ArpELL, Séries hypergéométriques de plusieurs variables (Mémor. Sc. Math., fase. I1I, 1925,
p- 3 et suiv.).
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solution. Dans le cas du systéme (2), on peut se donner arbitrairement en un
point les valeurs de z, p, ¢ : 'ordre du systéme (2) est égal a 3.

2° Les équations (2) sont linéaires : elles donnent r, s, ¢ comme fonctions
linéaires et homogenes de z, p, ¢, les coefficients étant des fonctions ration-
nelles de « et de y. 1l s’ensuit que, z,, z,, z; étant trois solutions linéairement
indépendantes, la combinaison

G514 Cozo+ Cyzy

est encore une solution, quelles que soient les constantes C,, C,, C;. Montrons
que, réciproquement, toute solution peut se mettre sous cette forme.
Soient, en effet, d’'une maniére générale,

r=R(z, y)p +Ri(x, y)qg+ Ri(x, y)s,
(3) s=S,(x, y)p+S:(x, ¥)q+ S5 (2, y) 3,
t =Ti(z, y)p+To(z, y)q+ Ti(x, )5,

trois équations linéaires, a coeflicients rationnels, complétement intégrables.
.. . e, Or Jds 0Os at . T
Les conditions d’intégrabilité -~ = —, —— = —— entrainent, en particulier,
dy  dx  dy dx
comme on s’en rend aisément compte,

I(Ri+8S,)  9(S,+T,)
_ (4) dy - ox )

Or, pis Gis Pas qos Ps, Gs désignant les dérivées premiéres de z,, 5., z;, posons

&1 S Z3
3

A=|p p ps
q. g2 g3

En dérivant A par rapport 4 x et & y, on a, compte tenu de (3),

| oA oA
(3) T (Rers, SRS (S ToA.
La relation (4) assure l'intégrabilité complete du systéme (5). Celui-ci
s’intégre alors immédiatement et donne

(1':3’)(

(6) A — AO e‘].(xmyo)

Ry + S;) dx+(S;+Ty) dy

Si 'on appelle points singuliers du systéme (3) les points singuliers de ses
coefficients, la formule (6) montre que A ne s’annule jamais en un point ordi-
naire, 3 moins de s’évanouir identiquement. Dés lors, en tout point ordinaire,
on peut disposer des constantes C,, C,, G, pour faire prendre & la solution
Cy3+Cyz+4Cyz; et a ses dérivées premieres trois valeurs arbitrairement
données. On obtiendra ainsi toutes les solutions.
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3° Les points singuliers du systéme (3) sont les seuls points singuliers
possibles de ses solutions. Cette propriété fondamentale découle des démons-
trations classiques par lesquelles on établit ’existence méme de ces solutions.
Tirons-en tout de suite les conséquences suivantes :

3(x, y) étant une solution de (3) déterminée par sa valeur et celle de ses
dérivées premiéres en un point ordinaire (x,, y,), soit (,, y,) un autre point
ordinaire. La valeur de s(x,, y,) dépend du chemin continu par lequel on va
du point (z,, y,) au point (x,, y,) sans passer par aucun point singulier; mais
deux chemins semblables qu’on peut ramener I'un a I'autre par variation
continue, sans passer par aucun point singulier, donnent la méme valeur
5(@4, y1). .

Les points (x,, y,) et (x, ¥,) peuvent, en particulier, se confondre. Un tel
chemin qu’on peut qualifier de fermé, ne raméne pas nécessairement z i sa
valeur initiale; il fait alors passer d’'une détermination de z & une autre. Etant
données trois solutions fondamentales z,, z., z;, le parcours d’un chemin fermé
conduit ainsi a trois autres solutions Z,, Z,, Z;, combinaisons linéaires,
d’aprés 2°, de z,, 5., z,. On peut donc écrire

2y = Ci151+ Ciazo+ Cys 5,
(7) Z,— Cy15+ Co5y+ Gz 5y
Z,=Cy 5+ Gz + Cyse

Les substitutions linéaires qui correspondent ainsi aux divers chemins
fermés forment ce qu’on appelle le groupe de monodronie.

2. ESPACE DES VARIABLES ET ESPACE DES FONCTIONS. — Deux espaces projectifs a
deux dimensions complexes vont nous occuper successivement. Le premier,
’espace des variables, est celui ou sont représentées les variables indépen-
dantes x, y : ses deux plans coordonnés sont les plans de Cauchy dont x et y
sont respectivement les affixes complexes. A cet espace nous en adjoindronsun
autre, celui des fonctions, dans lequel nous regarderons comme coordonnées
homogénes trois solutions fondamentales du systéme (2).

Nous n’envisagerons tout d’abord que le premier.

3. Narure pE L’EspAck uriList. — L’espace projectif & deux dimensions com-
plexes n’est pas I’espace projectif & quatre dimensions réelles : il en différe
par le fait qu’on y groupe les quatre variables réelles u,, ¢;, u,, ¢, en deux
couples en posant ‘

(8) ‘ T = Uy~ 9q, Y = U+ 9.

Une certaine dissymétrie en résulte pour les quatre variables réelles. Si, par
exemple, on appelle plan 'ensemble des points dont les coordonnées réelles
vérifient deux équations réelles du premier degré, il y atira lieu de distinguer,
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parmi les plans, ceux pour lesquels ces deux équations peuvent étre remplacées
par une seule en variables complexes

Az + By +C=o,

A, B, C étant des nombres complexes. Ce sont ce que nous appellerons,
d’aprés M. H. Cartan, les plans analytiques. Le plan ¢, = ¢,= o, par exemple,
n’est pas analytique. ‘

Une autre conséquence du remplacement des quatre coordonnées réelles par
deux complexes concerne les points a 'infini. Ceux-ci, en effet, se distinguent
les uns des autres, non par les valeurs des rapports u,:¢,:u,:¢, comme dans
I'espace projectif & quatre dimensions réelles, mais par celles d’'un seul rapport
complexe

xiy = (u+100) (s + 19y).

Il y a ainsi & I'infini une infinité double, et non triple, de points.

Pour définir rigoureusement les points a l'infini, utilisons les coordonnées
homogénes en posant

X Y

(9) =0 Y=t
X, Y, T sont trois nombres complexes, jamais nuls simultanément, dont les
rapports mutuels déterminent la position d’un point; un point pour lequel on
a T = o sera, par définition, a I'infini. Toute équation homogéne et du premier
degré en X, Y, T étant regardée comme définissant un plan analytique,
I’ensemble des points & 'infini est un plan analytique.

Une transformation homographique de I’espace projectif a deux dimensions
complexes est une substitution linéaire de la forme

X=a, X+b,Y+¢T,
(10) Y=a&X+56,Y+eT,
T=a;X+bY +~c,T.

Elle fait correspondre & tout plan analytique, y compris celui de 'infini, un
autre plan analytique.

\

4. PLANS ANALYTIQUES SINGULIERS. — Un systéme d’équations linéaires aux
dérivées partielles complétement intégrable, tel le systéeme (2) ou, plus géné-
ralement, le systéme (3), présente, par rapport aux équations différentielles
linéaires ordinaires, la nouveauté suivante : ses points singuliers, au lieun
d’étre des points isolés, forment des continus, variétés algébriques, chacune
d’elles vérifiant une équation algébrique irréductible. On obtient ces variétés
singuliéres en égalant 4 zéro chacun des polynomes irréductibles qui figurent
au dénominateur dans les fonctions rationnelles R,, R,, R,, S,, ..., Ty5ily
aura autant de variétés singuliéres que de tels polynomes, variétés auxquelles
il convient d’ajouter, quand il le faut, le plan analytique de I'infini.
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Sans nous étendre sur ce qu’on doit entendre par un point ordinaire ou
singulier a I'infini, bornons-nous 4 remarquer que, pour notre but actuel, qui
est de réduire les uns aux autres, par variation continue, les divers chemins
fermés générateurs du groupe de monodromie, nous pouvons compter a prior:
le plan analytique de l'infini parmi les variétés singuliéres, nous interdisant,
par conséquent, de le traverser : les résultats ainsi obtenus vaudront, il est
clair, quel que soit le comportement a 'infini du systéeme (2) ou (3).

Les variétés singuliéres du systéme (2) se déterminentimmédiatement. Pour
résoudre ce systéme par rapport a r, s, ¢, on n’a qu’a tirer s de la troisieme
equatlon on porte ensuite I’expression de s ainsi obtenue dans les deux pre-
miéres équations, qui permettent alors de calculer et z. On voit que les seuls
points singuliers du systéme (2) & distance finie sont ceux dontles coordonnées
annulent un des cinq polynomes du premier degré :

x, x—1, y, y—1, y—a.

On a ainsi cinq plans analytiques, six avec celui de I'infini.
Avec les coordonnées homogeénes, nous écrirons leurs six équations

5X:O, Y —o, T =o,

(11) | Y=T, T=X, X=Y.

Deux plans analytiques n’ayant, a moins de se confondre, qu'un seul point
commun, les six plans singuliers se trouvent situés les uns par rapport aux
autres d’'une maniere particuliére : les trois plans X=o0, Y=0, X =Y, par
exemple, passent par le méme point X=Y =o. Il y a quatre points de la
sorte, a savolr . .
X=Y=o, X=T=o,
(12)
Y=T=o, X=Y=T,

Cette seule propriété suffit & caractériser projectivement les six plans. En
effet, étant donné dans I’espace & deux dimensions complexes quatre points A,
B, C, D, linéairement indépendants trois atrois, deux de ces points déterminent
un plan analytique; il y aura six plans ainsi déterminés : AB, AC, AD, BC, BD,
CD. Pour ramener ces plans aux plans (11), il suffit d’'une transformation
homographique faisant correspondre aux points A, B, C, D les points (12), ce
qui est possible effectivement. En effet, i/ existe une transformation homogra-
phique, et une seule, faisant correspondre a quatre points donnés, linéairement
indépendants trots a trots, quatre autres semblables également donnés. La démons-
tration classique de ce théoréme pour les variables réelles reste valable pour
les variables complexes.

5. HypercONes mErmiTENs. — Les six plans analytiques singuliers, avec la
propriété projective particuliére que nous venons de leur reconnaitre, jouent,
pour le systéme (2), le méme role que les trois points singuliers o, 1, o, pour
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une équation différentielle de Gauss. Les solutions de celle-ci n’étant pas uni-
formes, on aborde leur étude en tracant, dans le plan de Cauchy, des coupures
appropriées. Le plus simple est de prendre I’axe réel que les trois points o, 1,
w divisent en trois segments; tout chemin fermé ne passant par aucun point
singulier traverse ces segments un certain nombre de fois dans un ordre déter-
miné; ce nombre et cet ordre le qualifient alors complétement.

Les valeurs particuliéres, o, 1, o, des points singuliers ne restreignent pas
la généralité de la méthode : on passe au cas général par une simple transfor-
mation homographique, I’axe réel devenant une circonférence.

Guidés par cet exemple classique, cherchons de méme, dans I'espace a deux
dimensions complexes, des hypersurfaces simples, a trois dimensions réelles,
portant sur elles les six plans singuliers. Prenons I'hypersurface qu’on obtient
en ne donnant a y, par exemple, que des valeurs réelles. Son équation en

~coordonnées homogénes consiste 4 égaler le rapport Y:T a son conjugué; on
peut I’écrire ‘ ‘
YT —-TY=o,
ou mieux, pour avoir au premier membre une forme d’Hermite,
(13) i(YT—.-TY>:0.

Nous appellerons kypersurface hermitienne 'ensemble des points dont les
coordonnées homogeénes annulent une forme d’Hermite. L’hypersurface (13),
qui est hermitienne, porte sur elle trois des six plans singuliers,.a savoir :

(14) Y=o, T =o, Y=T,
propriété qui la détermine réciproquement. Soit, en effet, H(X, Y, T) une forme

d'Hermite définissant une hypersurface hermitienne. Pour s’annuler avec Y,
quelles que soient les valeurs de X et de T, elle ne doit contenir que des

termes pourvus du facteur Y ou Y. En raisonnant de méme avec le plan T =o,
les termes en Y T et en T Y étant alors les seuls restants, on a

(15) H=/YT+ATY.
En faisant ensuite Y="T, H=o0, on trouve
h=—h=Fk  (kréel)
ce qui rameéne (15) a (13).

Les trois plans singuliers (14) ne sont pas les seuls plans analytiques de
I'’hypersurface (13) : tous les plans de la forme

Y=2T (% réel)

lui appartiennent également. Une Hypersurface hermitienne engendrée ainsi
par une infinité simple de plans analytiques issus d’un point fixe peut étre
appelée un Aypercone hermitien; le point fixe sera son sommet. Tout hypercone
hermatien est déterminé par trois quelconques de ses plans analytiques générateurs.
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Le sommet de I’hypercone (13) n’est autre que le point Y=T=o0, un des
quatre points triplement singuliers du systéme (2). Les trois autres de ces
points sont les sommets de trois autres hypercones obtenus de la méme
maniére. Nous avons ainsi quatre hypercones hermitiens; nous écrirons leurs
équations, suivant 'ordre des quatre points (12),

(16) (YT —TY)=0, i(TX—=XT)=0, #(XY—-YX)=o,
I o _ . = S
(YT —=TY) +i(TX—=XT)+ i(XY—=YX)=o.

On vérifie sans peine la derniére de ces équations : U'hypersurface qu’elle
représente porte bien sur elle les plans Y=T, T=X, X=1Y.

Les quatre hypercones (16) ont en commun I’ensemble des points réels,
ensemble que I’on désigne par le nom de sous-espace réel, ou de chaine planaire
réelle en appelant chaines planaires les variétés, a deux dimensions réelles,
transformées homographiques du sous-espace réel. Une chaine planaire est
détermunée par quatre de ses points, linéairement indépendants trois a trots. En
effet, quatre points semblables étant donnés, une transformation homogra-
phique les raméne a quatre points réels; la chaine réelle est bien la seule
chaine planaire qui passe par ces derniers points.

Un hypercone hermitien étant donné, prenons sur trois de ses plans analy-
tiques générateurs trois points respectifs linéairementindépendants. Ces points
formant avec le sommet quatre points linéairement indépendants trois A trois,
la chaine planaire qu’ils déterminent ainsi appartient tout entiére a I’hypercone
hermitien. Cette propriété résulte, par simple transformation homographique,
de ce que nous savons des hypercones (16).

Chacune des chaines planaires ainsi obtenues posséde en outre la propriété
suivante, également évidente : un plan analytique passant par le sommet
de I'hypercone hermitien n’ayant avec elle, en général, aucun autre point
commun que ce sommet, tout plan analytique générateur, par contre, la ren-
contre suivant une chaine linéaire, transformée homographique d’une droite
réelle.

Cette derniere remarque permet de construire un hypercone hermitien ou,
ce qui revient au méme, les plans analytiques qui ’engendrent, connaissant
son sommet et une chaine planaire, passant par ce sommet, lui appartenant
entierement. On trouve ainsi, par exemple, les plans analytiques générateurs
du dernier des hypercones (16) : ils ont pour équation

Y-T=KX-T) (2 réel).

6. Les quatorze Ricions. — Les quatre hypercones (16) partagent I'espace en
quatorze régions, obtenues en remplacant les signes = des équations (16) par
les signes < ou >>. On doit évidemment exclure deux des seize combinaisons

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 2
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possibles, car on ne peut avoir ni
(YT —TY) <o, i(TX—=XT)<o, «(XY=YX)<o,
(YT —TY)+i(TX—XT)+i(XY—-YX)>o;
ni la combinaison entiérement opposée.

Pour étudier rigoureusement ce partage de I'espace, il est plus simple de
reprendre les coordonnées x, y de la formule (8). Grice aux variables
réelles u,, o, u,, ¢:, les équations (16) deviennent, a I'ordre prées,

(17) v1= o0, ¥, o0, Us ¥y — Uy 0= O, (tty—1)p) — (1 —1)py=o.
En posant

(18) W= Uy ¥y — Uy Py, Wy = (s — 1)¢, — (U1 — 1)¢s,

on a

(19) Wy — Wo== P — ¢y

Il est clair que, pour ¢, > o0, ¢v,<l o,
wy;<< o0 entraine w,<<o0;

Wy > 0 entraine w;> 0;

et que, pour ¢, < 0, ¢, > o0,
Ww;>o entraine w,> 0;

W, < 0 entraine w,;<o.

De méme, pour w, > o0, w,< o,

vy <o entraine ¢,<o;

v, >0 entraine ¢,> 0;
pour w, < 0, %, >0, ‘

Py >0 entraine ¢,> o;

v, < 0 entraine ¢, <o,

Dés lors, des quatorze régions considérées, les unes, définies par quatre
inégalités, seront limitées par quatre hyperfaces; les autres n’en auront que
trois.

On a ainsi six régions & quatre hyperfaces, a savoir :

vy > 0, ¢y > 0, w,> o, Wy=>0;
v, < 0, vy < 0, Wy < 0, Wy < 03
v, < o0, vy < 0, Wy => 0, Wy => 0}
Y1>> 0, V9> 0, Wy < 0, W,y <0}
1> 0, 0y < 0, w1 > 0, Wy < 0}
v < 0, Py > 0, Wy < 0, W >> 03

S s E e
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et huit régions a trois hyperfaces :

7. ¢,>o, v, < 0, Wy > 0;
8. <o, v,> 0, W, << 0;
9. ¢,>o, v, < 0, W< 0;
10. ¢, <o, Py, > 0, wW>0;
11. ¢, > o, w, << 0, w,> 0;
12. ¢, <o, W, > o, W, < 0;
13. v, <o, w, << o, W, > 0;
k. ¢,> o, w,> o, W, << 0.

Il n’est pas difficile de trouver, dans un espace 4 moins de dimensions, une
image de ce partage en régions. Considérons, en effet, dans ’espace a trois
dimensions réelles, un tétraédre régulier ABCD; menons de son centre O,
perpendiculairement aux droites OA, OB, OC, OD, quatre plans P, Q, R, S.
Ceux-ci, ayant le point O en commun, ne sont linéairement indépendants que
trois a trois; il existera une relation linéaire entre les premiers membres de
leurs équations, relation qu’on peut supposer avoir exactement la forme (19).
Il en résultera, par les plans P, Q, R, S, un partage de I'espace a trois dimen-
sions réelles en quatorze régions, image fidéle de notre partage de I’espace a
deux dimensions complexes.

La projection stéréographique d’une @phere de centre O, fera passer de cette
image 2 une autre plus simple encore. Elle fait correspondre, en effet, aux
plans P, Q, R, S, quatre cercles d’'un méme plan de Cauchy. Nous avons ainsi
I'image suivante :

Fig. 1.

Les quatre cercles représentant les quatre hypercones, les six quadrilatéres
et les huit triangles d’arcs de cercle représentent respectivement les quatorze
régions. La chaine réelle, qui est une hyperaréte commune a ces régions, n'est pas
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représentée; ¢’est pourquoi notre image n’est pas topologiquement parfaite. Les
autres hyperarétes sont des demi-plans: larégion 1, par exemple, a pour hyper-
arétes, outre la chaine réelle, quatre demi-plans dont trois, a savoir

X = 0, Py >0} y=I, V1> 0; r=y, Y= ¢y > 0,

sont seuls a distance finie. Les douze moitiés ainsi obtenues des six plans
singuliers trouvent leurs images dans les douze points d’intersection des
cercles utilisés.

7. NATURE TOPOLOGIQUE DES REGIONS. — Un domaine a plug de deux dimensions
réelles est dit connexe lorsqu’on peut joindre deux quelconques de ses points
par un chemin continu; il sera simplement connexe si deux chemins quelconques
se raménent I'un & l'autre par variation continue, sans sortir du domaine.

Chacune de nos quatorze régions et chacune de leurs hyper faces sont simplement
connexes. '

Pour le voir, remarquons la situation particuliére dans laquelle se trouvent
les quatorze régions, ainsi que leurs hyperfaces, par rapport a la chaine réelle :
les inégalités et lgs équations qui les définissent ne cessent point d’étre vérifiées
lorsqu’on multiplie v, et ¢, par un méme nombre positif. Ajoutons que la
multiplication de ces mémes variables par un nombre négatif fait passer des
sept régions de numéro impair a celles de numéro pair et vice versa.

Dés lors, il est clair que les régions et les hyperfaces seront simplement
connexes ou non en méme temps que leurs sections par un sous-espace de la
forme ¢, = const., soit, pour fixer les idées, ¢, =1.

Ce sous-espace n’ayant que trois dimensions réelles, on le représentera sans
difficulté, a I’aide de trois axes rectangulaires portant respectivement les
valeurs de u,, de u, et de ¢,. Les surfaces d’équations

Py = 0, Uy == U, Vs, Us— 1= (Uy— 1) ¥y,

qui sont un plan et deux paraboloides hyperboliques, le partagent en sept
régions. Tout plan horizontal, de cote ¢., coupe, en effet, les paraboloides
suivant deux droites paralléles qui ne se confondent que pour ¢,=1. On aura
donc trois régions au-dessous du plan u, Ou,, une intérieure aux deux parabo-
loides et deux extérieures. Au-dessus du plan u, Ou,, la partie intérieure aux
paraboloides se divise en deux par la droite ¢v,=1, us=1u,, ce qui fera, avec
deux extérieures, quatre régions.

Ces sept régions, ainsi que leurs faces tant planes que paraboloidales, sont
bien simplement connexes, ce qui établit la proposition en vue.

8. RepucrioN DES CHEMINS GENERAUX. — Tout chemin continu ne traversant ni
les six plans singuliers ni la chaine réelle se caractérise par les régions par
lesquelles il passe successivement : deux chemins continus passant par les
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mémes régions se ramenent I'un & l'autre par variation continue, les plans
singuliers et la chaine réelle restant interdits. En effet, deux régions consécu-
tives quelconques sont séparées I'une de I'autre par une hyperface déterminée;
il s’ensuit que les deux chemins continus entrent dans une région et en sortent
par les mémes hyperfaces; dés lors, grace au théoréeme du paragraphe précé-
dent, on peut ramener les chemins I'un i I'autre, de région en région.

Pour abréger, qualifions de généraux les chemins continus qui ne traversent
ni les plans singuliers ni la chaine réelle;les chemins spéciaux seront ceux qui,
sans traverser les plans singuliers, contiennent des points réels.

La réduction des chemms généraux peut étre obtenue par 'emploidel’i 1mage
du paragraphe 6 : les douze points d’intersection étant interdits, les lignes
continues du plan de I'image représentent les chemins généraux; les mémes
suttes de régions caractérisent ceux-ci et celles-la. A deux lignes réductibles
I'une & l'autre sur le plan de Cauchy correspondront, dans I’espace & deux
dimensions complexes, deux chemins réductibles. Par contre, les chemins
spéciaux n’étant pas représentés, il peut correspondre a deux lignesirréductibles
de I'image deux chemins généraux qu’on raméne I'un a P’autre par variation

~continue, moyennant certains chemins spéciaux intermédiaires.

Montrons, en effet, que deux chemins tels que (1,7, 5, 9, 2) et (1, 10, 6, 8, 2),
qui ont pour tmages deux lignes irréductibles, sont réductibles l'un a l’autre, les

~plans singuliers étant seuls interdits.

Considérons le plan non analytique obtenu en égalant u,, u, 2 deux constantes,
la premiére inférieure 4 o et la deuxiéme supérieure a 1, soit, pour fixer les
idées, u,——1, u,=2. Ce plan ne rencontre les plans singuliers en aucun
point a distance finie; il rencontre les quatre hypercones suivant quatre droites.
Chaque point du plan étant déterminé par les valeurs de ¢,, ¢, les quatre
droites ont pour équations

I
¢, = o0, Py— 0, Py — 29, v.,:—av,.

Ces droites partagent le plan en huit parties. Celles des quatorze régions
auxquelles ces parties appartiennent respectivement se déterminent sans diffi- .

()
A2
10 1
6
L~
8 0 /I
I,l < 7 >
/! 1
b’
5 w,=0
2 2
9
w,=0



14 VINCENT OU TCHEN-YANG.

culté : le premier quadrant du plan appartient & la région 1, les quantités ¢,,
¢y, Wy, w, étant évidemment positives; en franchissant ensuite la demi-droite
¢y=0, ¢, >0, on passe 4 la région 7, ¢, ayant seul changé de signe; on conti-
nuera ainsi de suite. On aura ainsi la figure 2 ci-dessus.

En ramenant dans le plan les chemins (1, 7,5, 9, 2) et (1, 10, 6, 8, 2), il
est clair qu’on peut, sans sortir du plan, les réduire I'un a 'autre.

On exprime le méme résultat en disant que le chemin fermé (1,7, 5,9, 2,8,
6, 10, 1) se réduit, par variation continue, @ un point ordinaire.

9. DEMI-DOMAINE FONDAMENTAL. — Sept des quatorze régions résultent des sept
autres par simple changement de signe des variables ¢, et ¢,. On peut toujours
les choisir de maniére & obtenir, par leur réunion, un domaine simplement
connexe. Partons, par exemple, de la région 7, a trois hyperfaces; joignons-lui
les trois régions a quatre hyperfaces qui lui sont contigués, 1, 3 et 5, puis les
trois régions a trois hyperfaces, contigués respectivement a celles-ci, qui n’ont
avec 7 aucune hyperaréte commune autre que la chaine réelle : 11, 13, 9. Ces
sept régions forment ensemble un domaine dont la connexion simple résulte de
celle, évidente, de son image :

Symétrique de son complémentaire par rapport i la chaine réelle, ce domaine,
véritable généralisation du demi-plan supérieur de la théorie des fonctions de
Schwarz, peut étre appelé demi-domaine fondamental; nous le désignerons
par (A). Considérons 'hypersurface qui le limite; les douze moitiés des plans
singuliers, jointes a la chaine réelle, la divisent en douze hyperfaces que nous
désignerons par a; (i=1, 2, ..., 12). Un point fixe A étant choisi dans la
région 7, tout chemin général fermé, partant de A et y revenant, franchit ces
hyperfaces un certain nombre de fois dans un certain ordre; on pourra le

désigner par un symbole de la forme
afasaiar ... aayg,

le franchissement d’une hyperface étant marqué du signe -+ s’il fait sortir
de (), et du signe — s’il y fait entrer. Le méme symbole désignera la substi-
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tution correspondante du groupe de monodromie. On voit que les substitutions
aa,,a,a;,...,a,d engendrent toutes les autres.
Pour un chemm spécial, on peut toujours le ramener, par variation continue,
a un chemin’ général voisin.
On a évidemment

*
(aiay) (a5az) ... (af,07) =15
mais il existe d’autres relations entre les substitutions a;a;,. Le chemin
1,7,5,9,2,8,6, 10, 1) du paragraphe précédent se désigne, en effet, par le
symbole a‘a . On a done
asa,=dra;=1.
On a de méme
ala;—=alay—1.
Il en résulte
aras=gia;ata;ata; = ata;.

Six des douze substitutions a7a,, aa;, ..., a,a; reproduisent ainsi les six
autres. On en conclut que cing substitutions fondamentales,

+ = + - + + o= + -
Ay ly, Qylyy Az, G, 05, G5,

suffisent a engendrer le groupe de monodromie.

10. FQUATIONS DIFFERENTIELLES DE FUCHS. — Soit z(x, y) une solution du
systéme (2); en y faisant
(20) x =E(t), y=mn(?),

ou &, 1 sont deux fonctions rationnelles, on obtient une tonction de z, solution
d’une équation différentielle linéaire a coefficients rationnels.
En effet, en posant

d: a2t e
i — m
dt = =’ de & ar — =&
d_‘ﬂ — d*n T @ ="
a — " dee — " dar "
nous avons
dz o ,
ar =pc+qn,
dzz 19 el ! 19 =i Vi
(21) —(zt?:ra--}—mgn—ktn-—i—pg +qgn,
d’z 3 Pz r/> / Iz 102 s 3
@ dxsz S ey R Py i e i

+3[r’/rll_|_s(n £II+élnfl)+tn/nll]+pgl/l+qn

Le systéme (2) permet de calculer, en fonctions linéaires de z, p, ¢, les
0z Bz s d's

Frikrrnil ey i - En portant ces valeurs dans les rela-

dérivées r, s, ¢
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tions (21), on obtiendra, par élimination de p et ¢,

d’ = d?z ds
(22) j‘lt—;;“‘fi(t)jtg +fz(t);ﬁ + f3(8)s=o,

les fonctions f,(2), f2(2), f3(2) étgnt rationnelles.

On sait que Fuchs (*) distingue, parmi les équations différentielles linéaires
a coefficients rationnels, celles dont les solutions admettent la propriété
suivante : chacune de ces solutions, rendue uniforme par des coupures convenables,
posséde en chacun des points singuliers une valeur limite déterminée, finie ou
infinie. Le « théoréme de Fuchs » donne la forme caractéristique de ces
équations. Pour I’équation (22), ses diverses solutions s’expriment simplement
a I'aide d’intégrales eulériennes, obtenues en portant dans (1) les valeurs (20);
ses points singuliers correspondent aux valeurs de ¢ pour lesquelles deux des

quatre: facteurs sous le signefviennent a se confondre. En chacun de ces

points, les intégrales eulériennes possédent bien, d’aprés un calcul simple,
rendu classique par la théorie des fonctions hypergéométriques d’une variable,
des valeurs limites déterminées. L’équation (22) appartient donc a la classe
de Fuchs.

Mais il y a plus. Les formules (20) font correspondre a toute ligne fermée du
plan ¢, qui ne passe par aucun point singulier, un chemin fermé de I'espace 2
deux dimensions complexes; il en résulte que les solutions de (22) se trans-
forment les unes dans les autres par les mémes substitutions que celles de (2);
le groupe de monodromie de (2) contiendra celui de (22) comme sous-groupe.

On peut toujours choisir les fonctions rationnelles £(¢), n(z) de maniere a
rendre identiques les deux groupes de monodromie. Pour I'établir rigoureu-
sement, nous nous bornerons au cas ou la surface représentée paramétri-
quement par les équations (20) se réduit a un plan analytique réel :

(23) y=ax+b,

les constantes a et b étant réelles.

Un plan de la forme (23) rencentre la chaine réelle suivant une droite réelle;
celle-ci porte sur elle les points singuliers de I’équation de Fuchs correspon-
dante, points d’intersection du plan (23) avec les six plans singuliers. Les
chemins fermés du plan (23), générateurs du groupe de monodromie de
I’équation de Fuchs, traversent nécessairement cette droite réelle et sont, par
conséquent, des chemins spéciaux. Les substitutions correspondantes se déter-
mineront sans difficulté, comme nous allons le voir, grace au demi-domaine
fondamental (A). '

(®) L. Fuens, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit Verinderlichen Coefficienten
(Journal de Crelle, t. 66, p. 121 et suiv.). : ‘
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11. LEs SEPT ESPECES DE PLANS ANALYTIQUES REELS. — Laisons d’abord de coté les
plans analytiques réels qui passent par un des points (12) et qui engendrent,
comme nous 'avons vu, les hypercones (16). Tout autre plan analytique réel ne
rencontre ces hypercones que sur la chaine réelle, suivant la droite réelle
correspondante. Celle-ci le partage donc en deux moitiés dont chacune
appartient tout entiere & une seule des quatorze régions. Ces moitiés étant
symétriques I'une de 'autre par rapport a la chaine réelle, il en sera de méme
de leurs régions respectives. Aux sept groupes de deux régions ainsi obtenus
correspondront sept espéces de plan analytiques réels : (1, 2), (3, 4), (5, 6),
(7, 8), (9, 10), (11, 12), (13, 14).

Le demi-domaine fondamental (A) ayant été choisi comme nous I’avons fait,
les plans (7, 8) apparaissent comme les plus simples : les points singuliers de
Uéquation de Fuchs se suivent alors, sur la droite réelle, dans le méme ordre que
les plans singuliers sur U hypersur face, frontiére de(A). Reportons-nous, en effet,
a I'équation (23) qui s’écrit, avec les variables u,, ¢,, u,, ¢,,

Us—+ o= a(u;+ iv;) + b,
d’oun
Uo=cttty + b, V)= afy,
et, par conséquent,
W= (auy+ b)o, — ty (avy) = byy,
wy== (au;+b —1)0y— (u;—1) (av)) == (a + b-—1)9,.

On voit que les plans (7, 8) répondent aux valeurs suivantes de a et de b :

(24) a <o, b > o, a+b—1>o.

Chaque point d’un plan (7, 8) pouvant étre déterminé par les valeurs des
coordonnées u,, v,, ’axe Ou, représente la droite réelle correspondante.
Les cinq points singuliers a4 distance finie de I’équation de Fuchs ont pour
affixes

b 1—b =)
=0, 1, —a’ 2 7,
et 'on a, d’apres (24),
b 1—b _—b
1< < < —
I—a a a
ce qui conduit a la figure suivante :
Av,
I 7
N N\
V73 V7 V7 V7 /y
s 5 0D
+ :u,

L’ordre des points singuliers est bien ici celui de la figure 3.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 3
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Désignons par «;(t =1, 2, ..., 6), les six segments de l'axe réel ainsi
obtenus; les cinq substitutions
atay, atay, afay afaz, at oy

41 50,

engendreront le groupe de monodromie de I'’équation de Fuchs. Pour les
évaluer, regardons le plan (7, 8) comme limite du plan

(25) y=ax—+ b+ i,

¢ désignant un nombre positif petit. Ce dernier plan rencontre les quatre
hypercones suivant quatre droites : nous avons, d’apres (25),

0, == ay, -+ &, wy=— by, — cuy, wo= (e +b—1)p,—e(tey—1);
les quatre droites auront pour équations

—¢& g 3 ( )
4= 0 == —— == Uy W= ——F (1 —1
’ « b7 a—+b—r1 ’

partageant ainsi le plan (25) en dix régions comme le montre la figure 5 :

AUy
|
T ;
v2:0 ! : 9
1 4
0 ]//A/
10 g >
w,;=0 6 | 8
w,= (4] ;

Les cinq points d’intersection, i distance finie, de ces droites donnant a la
limite les cinq points singuliers de la figure 4, le chemin spécial «] o, par
exemple, résulte, par passage a la limite, du chemin général (7, 1, 10, 6, 11,
1, 7), ce qui n’est autre que @, a;. On aura ainsi

(26) ata, = alay, abar;=alaz, R atay;=uatajy.

L’identité des deux groupes de monodromie est alors évidente.

12. REeLATIONS DE PERMUTABILITE. — On examine de méme les autres espéces de
plans réels. Considérons en particulier les plans (5, 6) pour lesquels nous avons

a <o, b> o, a+b—1<o.

Nous calculerons de deux maniéres différentes les substitutions fondamen-
tales de I’équation de Fuchs correspondante : al’équation (25), nous adjoindrons
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celle obtenue en remplacant e par — c. Nous obtenons ainsi par le méme raison-
nement que plus haut, les deux figures suivantes :

w,= 0 4 v, + v,
0220 N\ ° 9 w’ =g =0 ° 7
14 > U

1]
1| 4 12 [t
5 = 11 >u, 2 | 3

|

| 6 8 9=0 8 . 10
=0 I I

| w=0 |

Fig. 6

Utilisons d’abord la premicre de ces figures. Les cing chemins généraux qui
donnentalalimite les chemins spéciaux générateurs du groupe de monodromie
de I'équation de Fuchs sont (5, 7, I, 10, 6, 11, 1,7, 5), (5, 7, 1, 14, b),
(5, 14, 1, 14, 4, 14, 5), (5, 14, 4, 11, 6, 8, 4, 14, 5), (5, 14, 4, 9, 5), ce qui
conduit aux substitutions suivantes :

atay, ataz, ajoiases, aloazayas,  obog.

La deuxiéme tigure donne de méme

+ - + = ot = = ot y— + e
atay, asasaloy, ayaaian,,  agds,  atayg.

Il en résultera, par simple identification,
(27) ayay=daiazalay,  alazaye;=aidy,

(28) ata;ala; = aia;aia;.

On vérifie que la relation (28) est une conséquence des deux relations (27).
Celles-ci s’écrivent
aiay = (ayaz) (azay) (apas) (@ias;) (a3 az),
(afay) (aiay) (afay) (azay) (aiaz) = ajas;

ou encore
(29) (aaz) (asay) (ayay) = (apa;) (agaz) (a5 a7) = (a5 a7) (@ a5) (@ az).

Dans la figure 6, la droite w,=o rencontre ¢v,=o0 en un point d’abscisse
positive; mais il peut arriver, sans qu’on sorte de I'espéce (5, 6), que ce point
de rencontre soit d’abscisse négative. Dans ce dernier cas, la méthode d’identi-
fication employée donnera, pour le point singulier z = o,

(a5ay) (ayay) (aiay) = ar ;.
On aura de méme

alas= (aya3) (a5 a5) (a5a3).
Nous avons ainsi
(a7 ay) (a;a;) = (aiay) (a)ay),

(afa;) (ajaq) = (a5a5) (ajaz).

(30)
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Nous appellerons relations de permutabilité les relations (29), (30) et d’autres
semblables. Pour les obtenir, nous n’avons utilisé jusqu'ici que les variétés singu-
liéres. Nous retrouverons ces relations au chapitre suivant, avec de nouvelles
précisions, en faisant intervenir les constantes «, 3, v, ¢.

En terminant ce premier chapitre, faisons remarquer que, en passant d’un
plan (7, 8) a un plan (5, 6), une seule des six substitutions fondamentales de
I'équation de Fuchs est changée; c’est celle relative au point singulier y=x:
la substitution a} a, devient, d’aprés (28),

(ajay) (azay) (apay) = (ajaz) (agay) (af ay).

Cette derniére substitution sera de méme seule changée lorsqu’on passera

de (5, 6) 2 (9, 10) : elle deviendra
(ahas) (ahay) (ahay) (abas) (abay) = (aiay) (a5 as) (afasy) (a5as) (agar).

On examinera de méme le passage de (7, 8), soita (1, 2)eta (11, 12), soit
a(3,4)eta (13, 14). On aura ainsi épuisé I'’examen des sept espéces. '

Pour les plans réels qui passent par un des points (12) et que nous avons
laissés de coté, on les obtiendra comme cas limites, intermédiaires de deux
espéces voisines.

CHAPITRE 1I.

LES DOUZE INTEGRALES.

1. CuEMINS D’INTEGRATION DE L’INTEGRALE (1). — Nous avons indiqué au
chapitre I (§ 1) les deux définitions équivalentes de la fonction hypergéomé-
trique de deux variables considérée, a savoir 'intégrale (1), étendue a certaines
lignes fermées, et le systeme (2) qu’elle vérifie. La nature de ces lignes fermées
se détermine de la maniére suivante :

Considérant le plan de Cauchy dont la variable « est I’affixe complexe, nous
nous bornerons aux lignes fermées de ce plan qui ne passent par aucundes points

u=o, 1, z y, ©,
points singuliers de la fonction
(31) G = (e — B (e — )t (e — ).
Soit (C) une telle ligne fermée; peut-on la choisir de telle maniére que

l’intégralef G(u)du, considérée comme fonction de x et de y, satisfasse au
(€)

systéeme (2)?
Posons, pour abréger,

{oa, B, 7,0} = [ G(u)du :f w*(u—1)8(u— ) (e —y)Pdu;
©) (€)
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les dérivées successives de cette intégrale par rapport a @, y auront pour
expressions, a des facteurs constants prés, des symboles analogues o, au lieu
dey,8,onauray—1,0—1,7—2,8—2, ....
Nous avons donc a porter, dans le systéme (2), les valeurs suivantes :
= {a, 5,7, 9}, o
(32) P==vi% by =10 g=—0{2 By, d—1],
r=y(y =0t fy—29L  s=yd{efy—1,0—1]
L t=0(0—1){a,B,y,0—2].

n

Prenons par exemple la premiére équation du systéme (2) que nous
écrirons A(z)=o en posant

AGB)=x(x—1)r+y(y—1)s
—[(a+B+oy+d)x+oy—(2+v+0)|p+y(2+L+7-+0+1)5.
En y portant les valeurs (32), nous faisons entrer les coefficients de r, de s et
de p sous les signes f, et nous tenons compte des identités
r—=u—(u—ux), xr—1=(u—1)— (u—ux),

y=u—(u—y), y—1=(u—1)—(u—y),

r—u—(u—1).

Nous obtenons ainsi, apres simplification, et quelle que soit la ligne (C),

A(fa, By, o)) =v(a+){o, B+, vy~ 0] +y(B+1){a+r, B y—r1 0]
+y(y—Dfa+1, B+1,v—2, 0} +v0{a+1, B4+1,y—1,0—1}

= v[w* (u —1)B (10— 2)7 (1 — )8

Ce dernier membre est donc a égaler a zéro.

Nous avons une autre condition, semblable a celle-ci, pour la deuxiéme
équation du systéme (2). Quanta la troisiéme équation, elle est une conséquence
des deux premiéres; elle est d’ailleurs satisfaite, comme nous I’avons vu, quel
que soit (C).

La condition nécessaire et suffisante pour que {a, {3, v, ¢} soit une solution
de (2) est donc qu’on ait ‘

Flut (e — 0 (0 — @) (@ — y )Pl = 8[w (u — D)8 (1 — @) (w— )P~ o=,
ou, ce qui revient au méme,
Y[G (@) ]y=9[G(w) )= o,
cu encore, Y et & n’étant pas nuls,
[G(W)]y=o-

Le parcours de (C) doit ainsi ramener la Sfonction G(u) 4 sa valeur initiale.
Tels doivent étre les chemins d’intégration de l'intégrale (1).
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2. INTRGRALES ELEMENTAIRES. — On peut construire divers chemins d’intégration
remplissant cette condition. Les plus simples sont les doubles circuits,
employés par Pochhammer (°), encadrant chacun deux points singuliers
comme I’indique la figure :

Fig.

g

Pour les utiliser avec preécision, soient A, B deux points fixes du plan u;
tracons dans ce plan cinq coupures joignant le point A aux cinq points o, 1,

x,y, ©. Soient I, I,, I, I,, I, les valeurs de I'intégrale fG(u)a’u étendue a

une ligne fermée, partant de B et y revenant, franchissant une seule des cinq
coupures dans le sens de — a + (fig. 8), la valeur initiale de G:(«) au point B
étant supposée donnée.

Fig. 8.

Les nombres 1, 2, 3, 4, 5 désignant ainsi les cinq circuits simples, nous
désignerons par 1, 2, 3, 4, 5 les mémes circuits parcourus en sens inverse. Les
divers chemins d’intégration résultent de simples compositions de ces circuits;
les doubles circuits de Pochhammer correspondent a celles de la forme 2121,
3131, etc. Désignonsparl(2121),1(3131),...les intégrales ainsi obtenues.

Prenons la premiére, par exemple, de ces intégrales. Les deux points
singaliers encadrés étant o et 1, posons

(33) [o, 1] =1(312T).

(%) L.) Pocanammer, Ueber ein integral mit doppeltem Umluuf (Math. Ann., L. 35, 1890, p. 470
et suiv.).
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Pour I’évaluer en fonction de I, et de I,, remarquons que, d’'une maniére
générale, A et w désignant deux chemins fermés quelconques, et ). le chemin
qui résulte de leur assemblage le second aprés le premier, on a

10p) =10 + & 1(p),

ou g, est le facteur par lequel la fonction G(u) se trouve multipliée par le parcours

de )\.

[l en résulte en particulier que lintégrale 1(1), par exemple, n’est pas
égalea — I, maisa —¢" [,. On a, en effet,

(1) =I(7)+¢'L1=o.
L’application a I'intégrale (33) donne ensuite
(34) [o, 1] =—&'L+' L+l hb—Lhi=—e' (1 — &) L — (1 — 5" L.

Les cinq multiplicateurs ¢,, €,, ¢;, ¢, ¢; ont les valeurs suivantes, évidentes :

(35)

ogi B ; s
{ g == et gy == 2T, £y MY, = ezma’
3

D T B T =i 2] 0
&= ¢, 1 E21 831 6;1 — e 2THA+P+Y+0) |

Un cas classique est celui ou les constances a, 3, v, ¢ sont telles qu’on puisse
intégrer G(u) jusqu’aux points singuliers. L’intégrale [ o, 1] se réduit alors, a

. 1
un facteur constant prés, a f G(u)du. En effet,

1 0 1 0
[’o,1|:f —I—Eg'[—i—a;‘&f +s,f,
Sy J A Jy

[o, 1]:(1——50(1—5?_,')[ G(w) du.

Cette relation, valable dans ce cas, nous conduit, dans le cas général ou nous
nous sommes placés, a remplacer I'intégrale [o, 1] par

— [0, 1]
) R ()
En posant de méme
[1, 0] =1(T217), (170):(1~—8£;,(10_]—€T,
nous avons, d’aprés (34),
(37) (o, 1) = L _h s (r,0)= Lok s

1— ¢, I — & 1 — & 11— €&y

d’ou, en particulier,
(1, 0)=-— (0, 1),
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ce qui constitue 'avantage de I'intégrale (o, 1) sur [0, 1], car [1, 0] n’est pas
égalea —[o, 1]. \ ’

A chaque paire de points singuliers, on peut ainsi faire correspondre une
intégrale telle que (36), provenant d’'un double circuit de Pochhammer. On
aura en tout dix intégrales (o, 1), (0, @), ..., (y, ®), solutions du systéme (2),
intégrales que nous pouvons qualifier d’élémentaires : il n’est pas de chemin
d’intégration plus simple qui conduise 4 une intégrale de G(u) solution de (2),
les intégrales I,, I, I;, L, I, par exemple, n’étant pas solutions de (2).

Le systéme (2) étant d’ordre 3, il y aura, des dix intégrales élémentaires,
trois au plus linéairement indépendantes. Des relations qui doivent lier les dix
intégrales, les unes telles que

(0, 1) + (1, ) = (0, @),

découlent des formules (37) et de leurs analogues. Les autres relations
proviennent d’une relation évidente qui existe entre les intégrales I, elles-
mémes. Cette derniére dépend naturellement du systéme de coupures utilisé;
dans le cas de la figure 8, elle s’écrit simplement, le chemin 12345 étant
évidemment réductible, ‘

[(12345)=o,
donc
(38) L4+l 4+ eee,l, 466658, 1,=0.

Déduisons-en, par exemple, la relation linéaire qui doit exister entre les
quatre intégrales (o, ©), (1, ®), (z, ®), (¥, «). Nous avons, d’aprés les
expressions de celles-ci, de la forme (37),

L=, (1—&) (0, @), L=—=i_2

1— & I— &

ILi—(1—e) (1, ®), ....

En portant ces valeurs dans (38), nous obtenons, compte tenu de (35),
(39) (1—¢) (0, ) 4 & (1—&) (1, 0) 4 g e (1— &) (2, ©) 4+ &188,(1— &) (y, o) =o.

Pour avoir entre les dix intégrales septrelations linéairement indépendantes,
il suffira d’adjoindre a cette relation (39) les six suivantes, évidemment
indépendantes : ‘
(0, 1) + (1, ) = (0, x),
(0, 2) + (2, ) = (0, ¥),
(1, 2)+ (2, y) = (1, ¥),
(0, ) + (y, ©) = (0,),
(1, 7))+ (s °) = (1, =),
(z,¥) + (y, ©) = (z, »).

3. SOLUTIONS PROPRES DES SUBSTITUTIONS FONDAMENTALES. — Notre systéme de
coupures n’est pas caractérisé par le seul ordre dans lequel se succédent les
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cinq coupures. Pour des valeurs déterminées de x et de y, deux figures telles
que

x B

ne sont pas topologiquement réductibles 'une & 'autre.

Par contre, x et y étant-supposées variables, on passe de la premiére figure
a’la deuxieme en faisant faire & « un tour complet positif autour du point 1.

Les diverses déterminations d’une intégrale élémentaire correspondront
donc aux divers systémes de coupure ainsi obtenus. Pour passer d’une déter-
mination 4 une autre, il est utile de décomposer en deux 'opération qui fait
passer, par exemple, du premier systeme de coupures de la figure précédente
au second. Désignons par w, I'opération élémentaire qui consiste a remplacer
la coupure Ax par APz, et par w, celle qui remplace Az par AQz : APz est
un arc quiforme avec Az une courbe fermée enveloppant la coupure qui suiz Ax
(et laissant & son extérieur les autres coupures et le point B); AQx, par contre,
forme avec Ax une courbe fermée enveloppant la coupure qui précéde Ax :

Les deux opérations w, et w, sont inverses 'une de I'autre : aprés I'opéra-
tion w,, par exemple, la coupure A1 qui précédait Az devient celle qui
suit Az; I'opération w, raméne alors a4 la position primitive; on voit ainsi
qu'on a w,w,=1.0n a de méme v, 0, =1.

On définit de méme quatre autres opérations analogues w,, w,, ®,, »_. Ces
cinq opérations élémentaires nous suffiront pour étudier les divers systémes
de coupures : on passed’un systéme & un autre par un produit de ces opérations,
chacune d’elles pouvant étre élevée a une puissance entiére positive ou

Ann. Ec. Norm.,(3), LXXII. — Fasc. 1. 4
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négative. On passe, par exemple, du premier systeme de la figure g au second
par 'opération w, w,, et inversement, du second au premier, par w,w,.

Il est & remarquer que, par chacune de ces opérations, une seule des cinq
intégrales I,, I,, I;, I,, I; est changée et que c’est celle qui correspond, non a
la coupure changée, mais a la suivante, celle qu'enveloppe la courbe fermée
dont nous parlions. Prenons, par exemple, 'opération w,, qui consiste a
remplacer AO par APO :

Les intégrales 1,, I, I, ne changent évidemment pas; I, non plus : le circuit
simple 1 du systéme de coupures primitif reste utilisable dans le nouveau
systéme. Le circuit simple 2, par contre, doit étre remplacé par un autre, tracé
en ligne pointillée dans la figure 11, et qui est un chemin 1 2 1; la nouvelle I,
a donc pour valeur

I, =TGa21) =1 +¢l,—el,=¢ L+ (1—e)l,
d’ou
! L,

(40) | = (1) (0, 1),

Il en résulte qu’en particulier I'intégrale (o, 1) devient

I I L. | )
[ 2 - 1 . 2 o o . _1____ . - .
wu)—lmwg PR (1—2) (0, 1) L_a—%ml> (1 —=¢) (o0, 1),

done

(0, 1) =¢(0, 1).
En appliquant ensuite I'opération »,, on aura
(0, 1)' = &(0, 1= ¢, (0, 1).

Ainst par opération w,w,, Uintégrale (o, 1) se reproduit multipliée par le
Sfacteur e, ¢,.

Il est clair qu'on peut en dire autant des opérations w,w,, w,w,, w,©,,
w,w, et des intégrales (1, x), (2, v), (v, »), (0, ©). Pour une intégrale telle
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que (0, ), les deux coupures correspondantes AO et Az, i la différence du
cas précédent, ne se suivent pas; un tour positif fait par  autour du point O
s'obtient par P'opération w,w,w,w,. Comme I'opération w,, ainsi que I'opé-
ration ®, aprés w,w,w,, ne modifie que I,, Uintégrale (o, ) se reproduit
toujours, multipliée par ¢, e,.

Les dix intégrales élémentaires possedent ainsi la propriété suivante

chacune d’elles se reproduit, multipliée par un facteur déterminé, lorsqu’un des
deux points singuliers correspondants, supposé mobile, fait un tour autour de
Uautre.

Prenons d’abord les six intégrales
(41) (oy 1), (0,.2), (0,2), (row) (o), (o))

Pour chacune d’elles, le tour de I'un des deux points singuliers autour de
I'autre devient, dans I'espace a deux dimensions complexes du chapitre I, un
tour fait par le point (z, y) autour d’un des six plans singuliers (11), ce qui
engendre, comme nous l’avons vu, une de ces substitutions du groupe de
monodromie du systéme (2) que nous avons qualifiées de fondamentales.
Chacune des six intégrales (41) est donc une solution propre de la subtitution
fondamentale correspondante, et nous connaissons, d’aprés ce qui précede, la
valeur propre i laquelle elle appartient.

Ce raisonnement demande, il est vrai, une précision en ce qui concerne
I'intégrale (o, 1). Le plus simple est de passer aux coordonnées homogénes : en
désignant I'intégrale (1) par F(z, v), on a

X A,', o
(4 I*‘( ‘l\’ ,:, ): [ul(u — |\).5(u :J (v — ) du

o/

=T =B e '[‘lu B e = XY (e — Y )iy

o

en posant ¢ = Tu. L’intégrale (1) se raméne ainsi a l'intégrale

(43) / ot (e — T8 (¢ — X)Y (¢ — Y)B dy,
ou figure, a la place du point 1, le point singulier mobile T. Le tour que celui-
ci fait autour de o correspond alors, évidemment, & un tour, dans 'espace &
deux dimensions complexes, autour du planT = o.

A. AUTRES SOLUTIONS PROPRES. — Reprenons, pour fixer les idées, I'intégrale (1, x)
et la substitution fondamentale correspondante S,, qui résulte de I'opé-
ration w, w,. Cette opération ne modifiant, comme nous 'avons vu, quel, et 1,
les intégrales (o, y), (y, ), (0, ) demeurent intactes et sont pour S, des
solutions propres appartenant & la valeur propre 1. Comme on a

(o) = (y, e)==(0, %),
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deux aux plus de ces solutions sont linéairement indépendantes; montrons
qu’elles le sont effectivement :

La formule (40) et ses analogues montrent, en effet, que toute combinaison
linéaire d’intégrales élémentaires devient une autre par chacune des substi-
tutions fondamentales, et par conséquent par le groupe de monodromie lui-
meéme. Si donc on laisse de coté le cas exceptionnel ot le systeme (2), d’ordre 3,
serait réductible a des systémes d’ordre inférieur, trois des dix intégrales
élémentaires doivent étre linéairement indépendantes. Dés lors, si (o, y) et
(y, o), par exemple, n’étaient pas linéairement indépendants, la relation qui
les lierait constituerait, avec les sept relations du paragraphe 2, huit relations
linéairement indépendantes, ce qui est impossible.

La valeur propre 1 de la substitution S,, est donc double : les solutions
propres qui lui appartiennent dépendent linéairement de deux constantes
arbitraires.

Cette derniére propriété appartient 4 ’ensemble des substitutions fonda-
mentales : chacune d’elles admet deux valeurs propres, l'une simple et I’autre
double. Nous trouverons d’ailleurs dans la suite d’autres substitutions douées
de cette propriété.

5. RETOUR AU DEMI-DOMAINE FONDAMENTAL (A). — Partant des intégrales élémen-
taires, nous sommes arrivés aux substitutions fondamentales dont elles donnent
les solutions propres. Inversement, on peut, comme nous allons le faire, partir
du demi-domaine fondamental (A) du chapitre I et des substitutions fondamen-
tales qui s’y rapportent et essayer de retrouver les intégrales élémentaires
comme solutions propres de ces substitutions.

Il s’agit, en somme, de confronter deux procédés utilisés indépendamment
I'un de I’autre jusqu’ici. Pour désigner avec précision les substitutions fonda-
mentales, nous avons eu recours, successivement, d’une part au demi-
domaine (A), et d'autre part & un systéme de coupures tracé dans le plan u, tel
celui de la figure 8. Dans les deux cas, chacune des substitutions fondamentales
résulte d’un tour autour d’un plan singulier dans I'espace a deux dimensions
complexes; mais deux chemins qui contournent un méme plan singulier ne se
réduisent pas nécessairement I’'un a 'autre; un examen plus détaillé est donc
nécessaire. -

Le demi-domaine (A) ayant été choisi comme nous I’avons fait, les six substi-
tutions fondamentales «! @}, al a;, ..., a! a;,a; a; déterminent, i des facteurs
constants prés, neuf solutions que voici :

D’abord leurs six solutions propres respectives a valeur propre simple :

Soxy Sy ;.1_'_\'7 :1)', ;03'7 Sot-

Ensuite, il existe une solution propre, a valeur propre double, commune aux
substitutions a;, a |, a; a;, a; a, qui sont les trots substitutions fondamentales autour
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du point triplement singulier X =T = o, solution que nous désignerons par z,.,.
Cette propriété sera établie dans un instant.

1l en est de méme des points triples X =Y =T, Y =T = o; nous désignerons
par 5, la solution propre & valeur propre double commune aux substi-
tutions a} a;, aa, a;a;, et par z,, celle commune aux substitutions af a;, ala;,
a,a.

Par contre, pour le point triple X =Y = o, il W’existe pas de solution propre,
valeur propre double, commune aux substitutions a; a3, a;a , a; a . Ladissymétrie
ainsi introduite entre les quatre points triples caractérise notre choix du demi-
domaine (A).

Pour identifier ces solutions a des intégrales élémentaires, reprenons le
systeme de coupures de la figure 8 en y marquant cette fois I'axe réel :

Fig. 12,
Pour obtenir les substitutions a'a;, a’f,, ..., a,a;, utilisons les résultats
du chapitre I (§11) : en posant
(23) Yy —=ux + b,

ou les nombres réels a et b vérifient les inégalités
(24) ' a <o, b>o, a—+b—1>o0,
on obtient les substitutions en question en faisant tourner x autour des points

b 1—b —b

0, I, ) [} —_— .
I—a a a

Le plan analytique réel (23) étant un plan (7, 8), la région 7, qui appartient
a (A), correspond aux valeurs de = de partie imaginaire positive, ce qui donne
a y, d’aprés (24), une partie imaginaire négative. Pour partir d’un point
intérieur a4 (A), nous avons donc eu raison, dans la figure 12, de placer z au
demi-plan supérieur et y a 'inférieur.

Cela étant, cherchons successivement les neuf solutions en vue :

1° z,, ets,,. —Quand xs’approche de o sans sortir du demi-plan supérieur,
ys’approche d’un point de I'axe réel distinct de o; le tour fait par x autour de o

1

donne ainsi simplement I'intégrale (o, x) comme solution propre a valeur
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propre simple de la substitution correspondante, ce qui identifie z,, a (0, ), &
un facteur constant prés. Il en est de méme de z,, et de (1, ). On peut donc
poser

’:‘-’3(-':(07 ;I’), 'Sl.’r:.“, J)

. ,I ’ ’
2’ z,,. — Quand & s’approche du point —— de I'axe réel, y s"approche du
méme point; I’abscisse de ce point étant supérieure a 1 d’apres(24), z,, s’iden-
tifie a (x, y):

Sy (0 ).

3° z41. — Pour avoir la substitution «, @, on peut passer aux coordonnées
homogeénes et, au lieu de faire tourner . autour de Uinfini, regarder le point r
comme mobile et le faire tourner autour de o. Plus exactement, remplacons
les lettres 1, @, y de la figure 12 par T, X, Y. X étant supposé fixe, Y est
fonction de T seul :
Y=aX+0T.

Quand T s’approche de o le long de I’axe réel, X et Y restent distants de I'ori-
gine; le tour fait par T autour de o conduit ainsi a 'intégrale (o, 1); on peut
donc poser

Zo == (0, 1).

4° z,,. — Le systeme de coupure de la figure 12 met en évidence que I'inté-
grale (y, © ) ne change pas de valeur lorsqu’on fait tourner, soit xautour de o
ou de 1, soit T autour de o, opérations qui donnent, comme nous venons de le
voir, les substitutions «}a;, a)a;, a,a,. Ces substitutions admettent donc,
comme nous ’avons annoncé, une solution propre commune et qui n’est autre
que (¥, @), 4 un facteur constant prés; on peut donc poser

Gy, =(), ).
Pour chacune des trois substitutions, cette solution propre appartient a la

valeur propre 1, qui est bien double d’aprés le paragraphe précédent

5¢ z,, et z,,. — Pour obtenir de méme les substitutions a;a; et a;a,,
d’autres systéemes de coupures sont nécessaires. Remplacons d'abord la
coupure Az par APx ( fig. 12), ce qui change I, en’ ;

,
I
1— &, I— ¢,

—(—&)(x )

Le point y peut alors s’approcher de 1 sans sortir du demi-plan inférieur;
z,, s’identifie ainsi & (1, v) et z, 4 (o, o ). On aura

Sy= (1, 0) = (1,) — (1— &) (£, ),

Zo.= (0, ) = (0, ©).
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6° z0, et 5,.,. — Remplacons ensuite la coupure A 1 par AQ 1 (fig. 12); on
aura
| = ,
& 1—eg _(I—"'z )(07 0,

5y =(0, )= (0, ¥) (1 —¢3") (0, 1) = (0, ) — (1 —&) (£, y) + (1 —&5") (0, 1),
Bp.=(x, ©)' = (z, ©)=(x, o).

Conclusion : Des neuf solutions envisagées, les deux seules qui ne soient pas
tdentiques aux intégrales élémentaires correspondantes sont z,, et z,,; elles ont
pour valeurs _

40 { =00 0) = 0=a) (e )y )
Sy == (0, ¥) — (1—¢3) (@, ) + (1 —¢5') (0, 1).

6. ReLations pE PERMUTABILITE. — Les six intégrales =, z,,, 2.,, 21,5 20y So1s
solutions propres 4 valeur propre simple des six substitutions correspondantes

(43) | {

Sow = «T a3, Siw=abaz, Say == by,

Sy = aia;, Sy = @ ay, Se == atasy.

sont des solutions propres a valeur propre double des me¢mes substitutions
prises dans un ordre différent. Un systéme de coupures approprié met en
évidence cette propriété. Prenons, par exemple, les deux substitutions S,
et S,,auxquelles correspondent les solutions z,,. et z,,. Un systéme de coupures
tel que le suivant :

-

xB
v
ﬁ -
A
o0

Fig. 13.

définit les mémes solutions z,, et z,, qu'au paragraphe précédent, a des facteurs
constants prés; on voit ainsi que z,, ne change pas lorsque y tourne autour
de 1, ni z, lorsque x tourne autour de o. Chacune des deux substi-
tutions S,., S,, admet ainsi comme solution propre a valeur propre double la
solution propre a valeur propre simple de ’autre, ce qut assure leur permutabilité.
On a, en effet, en 5., et z,, deux solutions propres, linéairement indépendantes,
communesa S, etaS,,. Unetroisiéme solution propre communes’obtientensuite
de la maniére suivante : toute combinaison linéaire de z,, et de z,, est propre
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pour S,., et toute combinaison linéaire de z,. et de z,,, pour S,,; comme il
existe une relation linéaire entre les quatre solutions z,,, 5,,, 3., 3.., on peut
I’écrire
asyy —+ b3y, = 3o+ dzgy,

mettant ainsi en évidence une solution propre, a4 valeur propre double,
commune aux deux substitutions. Celles-ciont ainsi en commun trois solutions
propres linéairement indépendantes, ce qui suffit, comme on sait, pour qu’elles
soient permutables.

On retrouve ainsi les relations de permutabilité du chapitre I, celles du
type (30) :

S0xS1, =S, S ou  (afay) (ufay) = (aiaz) (ala3),

(46) Si2Ser== S¢S ou (eeses) (whay) = (afay) (aia3),

SaySy1 = Si Sy ou (b)) (b)) = (a;a7) («haz).

7. AUTRES RELATIONS DE PERMUTABILITE. — On obtient de méme, avec un calcul
beaucoup plus long, les relations de permutabilité du type (29). Prenons, par
exemple, les substitutions S,,, S,., S,. qui ont respectivement pour solution
propre a valeur propre simple z,,, 5., 512, €t qui ont en commun, comme nous
I’avons vu, la solution propre a valeur propre double z,,. Comme deuxiéme
solution propre avaleur propre double, on peut prendre z,., pourS,,, 5, pourS,.
et, pour S, soit

sy=(Ly) — (—&)(z, ),

soit une combinaison linéaire de z,, et de 5, ne se réduisant pasaz,_, telle que
(1, 0)' = (1, 0) — (1 —&) (&, ©);

c’est cette derniére que nous prendrons.
On a ainsi les solutions propres suivantes :

Valeur propre Valeur propre
simple. double.
N P (o, 1) (x, ©), (¥, ©)
S (0, x) (1,00), (y, o)
Sigeeveniennnnnns (1, z) (0, ), (¥, )

Les relations linéaires qui font passer des solutions d’une ligne a celles d’une
autre se déterminent sans difficulté, grace 4 (39). Les voici :

1° Passage des solutions propres de S, a celles de S, :

(1—&es) (0, 1) = (1= &) (0, &) — (1 —&18:8) (1, ©) — &18:63 (1 — &) (1, ),
(1—&g)(z,0)=—(1—=&) (0, 2) —&(1—&)(1, ©) — a6 —e&) (¥, ©);

2° Passage des solutions propres de S, a celles de S, :

e (1 — €:285) (0, ) ==& (1— &) (1, &) + (1 — €18,83) (0, ©) + &8585 (T — &) (¥, ),
e(1—265) (1, @) =1 (1— &) (1, 2) — &2 (1 — 1) (0, 0) — 16382 (1— &) (¥, ®);
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3° Passage des solutions propres de S, & celles de S, :

(1—e2) (1, &) =—(1--&;) (0, 1) — (1 —&,8,8;) (2, ©) — &18285 (1 — &) (¥, %),
(1—ze) (0, 0)=¢,(1— &) (0, 1) — &,

1
g€

2(1— &) (2, 0) —ee85(1— &) (¥, ).

Ces formules nous suffisent pour calculer les transformées des solutions (o, 1)
et (z, ) par la substitution S, S,,, compte tenu des valeurs propres de S, qui
sont e, ¢, et 1, et de celles de S, qui sont e, ¢, et 1. Le résultat remarquable en
est que par la substitution S,, S, .., (0,1) se t)‘ansforme en ¢;(0,1), et (x, o) en

g8y (2, ) —eg1e63(1— &) (¥, o).

Il en résulte que les substitutions S, et S, S,. possédent en commun, outre
les solutions propres (o, 1) et (y, «), une solution propre de la forme

(z, o)+ 2(y, o),
ou A est une constante. Cette solution se transforme en effet, par S, S,,, en
£186,85(x, ©) — 18265 (1 —&,) (y, ) +A(y, ©);
elle se reproduira multipliée par ¢, <, ¢, si I'on a
— 8y (1—¢) +A=g 852,
ce qui donne, dans ’hypotheése générale ¢, ¢, ¢; £ 1,
A=erer63(1 — &) (1 — &16283).

On a ainsi trois solutions propres, linéairement indépendantes, communes
aS,; et aS,, S,,, avec les valeurs propres suivantes (") : :

(1—e 88 (2, »)

(0, 1) e (1—e)(y, »). (¥, *).
I T €16 I I
So_zsm ................ €3 . E1€983 1

Les substitutions S,, et S, S, sont donc permutables, ce qui donne

SOISO.TSM:: So.z‘sjmsol .

8. Equarions e Pocunammer. — On peut adjoindre a cette derniére relation
d’autres semblables obtenues de la méme naniére; on aura ainsi

Syw: Sot SoxS1z = S2S12801 = S12:S01 Sps

(17) Spe = sm‘SxySJy: Sxyslj’slx: SI)'Sl.l'S;r)‘7
Sae= Sl)'SU_}' Sol - SO)‘SOI Sly — Soi Sjysoy\‘v
en désignant par S ., S, S,. les substitutions-produits qui en résultent,

~ substitutions qui ont chacune, comme les substitutions qui les composent, une

(7) Au facteur ¢; prés pour celles de Se1, d’aprés la formule (42).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 5
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valeur propre simple et une valeur propre double. En effet, les trois solutions
propres du paragraphe précédent, communes aux substitutions S,, et Sy, S, .,
restent propres pour le produit S , de celles-ci, les valeurs propres se multipliant
simplement, ce qui donne & S, la valeur propre double ¢, ¢, ¢, et la valeur
propre simple 1. _

La solution propre a valeur propre simple de S, n’est autre que z,,; celles
de S,, et de S., sont de méme z,_ et 3.

On rencontre les substitutions (47) quand on considére certaines équations
de Fuchs qui sont des cas limites de celles du chapitre I (§ 10 et suiv.). Repre-
nant le plan analytique (23), faisons tendre, par exemple, a vers zéro, ce qui
conduit au plan y =5, avec 6 >1, d’aprés (24). La fonction

fu?‘(u — ) (u —2) (e — ax — b)® du

tend vers
(48) fu“(u—1)§(lc~x)7(11—b)adu;
des six points singuliers
b i—b —b
0, I, ’ y 3 00,
I1—a a a

les trois derniers vont se confondre dans le seul point oo; le produit des trois
substitutions fondamentales correspondantes donnera la substitution fonda-
mentale limite relative & o.

Les quatre substitutions fondamentales provenant des quatre points
singuliers o, 1, b, o de (48) sont donc, par conséquent, So., Siz, Sups S,
chacune d’elles posséde, d’aprés ce qui précéde, deux valeurs propres, une
simple et une double, propriété caractéristique d’une classe d’équations de
Fuchs que Pochhammer (*)a étudiée : I'équation de Fuchs qui résulte ainsi du
systeme (2) moyennant la relation y = b est une équation de Pochhammer.

Il en sera ainsi lorsqu’on considére, au lieu du plan y = b, un plan analytique
réel quelconque passant par un des points triplement singuliers (12).

9. €ompLEMENTS ET coNcLusioN. — Il nous reste 4 mettre en évidence les roles
symétriques des cinq indices o, 1, &, y, «. Comme nous venons de le voir, les
solutions propres z,.,, z,., z,., qui proviennent de valeurs propres doubles des
substitutions (45), correspondent aux valeurs propres simples de S, S,,, S,...
Réciproquement, les six autres solutions, a valeur propre simple, peuvent étre
déterminées comme solutions propres a valeur propre double. Ainsi 5., qui est
propre pour S, d’aprés le paragraphe 7, et de méme pour S, ., est propre en

(#) L. Pocunsymer, Ueber hypergeometrische Functionen n-ter ordnung (Journal de Crelle, t. 1,
1869, p. 316 et suiv.).
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méme temps pour la substitution S,, avec laquelle S,, est permutable (deux
substitutions permutables étant données, toute solution propre & valeur propre
simple de l'une est aussi propre pour l'autre); il existe donc une solution
propre, a valeur propre double, commune a S,,, S,,, S, et qui n’est autre
que 5,;. Les solutions propres z,, et z,, sont de méme communes respectivement
2y, S0y S, €628, S, S,

On vérifie d’ailleurs sans difficulté, compte tenu de (45), les relations
suivantes, analogues a (47):

Sym Sxysxoc — Smszx Syac - wa Syac Sxy: Sola
(49) Sox SO}' S)‘sc - SO)‘ Syw SO» — S_r:o S()w SO)' — S‘.’L'7
Sar SoxSor = S0xS0- Sar = Sy S Sow = S

Pour z., 5., %y, elles sont communes respectivement a S,,, S, ., &4 S,,, S,
etaS,,, S

Les trois substitutions S,,, S.,, S,,, comme nous l'avons déja remarqué,
n'ont pas, en général, de solution propre en commun. Deux quelconques
d’entre elles ayant toujours en commun une solution propre & valeur propre
double, soient respectivement z,,, z,., 5, celles communes & S, S;;. 2 8,,, S,..
etd Sy, S.,. Onles calcule en fonction d’intégrales élémentaires en choisissant
convenablement, comme nous avons eu déja I'occasion de le faire, certains
systémes de coupures intermédiaires, détails dans lesquels nous n’entrerons
pas. On trouve ainsi

»

xrxr*

i

. ;lw: (I’ 00)7
(50) z'{w:(l,oo)*(l—e;;)(x, OO),
= (1, 0) = (1—¢7") (0, ).

Prenons, par exemple, z,,, solution propre commune a S,, et a S,,. Sans
étre propre pour S,,, elle I’est pour une certaine transformée de S,,. Posons,
en effet,

(51) ny: ST;Sr)SJ): SiaSzy Sz,

I’égalité des deux derniers membres résultant simplement de (47). On a, compte
tenu de (45),
853 ZaySoy = (ai ) (afay) (g ay) (i ay) (afag
L = (agaR) (aia) (afay) (@ ar) (afag)
= (azay) (afay) (a7 ag) (@5 a3) (@i ar)
= (ayay) (a; @) (@ a7) (o) (a5 o)
= (ayay) (e as) (a5 ;) (azay) (ayar)
— Soxzw)'sz;jm
d’ott
23S0y S0 == S0, Spa 2y

¢ Lasolution 3], étant propre pour S, et pour S,,, est aussi propre pour S,,. S,...
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Cette derniere substitution n’a plus, dans le cas général auquel nous nous
bornerons, de valeur propre double; toutes ses solutions propres le seront en
méme temps pour X,, avec laquelle elle est permutable; il en sera ainsi, en
particulier, de z,.
En posant
(52) { Zox: Sfiso/xsl.r: Sol Soxsﬂv
203*: SG% Soy SO'I - S“-SO_,-SI%.,

on démontre de méme d’autres relations de permutabilité; on arrive ainsi aux
substitutions suivantes

Srlx =3 s.rysoA\‘ — S(L‘)‘SO_)‘E().TJ — SU}‘ZOxSJL‘)'v
(53) S”l,, = So.vczxysoy — Za.’)'SoySOx — Soysom me
s:;/x — So:L'S.‘L“yZoy — Sx\ 20')‘80::: — Z()ysoxs."cy'

Ces substitutions, que ‘nous adjoindrons aux substitutions (45) et (47),
possédent chacune, comme celles-ci, une valeur propre simple et une valeur
propre double; leurs solutions propres & valeur propre simple ne sont autre
que .., 3., 5.

On vérifie enfin
(54) { Sy;w SU'S’;w = Siys;'eo S)/;I» — S’;oos)’;lxsly = Sz,

ST.81Sy. = 8158, 81, = 5,87, S1y == S¢zy

ainsi que les relations analogues pour S, et S,,, ce qui donne, avec (47), (49)
et (53), quinze groupes de trois relations décomposant en trois chacune des
douze substitutions (45), (47) et (53).

Ces relations, qui proviennent de relations de permutabilité du type (29),
contiennent toutes celles du type (30). La premiére ligne, par exemple, de (47)
donne immédiatement '

Sy:o Sol = Sols)‘xa Syn Sew = Soxsyxv S)':c Siz= Slxsyw~

On résume les résultats ainsi obtenus en disant que deux substitutions sans
indice commun sont permutables, les seules exceptions a cette régle étant

S, et Sex; Si. et Sz Si. et Soy.

Pour conclure, faisons remarquer que les cinq indices o, 1, @, y, «, dont
~nous venons de rendre les roles aussi symétriques que possible, gardent une
certaine dissymétrie inévitable caractéristique, comme nous I'avons vu, du
demi-domaine (A). Lacombinaison 1o donne trois substitutions au lieu d’une,
ce qui fait correspondre, aux dixz combinaisons de deux indices, douze substi-
tutions, et douse intégrales, solutions propres a valeur propre simple des
substitutions correspondantes.
Les mémes intégrales donnent les solutions propres 4 valeur propre double
des substitutions d’indices différents. 1l en résulte, en particulier, que de#
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dousze solutions considérées, trois quelconques qui ne prennent ensemble que trois
indices distincts sont liés linéairement, les seules exceptions a cette régle étant

c 7 v m
~ ~ - . - - ~ . = - - . - -~ ~
~0xs ~yy ~0NV)y ~17 ~1Ny Ny=my ~qz ~0Ty ~0» ~N1w ~1axy RS

CHAPITRE III.

POINTS CARACTERISTIQUES.

1. SOLUTIONS PROPRES ET VECTEURS PROPRES. — Soient données trois solutions
fondamentales z,, z,, ;. Chaque substitution S du groupe de monodromie
remplace ces solutions par trois autres :

Ciuzi+ Cpsa+ Gy s (i=r1, 2, 3),
qui sont trois autres de leurs déterminations. Elle fait correspondre & un sys-
téme de valeurs prises par z,, 5., 5, en un point, un autre systéme de valeurs
prises au méme point par les mémes solutions, systeme qui résulte du premier
par la matrice || C;||. Lorsqu’on regarde les valeurs de z,, z,, 3, comme coor-
données d’un vecteur dans un espace a trois dimensions complexes, on aura
ainsi en S une transformation de vecteur en vecteur.

Les vecteurs propres de S, qu’il ne faut pas confondre avec ses solutions
propres, se rattachent a celles-ci de la maniére suivante :

Bornons-nous au cas, qui seul nous intéressera, ou il existe trois solutions
propres linéairement indépendantes, que les valeurs propres correspondantes
soient distinctes ou non. Z,, Z,, Z; désignant ces solutions, combinaires linéaires
des solutions fondamentales, on peut écrire

Zizz Ok 5k
k

d’ou, le déterminant | ;| n’étant pas nul,
(55) Z,:Z (Bika.
k

Les solutions Z,, Z,, Z; étant propres, on a

2 @ Cjrsr=s Z ik 5= 8iZuy
ok k '
en désignant par s; les valeurs correspondantes. Il en résulte

_
2 ﬁmaijcjkzk:z ChkSkZZ C/lkﬁkiZiZE BuisiLs,
k ki i

i, k
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ce qui donne, grace i I'indépendance linéaire de 7,, 7., Z,,
s} ) i

_
2_‘ Cot Bri= Brisi.
,;

On voit que les vecteurs (B,;, B.;, 35;) sont propres et appartiennent aux mémes
valeurs propres que Z;.

Donnons-nous maintenant deux substitutions du groupe de monodromie S
et S', permutables, ayant chacune trois solutions propres linéairement indépen-
dantes : Z;; Z,. Montrons que U'indépendance linéaire des solutions propres L, et 7,
supposées avaleur propre simple, entraine celle des vecteurs propres correspondants.

En effet, les substitutions S et S’ étant permutables, toute solution propre a
valeur propre simple de I'une est aussi propre pour 'autre; elles ont donc en
commun les solutions propres Z, et Z,. Soit Z pour S, et Z’ pour S/, une troi-
sieme solution propre linéairement indépendante de Z,, Z,. La solution Z, par
exemple, est a valeur propre simple ou, au contraire, double. Dans la premiére
hypothese, elle est propre aussi bien pour S’ que pour S. Dans la deuxiéme
hypothése, elle ne peut appartenir qu’'a la valeur propre de Z,, Z, étant a
valeur propre simple.

On raisonne de méme ponr Z'.

Il reste le cas ou les solutions Z et 7/, a valeur propre double I'une et 'autre,
appartiennent la premiére & la valeur propre de Z, et la deuxiéme a celle de Z,.
La relation linéaire qui existe entre les quatre solutions Z, Z', Z,, Z, peut alors
s'écrire

al + b7, = cl' + di,,

ou les coefficients a et ¢ ne sont pas nuls et out ’'on a au premier membre une
solution propre de S et au second membre une solution propre de S'.

Il existe ainsi dans tous les cas, outre les solutions Z et Z', une troisiéme solu-
tion propre commune a S eta S/, linéairement indépendante, solution que nous
désignerons par Z”. Dés lors, les relations

5= Bl B, 2, + B 7/

donnent trois vecteurs propres, linéairement indépendants, communs a S et
aS :(Bu) (B), (3). Les solutions Z, et Z, étant & valeur propre simple la
premiére pour S et la deuxiéme pour ', les vecteurs correspondants ne sont
autres que (i) et (3,), ce qui prouve leur indépendance linéaire.

2. Espace pEs FoncTioNs. — Comme nous ’avons vu dans l'introduction, nous
cherchons 4 étendre, aux solutions du systéeme (2), certaines propriétés des
fonctions de Schwarz, rapports de deux solutions fondamentales d’une équation
différentielle de Gauss. Ce sont donc,-non les solutions z,, z,, z;, mais les rap-
ports mutuels de ces solutions qui nous intéresseront. Nous avons regardé z,,
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5., 3; comme composantes d’un vecteur ; nous les regarderons désormais comme
coordonnées homogeénes d’'un point dans un espace projectif a deux dimensions
complexes : c’est 'espace des fonctions, I'espace des variables étant celui du
chapitre I. ‘

A tout point de I’espace des variables, les solutions z; font correspondre,
dans I'espace des fonctions, autant de points qu’elles admettent de détermina-
tions différentes, points qui se déduisent les uns des autres par les substitutions
du groupe de monodromie, transformations homographiques de 'espace a deux
dimensions complexes.

On appelle points caractéristiques d’'une homographie les points laissés fixes
par celle-ci. Les vecteurs propres des substitutions deviennent ainsi les points
caractéristiques des homographies, points qui ne sont pas toujours isolés :
lorsque deux points (§3;;) et (3;.), caractéristiques d’'une méme substitution,
appartiennent 4 la méme valeur propre, tout point de la forme (3;, + 45;,) est,
en effet, caractéristique; & toute valeur propre double correspondra un plan
analytique caractéristique, tous les points de ce dernier étant caractéristiques.

L’application aux douze substitutions du chapitre II donne a chacune d’elles
un plan caractéristique, en plus d’un point caractéristique isolé par lequel il
ne passe pas. Soient Py, Py, ... ;L. II,,, ... les douze points et les douze
plans analytiques ainsi obtenus. Deux substitutions sans indice commun
étant permutables, sauf les cas exceptionnelsindiqués au chapitre I1(§9), ilen
résulte que le plan caractéristique de U'une passe par le point caractéristique de
Uautre. Prenons, en effet, par exemple, les subtitutions S,, et S,,. Comme
conséquence de leur permutabilité, tout point caractéristique a valeur propre
simple de I'une est aussi caractéristique de I’autre ; elles ont donc en commun
les points caractéristiques P, et P,., points qui sont distinets d’aprés le para-
graphe précédent, les solutions z,,, et z,, étant linéairementindépendantes. Le
point P ., ne pouvant pas ainsi se placer en P,,, ne peut étre caractéristique
de S,. que contenu par II, .. Le point P,, est de méme contenu parII,..

Un plan analytique étant déterminé par deux de ses points, on voit que ni les
douze points ni les douze plans ne peuvent étre donnés arbitrairement et que,
de plus, on peut déduire ceux-ci de ceux-la et inversement. Six des plans, a
savoir II, ., I1,,, II,,, I, , II,_, TI,,, passent chacun par trois des points : II,,
par Py, Po_, P, s II,, par Py, Py, P, ; etc. Les trois plans Il,,, IL,, II,, pas-
sent chacun, par contre, par quatre points : Il,, par P,,, P\", P, P, ;etc. Les
trois plans IT, ,, IT) , II;". passent chacun enfin, par deux points : II,, par P,
P,,; etc.

Ces points et ces plans sont, en général, complexes; voici pourtant, dans
P’espace 4 deux dimensions réelles, une image de ce qui a lieu dans 'espace a
deux dimensions complexes (fig. 14).

Nous n’avons marqué d’indices que les points dans cette figure; les indices
des droites qui représentent les plans analytiques se déterminent par la régle
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suivante : chacune de ces droites ne doit avoir aucun indice commun avec les
points qu’elle porte, que ces points soient au nombre de deux, de trois ou de

quatre. La droite Py, P,,P,,, par exemple, ne peut prendre aucun des indices
o, 1, x : elle représente le plan II,., .

Ploo
Poo Py oo
000 poy
Pioo T, v, P
Fig. 14
3. ROLE DES CONSTANTES «, (3, v, 2. — La détermination du groupe de mono-

dromie du systéme (2) se rameéne a celle des points et plans caractéristiques
des substitutions fondamentales considérées, dont nous connaissons, en effet,
les valeurs propres. La détermination effective de ces points et plans fera I'objet
du chapitre suivant. Terminons le présent chapitre par la remarque suivante :

Les rapports mutuels des solutions entrant seuls en jeu comme nous I’avons
vu, ce sont moins les valeurs propres que leurs rapports mutuels qui nous ser-
viront. Comme chacune des douze substitutions posséde deux valeurs propres,
une simple et une double, il y aura un seul rapport de valeurs propres pour
chaque substitution, c’est le quotient, pour fixer les idées, de la valeur propre
simple par la valeur propre double. L’analyse du chapitre II donne les valeurs
des quotients propres ainsi obtenus : les chiffres 1, 2, 3, 4, b des formules (35)
correspondant aux indices o, 1, », y, o, la substitution du "™ et du k*™ indices
a pour quotient propre ;.. Le quotient propre de S, est ainsi égal a ¢, et
celuide S, , a¢e,e,=e"e]"e]".

Les substitutions S, S|, S|, ayant le méme quotient propre ¢,¢;, il y a
bien en tout dix quotients différents. ‘

Ces quotients propres ne dépendent des constantes «, {3, v, ¢ qu’indirecte-
ment, par 'intermédiaire des formules (35) : ils ne sont pas changés lorsqu’on
remplace ces constantes par d’autres qui en différent par des nombres entiers.
Le méme remplacement conserve, plus généralement, comme nous le verrons
au chapitre suivant, le groupe de monodromie.

D’autres problémes, par contre, mettent directement en cause «, B3, ¥y, C.
Cherchons, par exemple, au voisinage d’un point singulier, les rapports limites
des solutions, probléme que nous préciserons de la maniére suivante : .

Les solutions z,, 3,, 3, étant des fonctions uniformes dans le demi-domaine
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(4), nous conviendrons d’aborder les points singuliers par 'intérieur de (A),
le cas d’un point singulier complexe est le plus simple dans ces conditions :
deux chemins continus, intérieurs 4 (4), partant d’'un méme point A ( fig. 3) et
aboutissant au méme point singulier se raménent alors I'un & 'autre, sans
sortir de (A), par variation continue : I'image topologique du chapitre I nousle
prouve clairement. Il n’en est pas de méme d’un point singulier réel que cette
image, comme nous I’avons remarqué, ne représente pas; il faudra alors préci-
ser davantage le chemin d’acceés, en recourant, par exemple, aux plans analy-
tiques réels (chap. I, § 11 et suiv.). Examinons successivement les deux eas :

1° Le point singulier est complexe. — Soit x=o, pour fixer les idées, le
plan singulier auquel il appartient. Considérons alors la substitution S,. et
remplacons dans les relations (55)Z, par z.,, Z, et Z; par deux solutions propres
a valeur propre double de.S,., linéairement indépendantes, pour lesquelles
nous pouvons prendre, par exemple, z,, et 3., :

(56) Si= 5[1 Sox+ @i2519'+ 6[2;:}'7:'

Chacune de ces solutions est le produit d’une fonction, holomorphe et sans
zéro dans le voisinage du point considéré, par un facteur de la forme 2*; les
nombres X ainsi obtenus sont les exposants au sens de Fuchs. Pour déterminer 2,
prenons d’abord ()

Soa= (0, &) :f w (1 —1)3 (e — ) (. — y)* du,
()

ou () désigne un double circuit de Pochhammer autour de zéro et de . De ce
double circuit, qui dépend de z, on passe a un autre semblable, mais fixe, par
le changement de variable u = 2u, :

zoﬂc:x‘H‘fﬂf ud (2w, — 1B (u, —1)Y (zu, — y)? du,.
(s1)

L’intégrale de cette derniére formule étant évidemment holomorphe et non
nulle pour x=o, il en résulte A = a + v+ 1.

Pour les solutions z,, et z,,, on a de méme, simplement, 2 =o.

C’est la différence de ces exposants qui nous intéressera, différence qui a
pour valeur a7y -~1. Les constantes o, {3, v, ¢ étant supposées réelles, la
solution z,, ’emportera sur z,, et z,,, dans le voisinage de x =o. si I'on a
a—+ v+ 1< 0; les relations (56) donnent alors au point (z;) la position limite
(Bir), ce qui n’est autre, d’aprés les paragraphes précédents, que P, point

(%) Nous négligeons le facteur constant de ’expression de (o, ), facteur qui n'a ici aucune
importance. ‘

Ann Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 6
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caractéristique de S,.. Le méme raisonnement placera cette position limite en
un point du plan caractéristique 11, si 'on « +y+1 > 0.

Ainsi, le point (3;) a pour- limaite, soit le point P, soit un point du plan 11 ,,
sutvant qu’on a o —+ vy+1<oou>o.

On a des résultats analogues lorsqu’on considére, au lieu de z = o, les cinq
autres plans singuliers.

2° Le point singulier est réel. — Les plans analytiques réels passant par ce
point n’étant pas tous de laméme espéce, nous nous bornerons al’espéce (7, 8):
on passera aux autres espéces sans difficulté, compte tenu de la remarque finale
du chapitre I.

Un plan (7, 8) rencontre la chaine réelle suivant une droite réelle qui porte
sur elle, comme nous I'avons vu, six points singuliers, générateurs des six
substitutions fondamentales (45). Il n’y a ici rien a4 changer au raisonnement
du 1°: en abordant un de ces six points par la moitié supérieure du plan (7, 8),
on obtiendra, comme position limite du point (3;), soit le point caractéristique
de la substitution correspondante, soit un point de son plan caractéristique,
suivant la valeur de la différence d’exposants de ses solutions propres.

Reprenant maintenant les formules (23) et (24) définissant le plan (7, 8),
faisons tendre a vers zéro comme au chapitre II (§ 8). Trois des six points se
confondant alors & la limite, on atteindra ainsi le point triplement singulier
Y=T=o0. La position limite du point (z;) dépend ici, comme on devait s’y
attendre, de la substitution S, . Les solutions propres de celle-ci ayant pour
différence d’exposants

—a—pB—0—1,

le point (5;) aura pour limite, soit le point P,.., soit un point du plan IL,., sui-
vant quon a . + B+ ¢ +1 >0 ou < o.

Les six plans singuliers et les quatre points triplement singuliers donnent
ainsi lieu & dix différences d’exposants :

Sa‘+ﬁ+lv L2 G SEEREE '}'—%—6—0—1,

| a0 —fB—v—1, .., —B—v—3—1,

i

(57)

que les dix quotients propres ne déterminent, évidemment, qu’a des nombres
entiers prés. Les signes de ces différences ne sont pasindépendants : on vérifie,
par exemple, que les différences

o+ B+1, o+ Y +1, B+ry+r1, —a—8—v—1

ne peuvent étre négatives toutes les quatre, ni les diftérences

a+ B+, Y+ 01, —a—B—y—1, —a—fB—0—1.
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CHAPITRE 1V.

CYCLES DE CHAINES.

1. Cmaxes roxpamentaLes. — Nous maintiendrons ’hypothése, essentielle
pour la suite, que les constantes «, {3, v, o sont réelles. Une conséquence immeé-
diate est que les coefficients du systéme (2) sont des fonctions rationnelles
réelles, prenant des valeurs réelles pour toutes valeurs réelles des variables «
et y. Dés lors, étant donnés sur la chaine réelle de I’espace des variables un
domaine (d), 4 deux dimensions réelles, ne contenant aucun point singulier, et
un point (x, y,) de (d), toute solution de (2) qui prend en (x,, y,), ainsi que
ses dérivées du premier ordre, des valeurs initiales réelles, restera réelle
dans (d) comme il résulte du théoréme classique d’existence.

Soient {,, {,, s, trois solutions ainsi obtenues linéairement indépendantes,
indépendance assurée par la condition

CIO C“ZO C?»O

<%>t (g‘i’>o <g%>o # 0.
s 9%, 4
<W>o <d}" >0 <d}’ >0

Les solutions (z;) du chapitre précédent étant des combinaisons linéairesd e {;,
on peut écrire

= ay Ci+ o+ a8,

Les solutions {; restant réelles dans (d), il en résulte que le point (z;)
appartient a la chaine planaire, transformée du sous-espace réel par ’homogra-
phie || a;||.

Ainsi, lorsque le point (x, y) décrit le domaine (d), le point (z;) décrit un
domaine appartenant d une chaine planaire.

Cette chaine planaire n’est bien déterminée que si les fonctions z; le sont

dans (d). Partant toujours du demi-domaine (A) ou ces fonctions sont uniformes,

il faudra préciser le chemin par lequel on aborde les points de (d), points fron-
tieres de (A). Les plans analytiques réels utilisés dans un probléme semblable
au chapitre III (§ 3) peuvent rendre ici les mémes services.

Nous bornant toujours aux plans (7, 8), considérons les points réels qui leur
appartiennent. Un plan (7, 8) ayant pour équation

y—ax—+ b,
ou les nombres réels a et b vérifient les conditions

(24) a <o, b>o, a-+b—1>o0,
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la droite réelle suivant laquelle il rencontre la chaine réelle a pour équation

Uy — au,+ b,

uy, u, désignant les parties réelles de a, y. Les conditions (24), interprétées
géométriquement, permettent de caractériser cette droite : de coefficient angu-
laire négatif, elle rencontre, de plus, la droite u,=1 en un point d’ordonnée
supérieure 4 1. Il est clair qu’elle traverse six, et six seules, des douze régions
dans lesquelles les droites singuliéres

;== o0, u,=1I, Uy == U, Us 1, Us—O0

partagent la chaine réelle : ce sont celles pour lesquelles les deux coordonnées
ne sont pas inférieures 2 1 en méme temps :

AUz
S
~
T~
~
N
1 N
TN '
N
k\\\ \\ >
\El < > Uy
N
~N
~
\§
Fig.15.

Chacune de ces régions est un domaine (d) dans lequel les fontions z; se déter-
minent sans équivoque grace aux plans (7, 8); il lui correspond donc, dans
’espace des fonctions, une chaine planaire bien déterminée. Nous qualifierons
de fondamentales les six chaines planaires ainsi obtenues.

A d’autres espéces de plans analytiques réels correspondent d’autres chaines
fondamentales.

2. Symkrries. — Une chaine planaire (C) étant donnée par les équations
paramétriques
(58) 5=y = Qg s = Qi I3,

ou ry, ry, ry sont des parameétres réels, on appelle symétrie par rapport a (C) la
transformation ponctuelle qui fait correspondre & un point M, de coordonnées
homogeénes

(59) Si== a1+ QY+ QiyYs,

le point M’ de coordonnées homogenes

60) B = au Y1+ @Y+ @i Ys,

les quantités complexes v; et y; étant conjuguées.
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La transformation homographique || a;. [~ qui raméne la chaine (C) a la
chaine réelle raméne la symétrie considérée & une symétrie ordinaire par rap-
port & un sous-espace 4 deux dimensions réelles.

Comme il résulte des formules (59) et (60), les coordonnées 5, sont des
fonctions linéaires, non des coordonnées z;, mais de leurs quantités conjuguées,
ce qui fait qu'une symétrie n’est pas une homographie et que, par contre, le
produit de deux symétries successives en est une. Montrous que, réciproque-
ment, toute homographie résulte, et d’une infinité de maniéres, d’'un nombre pair
de symétries. '

Une homographie pouvant avoir un, deux, trois ou une infinité de points
caractéristiques, bornons-nous au cas ot il existe trois points caractéristiques
linéairement indépendants. Un changement de coordonnées préalable ayant
ramené ces points aux points (1, o, 0), (o, 1, 0), (o, o, 1), I’homographie
prendra la forme

Zy:7y: 7= 25,3053 D5 55.

Examinons d’abord deux cas particuliers :

1° Cas des ); unimodulaires :
)\1 — eziocf’ )\_2: erids, l:;: e‘ziocS,

oy, &, oy désignant trois nombres réels.

Considérons dans ce cas les chaines planaires de la forme

ap== €krg,
les oy étant réels. Lessymétries correspondantes substituent au point z,=¢"*y,
le point
5h == €k = ¥k Zy,

ce qui donne pour deux symétries successives

e — ien ]
5= e2Wkz) = X @k=0d 54,

Deux chaines de la forme considérée pour lesquelles on a
O — Wp= dj (k=r1, 2, 3),
donnent donc deux symétries dont ’homographie considérée est le produit. Il

est clair'qu’on peut choisir arbitrairement une de ces chaines.

2° Cas des \; réels et positifs. — Ces ; ne sont toujours donnés qu’a un fac-
teur commun prés; on peut donc poser A,A,A,=1. Dés lors, il existe trois
nombres positifs a*, b?, ¢* tels qu’on ait
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ce quidécompose 'homographie donnée dans les trois suivantes, plus simples:

17,:71,:1,—= a*z, :

Z[ : Zz. Z:;: F-YI b252:

7,:7,:.7,— i‘,;., - TS
pe
Chacune de ces derniéres se décompose 4 son tour en deux symétries comme
nous allons le démontrer. En effet, prenons par exemple la premiére de ces
homographies. Soit = un nombre réel; considérons la chaine

. 1 .
si=T(r +iry), S, = -1-_(1'1~Lr2), S3= 1y

et la symétrie correspondante. Le point
. 1 .
F=T(Y1 1Y), Sy—= ;(Yi—l')’z), 53= Y3
aura pour symétrique le point
— — — ’ I, _ . | _ _
Fy=1(Y1+ 172) =125, :.2:—(71——z72):§zl, 5= Y= %3.

Une deuxieme symétrie provenant d'une chaine semblable donnera ensuite
le point

3° Le cas général résulte toujours, évidemment, des deux précédents; notre
proposition se trouve ainsi justifiée.

3. INTERSECTION DE DEUX CHAINES PLANAIRES. — Etant données deux chaines pla-
naires (C), (C') et 'homographie (S) qui résulte des deux symétries corres-
pondantes, tout point commun a (C) et a (C'), que ces symétries laissent
évidemment fixe, est, par cela méme, point caractéristique de (S). Voyons si,
ou dans quelle mesure, on obtiendra ainsi tous les points caractéristiques.

- — N\ Y 3 P, —_— \Y ! 4
Si= ik Ik 5= Qi Iy

les équations paramétriques respectives des deux chaines. La recherche de
leurs points d’intersection se raméne a celle de valeurs réelles 7, 7, telles

Soient
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qu’on ait, avec un facteur complexe %,

(61) Zaikrk: lz‘a;kr’,ﬁ.

Les déterminants |a;, | @, | ne sont pas nuls. On peut dés lors résoudre les
équations (61) par rapport aux r, par exemple :

<
— —1 0 )
’"i—~7\§ Qi Ak Trs

ce qui donne, par séparation des parties réelles et imaginaires,

(62) rl_Z[R(X (2% au>—] )I<2 ,aM)]"k.
(63) o=y [R(m <Eaf,}a}lk>—|—I(7.)R<Za;,} ¢¢}lk>]r'k.

En donnant a 7 les valeurs 1, 2, 3, nous avons en (63) trois équations
linéaires et homogénes entre les paramétres r, lesquels ne doivent pas étre
nuls en méme temps; il en résulte

(64) iRa)l(Za;:azk)+I<}.>R<§]am i) |=o.

ou le premier membre désigne le déterminant des équations (63).

Cette relation (64), homogene et du troisieme degré en R(2) et I(1) a de
plus tous ses coefficients réels : elle admettra, pour le rapport R(%) : I(), trois
racines, distinctes ou non, réelles ou complexes conjuguées. A chaque racine
réelle correspondra grace aux équations (62) et (63) un point d’intersection
au moins.

Les racines complexes ne conviennent pas, le rapport R(%) : I(%), ou R(%)
et I(1) sont les parties réelle et imaginaire de A, étant nécessairement réel.

On peut simplifier les équations (63) en remarquant que les chaines ne
changent pas lorsqu’on multiplie tous les ;. ou tous les a; par un nombre
complexe quelconque, nombre qu’on peut toujours choisir tel que le déter-

minant, | <2(th a“>

nant serait nul, il existerait une racine de (64) de la forme R(A) = o, donc une
valeur de % imaginaire pure, éventualité qu’on peut écarter, il est clair, par un
choix convenable du nombre complexe en question.

Dans ces conditions, posons

/ < A
=1 ;) @)
1/\— “1/1 “11/. Cik=— ih “hik |)»

ce qui permet d’écrire (63)

R(Z)Zc[/\.r}(—k I(?\)Zbi/\.r}{: 0;

differe de zéro. En effet, toutes les fois que ce détermi-
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nous en déduirons, le déterminant | b, | n’étant pas nul,

NY o ‘IO) .
Zbih Chk 1" j — I{()\) 7

Ainsi, les solutions de (63 ) ne sont autres que les vecteurs propres de la matrice

Wou 711 ca

les r\, de chacune de ces solutions sont les composantes du vecteur propre appar-

tenant a la valeur propre correspondante —I .
' eur prop P )

On peut des lors appliquer & 2 et aux 7 les discussions classiques relatives
aux valeurs et aux vecteurs propres. 1l en résulte, en particulier, qu'a des
racines réelles distinctes de (64) correspondent un nombre égal de points
d’intersection linéairement indépendants.

4. Sorurions ForMELLES. — Que les points d’intersection de (C) et de (C') ne
constituent pas toujours I’ensemble des points caractéristiques de (S), c’est ce
qu’on peut déduire du raisonnement suivant :

Dans le cas ou I'équation (64) posséde des racines complexes, nécessai-
rement conjuguées, considérons les solutions formelles des équations (62)
et (63), c’est-a-dire les systéemes de valeurs r;, 7/, complexes et conjugués, que
ces équations déterminent lorsqu’on y remplace le rapport R(%) : I(1) par les
racines en question. En portant ces valeurs dans (61), nous obtiendrons deux
points qui n’appartiennent, évidemment, ni a4 (C), ni a (C'), mais qui sont
symétriques I'un de 'autre par rapport 4 chacune de ces deux chaines. Dés
lors, une premiére symeétrie, par exemple par rapport a (C), remplace le pre-
mier point par le second qu’une symétrie par rapport a (C') raméne ensuite au
premier; on voit ainsi qu’d deux racines complexes conjuguées de (64) corres-
pondent deux points caractéristiques de (S), solutions formelles de (63), points
que les deux chaines ne portent pas.

Il est clair d’ailleurs, réciproquement, que tout point caractérisque de (S),
a moins d’étre laissé fixe par chacune des deux symétries, doit avoir le méme
symétrique par rapport a (C)eta (C'). Les équations (63 ) etlesracines de (64),
tant réelles que complexes conjuguées, donnent ainsi tous les points caracté-
ristiques.

5. ANGLES DES DEUX CHAINES. — Pour déterminer de méme les valeurs propres
de (S) ou plus’ exactement leurs rapports mutuels, bornons-nous au cas, qui
suffira pour la suite, ot les chaines (C) et (C’) ont en commun trois points au
moins, linéairement indépendants, provenant de trois racines réelles de (64)
distinctes ou non. En désignant les coordonnées homogénes du premier point
par uy,, celles des deux autres par u,, et u,;, cherchons les équations générales
des chaines planaires passant par ces points.
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Une quelconque de ces chaines étant donnée, il existe une homographie qui
la fait correspondre au sous-espace réel (c’est la définition méme des chaines
planaires), homographie qui n’est déterminée, évidemment, qu’a une transfor-
mation pres, elle-méme homographique, changeant le sous-espace réel en
lui-méme. On peut toujours choisir celle-ci de maniére a faire correspondre
les points (u), (14s), (115) aux points (1, o, 0), (0, 1, 0), 0, 0, 1). Dans ces
conditions, sotent

-
ap=Y wpr

les relations homographiques entre les coordonnées 3, d’un point de la chaine
et les coordonnées r, du point réel correspondant; on aura, grace aux trois
paires de points.considérées.

o« et w, étant réels. ‘
Les facteurs g, peuvent étre négligés, les r, n’étant déterminés eux-mémes
qu’a des facteurs réels preés; il reste ainsi

Apk = Uk eiwka
ce qui donne a la chaine les équations paramétriques

93 :2 Uy Gk ry.

On voit que la famille des chaines planaires qui passent par trois points donnés
linéairement indépendants dépend de deux paramétres réels, 'un des trois para-
meétres w; pouvant étre arbitrairement choisi.

L’application aux deux chaines (C) et (C') permet de leur donner les
équations paramétriques

—~ ) ,
(63) = N = S

les différences w, — w,, w;—w,, w;— w,, qui mesurent en quelque sorte la
distance des deux chaines, sont ce que nous appellerons les angles que la
chaine (C’) forme avec (C), respectivement de (u,) & (wus) de (unn) & (uns),
de (up) & (uys), angles qui ne seront définis qu’a des multiples de = prés. Deux
seuls de ces angles sont indépendants, évidemment.

En calculant (S) & partir de (65), on remarquera que le point

.
slz:Z UnkYk

a pour symétrique par rapport a (C) le point

— %l . _ .
2 uhk'\{k: :u/tkelwk'\"ke‘”’)k,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1.
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lequel a pour symétrique par rapport a (C')
. LY .
Zh :E Unk e‘lzwkyk:z wnk eXcuy) 3,

ce qui mettra en évidence les quotients propres de (S), rapports mutuels des
nombres ¢ : les demi-arguments de ces quotients propres égalent les angles des
deux chaines.

Cette derniére propriété montre en méme temps le caractére intrinséque des
angles : toute transformation homographique les laisse invariants.

6. CYCLES DE CHAINES FONDAMENTALES. — Revenant aux chaines fondamentales
du paragraphe 1, considérons un plan analytique réel de 'espece (7, 8), et
I’équation de Fuchs correspondante (chap.I,§ 10 et 11), a six points singuliers,
dont les substitutions fondamentales engendrent, comme nous ’avons vu, le
groupe de monodromie du systéme (2). La droite réelle de ce plan (7, 8) étant
divisée en six segments par les points singuliers, chacune des substitutions
considérées résulte des franchissements successifs de deux segments consé-
cutifs, ou encore, de deux prolongements analytiques des solutions, le premier
d’un point A de la région 7 au point conjugué A’ de la région 8, a travers un
segment, et le deuxieme de A’ & A a travers le segment suivant. Pour chacun
de ces prolongements analytiques, les solutions {; du paragraphe 1, étant réelles
sur le segment, prennent aux deux points conjugués, d’aprés un théoréme
classique, des valeurs conjuguées, ce qui donne, lorsqu’on passe des {; aux z;,
deux points de I'espace des fonctions, symétriques par rapport a la chaine
fondamentale correspondante.

Ainsi, chacune des homographies fondamentales résulte de deux symétries par
rapport a deux chaines fondamentales consécutives.

Les valeurs propres des substitutions fondamentales étant unimodulaires, il
en est de mémede leurs rapports mutuels, quotients propres des homographies
correspondantes. Chacune de ces derniéres possede de plus, comme nous
I’avons vu au chapitre précédent, un point et un plan caractéristiques linéai-
rement indépendants; il en résulte que pour deux chaines fondamentales
consécutives, toutes les racines de I’équation (64) sont réelles (’existence de
racines complexes entrainerait, comme on le vérifie sans difficulté, celle de
quotients propres non-unimodulaires), et que deux de ces racines sont égales,
donnant aux deux chaines, moyennant (63), une infinité de points d’inter-
section dépendant d’un parameétre réel, infinité qui forme une chaine linéaire,
transformée homographique d’une droite réelle.

Toute chaine linéaire appartient 4 un plan analytique qu’elle détermine,
comme une droite réelle détermine le plan analytique réel auquel elle appar-
tient. Il est clair que le plan analytique de la chaine linéaire obtenue n’est
autre que le plan caractéristique correspondant.
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Les chaines fondamentales possédent ainsi cette propriété que deux consé-
cutives quelconques de ces chaines ont en commun un point et une chaine linéaire
linéairement indépendants. Par consécutives, on doit entendre ici, étant donné
un certain nombre de chaines planaires dans un ordre déterminé, deux chaines
qui se suivent I'une P'autre circulairement, la derniére chaine étant regardée
comme suivie de la premiére. Des chaines planaires ainsi ordonnées forment
ce que nous appellerons un cycle; les cycles qui possédent la propriété preécé-
dente seront qualifiés, pour abréger, de pochhammeériens.

Deux des trois valeurs propres étant égales pour chacune des homographles
fondamentales, il en résulte que deux chaines fondamentales consécutives
forment un seul angle qui ne soit pas nul. On obtient ainsi, étant donné un
cycle pochhammeérien, autant d’angles qu’il existe de chaines composantes :
nous les appellerons simplement les angles du cycle.

L’existence de relations de permutabilité (chap. I et II) empéche qu’un
cycle pochhammeérien quelconque de six chaines planaires puisse étre regardé
comme le cycle de chaines fondamentales d’un systéme tel que (2). Les mémes
- relations permettent, comme nous le verrons plus loin, de déterminer les six
chaines fondamentales par quatre d’entre elles convenablement choisies, celles,
par exemple, que ’on obtient lorsqu’on considére, a la place du plan (7, 8), le
plan y = b du chapitre II (§8). La droite pointillée de la figure 15 devenant
horizontale, les quatre chaines correspondent aux quatre régions supérieures
a la droite u,=1; elles forment un cycle qui détermine des homographies
semblables aux précédentes et qui reste, par conséquent, pochhammeérien.

Le calcul du groupe de monodromie se ramene ainsi au probléme géomé-
trique suivant :

Déterminer un cycle pochhammeérien de quatre chaines planaires, connaissant
ses quatre angles.

7. Cas ciNerAL. — Pour résoudre ce probléme, désignons par
(G, (Go), (Gs), (Go)
les chaines composantes du cycle & déterminer, par

Xy Xo Xy X
les points et par
‘ (Yl)7 (Y?)’ (Yﬁ)v (YI»)

les chaines linéaires dans lesquels chacune d’elles rencontre la suivante : (C,)

et (C,), par exemple, se rencontrent en X, et (y,), et(C,) et (C,;)enX, et(y,).
Soient enfin

0!7 027 037 Ok

les angles du cycle correspondants.
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Deux chaines linéaires qui appartiennent & une méme chaine planaire se
rencontrent en un point, & moins de se confondre entiérement. En effet, les droites
réelles étant les seules chaines linéaires du sous-espace réel, la transformation
homographique qui raméne la chaine planaire 4 ce sous-espace raméne les
deux chaines linéaires 2 deux droites réelles : elles se rencontrent ou se
confondent comme celles-ci.

Appliquons cette remarque aux chaines linéaires (y/) : les deux premiéres,
par exemple, étant portées par la méme chaine planaire (C,), se rencontreront
en un point Y, si elles ne sont pas confondues; nous obtiendrons ainsi quatre

points
Y, Yy, Yy Y,

intersections de chacune des chaines linéaires avec la suivante.

Ces derniers points peuvent n’étre ni distiqcis ni méme déterminés. Nous
laisserons de coté cette difficulté en nous placant d’abord dans le cas général
ou les quatre plans analytiques des chaines linéaires sont trois d trois linéairement
indépendants, en ce sens que chacun de ces plans ayant pour équation une
relation linéaire et homogeéne en z,, z,, 3, le tableau des coefficients des
quatre équations a ses quatre déterminants du troisiéme ordre différents de
zéro. Soient dans ce cas

II,=o, IL, = o, II;—=o, II,—o

les équations en question; les points Y,, n’étant autres, évidemment, que les
points d’intersection des plans chacun avec le suivant, sont déterminés chacun
par deux consécutives de ces équations :

Y, : IIL=o, II,—=o;

Y,: IIL=o, II,=o;

Y,: IIb=o, I,—o;

Y,: IIL=o, II, — o.

Il en résulte que Y, et Y,, par exemple, sont bien distincts, sans quoi le
systeme de trois équations
H1: o, l]s_): o, l]3:0

aurait une solution non nulle; que le plan analytique que ces points déter-
minent, et qui n’est autre que II,=o, ne passe pas par Y,, sans quoi le
systéme de trois équations
' II,—=o0, II,—=o0, II,=o0

aurait une solution non nulle; que les points Y,, Y,, Y; sont eux-mémes, par

conséquent, linéairement indépendants. On voit que /’indépendance linéaire
trois a trotis des plans 11; entraine celle des points Y;. :
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Il est clair, d’aprés le méme raisonnement, que la détermination des
points Y, et leur distinction chacun du suivant exigent inversement l'indépen-
dance linéaire des plans II; trois a trois. |

Il sera commode que nous désignions les points Y;d’une maniere légérement
différente: V,, V,, V,, V, étant quatre points trois a trois linéairement indé-
pendants, les quatre chaines planaires a déterminer passent respectivement par
les quatre systémes de trois points suivants :

(G V,, V., Vy
(Cy): Vy, Vo Vi
(C): Vi Vi, Vy
(C): Vi, V,, V..

Vi, V,, V5, V, ne sont autres que Y,, Y;, Y,, Y,.

Nous avons déja vu, au paragraphe 5, quelle forme générale on peut donner
aux équations paramétriques d'une chaine planaire passant par trois points
linéairement indépendants. En ’appliquant aux chaines (C;), nous pouvons
écrire leurs équations

(C) 1 sn= Yumenr (k)
OU 1y, 1y, ty; désignent les coordonnées homogenes de V..
Prenons par exemple les deux premiéres de ces équations :
BRT= Upp €061+ Uy €Pury+ Uy, €0y,

SR Uy eiWgy s W, ety Iy Uy 6[0’21]“1 .

Les deux chaines ainsi représentées doivent avoir en commun une chaine
linéaire passant par les points V, et V,. Il suffit pour cela, évidemment, qu'on
ait

023 — W13== Wy, — Wy, (mod ).

Cette condition est aussi nécessaire. Désignons, en effet, par u, les coor-
données homogeénes du point d’intersection V des deux chaines linéairement
indépendant de leur chainelinéaire commune; rapportées aux points V, V;, V,,
les équations des chaines prennent la forme

. ’ . ! n ’
== g, €01 P A gy €0 P o w0

AT U €0 P b gy €08 Pl uy, @98 p
et 'on doit avoir, pour que la chaine linéaire puisse exister,
Wyy— W3 == W, — W), (mod ).

Que w, et w,,, par exemple, ne soient autres que w,; et w,,, on le voit sim-
plement en identifiant. Nous avons

. I s ! : ! 3 . .
up €01 - wyy €01 r' —+ Uy, €014 r’,F == U CPury - Uy 6Py - Uy, 6Py
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I'indépendance linéaire des points V, V,, V, d’une part etde V,, V,, V, de
I’autre a pour conséquence que la seule facon d’obtenir V, par exemple consiste
a faire au premier membre 7= r, = o et au second membre r,=r, = o, ce qui
donne

Ups eiots Y= Uy € 0nry,
s \
d’otr

0} ;= 0 (modm).

Dés lors, ayant des conditions analogues pour deux consécutives quelconques
des chaines (C;), posons
W == W4 — Gya== W3 — Oys,
Gy = W3 — M3 == By, — Way,

Comme on peut multiplier les équations d’une chaine par un facteur sans
changer cette chaine, nous pouvons prendre

Wi9 == Moy == Wy, == Wy = 0,
et nous aurons
W3 == Wy, o= 0+ w3,
Wy = W3, Wa1 == W3 0y,

ce qui donne aux (C;) les équations suivantes :

(C1 ). BAT= Upe Ty €Uy s+ e+
(66) (Co): sn=tpsry—+ 95wy, ry —+ OO0y,

(C3) 1 mn=wmri+ €@ up ry+ OOy, ry,

(Co): sa==um i+ €®yry 4 OOy, o

Une transformation homographique ferait correspondre les points V;a quatre
points trois a trois linéairement indépendants et arbitrairement donnés
(chap. I, § 4). Deux cycles transformés homographiques I'un de P’autre étant
considérés comme équivalents, il résulte de (66) qu’un cycle pochhammérien de
quatre chaines planaires dépend de quatre paramétres réels, a savoir w,, w,, 0y,
w,. Nous prouverons plus loin I'invariance de ces paramétres.

Dans le tableau des coordonnées uy(h=1, 2, 3; k=1, 2, 3, 4), soient a,,
oy, o3, a, les quatre déterminants du troisiéme ordre, dont aucun n’est nul,
grace a l'indépendance linéaire des points V; trois a trois, et qui permettent
d’écrire, quel que soit A,

Qg Upy = XgUpy = AylUpg—+ O Uj — O.

Les nombres u,, n’étant déterminés jusqu’ici qu’a quatre facteurs pres, on peut
choisir ceux-ci de maniere a avoir

A== A== Olg3== &,
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et, par conséquent, quel que soit /%,
(67) ‘ Upy —+ Ups + Upz—+ Up,=— 0.
Cherchons, dans ces conditions, les angles du cycle (66).

Reprenons pour cela le point V, de coordonnées u,, qui compose avec la
chaine linéaire I'intersection des chaines (C,) et (C,). Nous devons avoir

(68) lt/l:u/ﬂr"_,—i—ei”’?ll//,;r’n—i—ei“‘”+°’3‘lt/,r,r',,:l[e’:“)?uhgl";--l- ei(u)g+rj)31mmr',i+ei(wﬁmﬁmﬂum,«”,
. ", I, sont réels et A complexe. Les nombres r, et » étant
nécessairement différents de zéro, sans quoi le point V appartiendrait a la

chaine linéaire, nous pouvons tirer de (68) u,. et u;,, ce qui permet d’écrire
les équations de (C,) et de (C,) sous la forme

! 7

u, 7, . r,
= — P €| ra— SR, ) 4 el @) gy e T ),

I 7 7

1 U

uj rs ] r,
=g 7 ’1+ €1, < I's— 5 ’°1> -+ el(w2+m3)ll/:a,<7'a‘— g Iy .

1

\ ’ / ’ it 1
our,,r,r,r,r

L’angle des deux chaines (de la chaine linéaire au point V) se met ainsi en
évidence et est égal 4 — arg. Or, en portant dans (68) la valeur de u,, tirée
de (67) et identifiant, on trouve les relations

A ,./2 — il 50
(69) ry= A1 — el

= A, — e,

el

dont la premiére donne 7, et 7| n’étant pas nuls,

(70) argh =— (w,+ 03+ w,)  (modm).
L’angle considéré égale donc w, + w; 4 w,.
En égalant 4 0; les angles du cycle (66), on a ainsi

Wy —+ W3+ 0, =— 91
W3~ W, + (01:02

™ d k]
(71) ot o+ 60, — (modm)
0y Wy wy =0,
d’ou
32(»: 20 (modm),
20
(72) Zw:T + = (modm),

m désignant un nombre entier. En donnant & m lesvaleurs o, 1, 2, on obtiendra
pour w; trois systémes de valeurs différents :

Ve
i
(73) 0= —5— —Oi—i——";n (modT).
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On peut ainsi conclure : la solution du probléme géméotrique que nous nous
sommes posé n’est pas unique, mais triple : chaque systeme devaleursY); détermine,
a des trans formations homographiques pres, trois cycles pochhammeériens différents.

8. Examex pes cas exceerés. — L’indépendance linéaire des plans II; trois a
trois, caractéristique du cas général considéré, ne peut tomber en défaut que
lorsqu’il existe un point au moins que les quatre chaines (C,) possédent en
commun. En effet, supposons, pour fixer les idées, que les plans II,, IL,, II, ne
sont pas linéairement indépendants; distinguons les trois cas suivants :

1° I, et II, ne sont pas confondus, ni II, et II,. 1l existe alors un point
unique, commun aux trois plans, intersection commune des trois chaines
linéaires correspondantes dont (vy,) et (y,) ne sont pas confondues, ni (7y,)
et (vs)-

2° II, et I, sont confondus, mais non II, et II;. Les chaines (y,) et (v,) sont
alors confondues; leur intersection avec (v,) donne le point unique commun a
(Y1)s (12) (Ya)- :

Résultat analogue si II, et II,; sont confondus, mais non II, et II,.

3° Les trois plans sont confondus. Il en est alors de méme des trois chaines
linéaires.

Il existe ainsi; dans tous les cas, un point au moins commun a (v,); (Y2),
(7s) et, par conséquent, aux chaines (C,), (C,), (C;), (C,) dont chacune passe
par une au moins des trois chaines linéaires.

Un tel point, laissé fixe par chacune des symétries fondamentales, reste fixe
par le groupe de monodromie qu’elles déterminent : il est caractéristique pour
toutes les homographies du groupe. En le prenant pour le point (o, o, 1),
considérons une quelconque de ces homographies.

Z,—C 5+ Cpoz+ Cyyzy,
Z>= Cy; 5+ Cy5,+ Cyy 3,
2= Cyy 5+ Cyy 5+ Cys 3,

Le point (o, o, 1) devant se reproduire par cette substitution, on a
nécessairement
C1:;:C2:::07

ce qui montre que les solutions z, et z, se transforment indépendamment de z,
et vérifient, par conséquent, un systeme différentiel d’ordre 2. Le systéme (2),
d’ordre 3, a dii étre réductible a des systémes d’ordre inférieur.

En nous bornant aux systémes (2) irréductibles (**), nous ne devrons donc
considéret, pour obtenir les chaines fondamentales, que les cycles du para-
graphe précédent.

(1) Hypothése déja admise au chapitre II (§ 4).
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9. Lgs povts X;. — Les angles 0; du paragraphe 7, que nous identifierons
plus loin aux nombres

(a+)my, (B+)m, (y+0)m, -— (x+ B+ 0d)m,

ne doivent jamais étre nuls (mod) : le cycle de chaines fondamentales n’est
pochhammérien, au sens strict que nous avons donné i ce mot, que sous cette
condition. Nous ne nous étendrons pas sur les cas ainsi écartés; on pourra les
- obtenir comme limites des cas étudiés.

Reprenons, dans ces conditions, les formules (69) et (70) qui nous donnent
pour le point V, par séparation de parties réelles et imaginaires,

" o o
'3 7y 7y

- = = = = ’
SiNw,  SIn(Ws—+ ®y)  SIn(Wy—+ 03+ w,)

’ ’

!
Iy r, r, .
—_— " — " | bl
r, 7 cosw, — 77 cos(wy—+ 3+ 0,) 7y oS0+ @y) — 77, COS (s —+ Wy —+ W)

d’ou

! 7
ry r, r,

sin (@, w3+ 0,)  sin(wy—+ w,) Sinw,

I en résulte, d’apres (68),
U= Upy SIN (03 + W3+ 0,) + €92 145 SIn (3 + 0,) + ell@:+D) 1, sinw,,
ou encore, vectoriellement,
V=sin(o,+ 0;+ o,) + Vy e sin(w;+ w,) V; -+ e+ sinw, V,.
L’angle 0, = w,+ w,+ w, n’étant pas,nul (mod=), on a effectivement en V
un point d’intersection de (C,) et de (C,) linéairement indépendant de (7y,).
Ce n’est autre que le point X,,.

On ne change pas le point en multipliant les trois coefficients de cette formule
par un méme facteur; on peut ainsi écrire

(74) Xi=o(—wy—w;— 0,) Vot 0(— 03— @) Vi+ o (— MI)V,,,
avec
(73) g(a) =e€e“sma.

On vérifie sans peine I'identité
(76) g(a) —o(b)=e*ag(a—Db)

grace a laquelle il est facile, compte tenu de (67), de déduire de (74) d’autres
expressions de X, ; on trouve ainsi

(77) Xi=e %[ o(w,) Vi+ o(— w,— ) Vot 0 (— w3) V;]
= e MO+ g (0;) Vi+ g (w3+ o) Vi+ 0 (— w,) Vs ]
= e HOHOAN) g (0, ) V4 o (0, + 03) Vi + 0 (@ + w3+ 0,) Vi ]
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc 1. 8
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Les analogues des formules (74) et (77) donnent de méme les autres X;.
Celles qui rapportent trois des X; a trois des V,; ont des déterminants que I'on
calcule sans peine, grace toujours a (76); on a ainsi, par exemple, en valeur
absolue, .

g |PO% X X0 [D(Xs, X, Xo) ’D(X“X?,Xn)
(79) D(v,,v),V>|*| I—

D(V,, Vo, Vo | ID(V,, Vi, V)
RS i (2

Les points V; étant linéairement indépendants trois a trois, il en sera de
méme des points X; st ni w; ni la somme de ces parameétres ne sont multiples de .

Ecrivons enfin, a coté de (74),
Xo= e 21[g (o) Vot o(— 03— 0,) Vi + g (— ;) V,],

ce qui donne
X)— e X, =[o(— wy— w3 — w,) — (o) Vo= e—““a( 2 w> V.,

ou encore
(79) Xy — X, = U( Zw>

Comme V,+V,+ V,+V,=o0, on en déduit
(80) X (e 21— 1) 4+ X, (e — 1) - Xy (729 — 1) + X, (e7¥® — 1) = o.

10. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES w;. — Par quatre points trois a trois linéai-
rement indépendants, il passe une, et une seule, chaine planaire (chap. I, § 5).
Trois de ces points étant pris pour les points (1, 0, 0), (o, 1, 0), (0, 0,1), la
famille qu’ils déterminent se compose de chaines planaires de la forme

5= e*p,, Zo= €% p,, s3= €% ;.

Les coordonnées a,, a,, a; du quatriéme point étant nécessairement différentes
de zéro, les relations
a Ay Ay

eiail’1 - eia._,,,.z - e"“ar,-,

donnent univoquement les différences o, — a,, oy — ;.
Considérons maintenant les équations

Bp=Upa s~ Ups 3 == Uni Thy
BR== Uy Up Ty~ Upy Ty,
SRT= U T~ WUp Ty = Uja Ty

Ep= Uy Upa Ty~ Uy T,

qui résultent de (66) par I'évanouissement des w;. La condition (67) a pour
conséquence qu’'elles représentent une méme chaine planaire, celle donc qui
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passe par les quatre points V; et que nous désignerons par (G). En les compa-
rant aux équations (66), on voit que les w; sont les divers angles que les chaines
(C;) forment avec (G) : la chaine (C,). par exemple, forme avec (G) les angles
w, et w,.

L’invariance des paramétres w, se trouve ainsi mise en évidence.

11. DerermiNATION DE L'ENTIER 2. — Pour appliquer le paragraphe 7 a la
fonction hypergéométrique, considérons, comme au paragraphe 6, un plan
analytique passant par un des points triplement singuliers, soit le plan
y=">0(b>>1) pour fixer les idées, auquel correspondent quatre chaines fonda-
mentales formant, comme nous I’avons vu, un cycle pochhammeérien. Les
quatre homographies fondamentales qui doivent en résulter, chacune par deux
symétries, ne sont autres que les substitutions S,,, S,., S.,, S,.;leurs quotients
propres, calculés au chapitre II, sont les nombres suivants :

o ezi(oc-r—y)f:, e e?z‘(ﬁ-w)ﬂ’ N e‘zi(~(+6)1:,

gyes== 7t ey e = e—la+f+Om,
Les demi-arguments de ces nombres donnent les angles du cycle :

0,= (¢ +y)m, 0, = (B +v)m, 0;= (y+ 0)m,

(81) 0,=— (a+ B +9d)m,

ce qui détermine, d’apres le paragraphe 7, trois cycles différents. Il nous reste
a reconnaitre, parmi ces cycles, celui qui convient.

Cherchons pour cela l'intersection des chaines (C,) et (C;). Nous devons
avoir, pour tout point d’intersection,

®

2 7 1 " ' 17 I "
Upa Ty - €2y rly -+ OOy, — 7\'_ O W) gy Pl - @O AW gy Pl e u/lgrg],

our, r,, r, r,, r,,r, sont réels et A complexe. En remplacant u,, par sa
valeur tirée de (67) et identifiant, nous obtiendrons les relations

[ iEu) )
,J‘_) — A l_e r’; — el Wetwy+wy) I"{ ,
I"3 = — A ellwsro) p
;o ” i, 5.
ro= A[r,—évry],

On peut les satisfaire en faisant d’abord 7, = 0. On a alors, soit

argl —o, ry=o,
ce qui donne le point V, ; soit
argk:——z o, ri=o,

ce qui donne le point V,.
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Pour 7 £ 0, la deuxiéme des trois relations exige
argA =— (w; + o),
et les deux autres déterminent ensuite les rapports 7, :7:7}; on a ainsi un
troisieme point d’intersection V.

On en déduit, tout comme au paragraphe 7, les angles des deux chaines qui
sont égaux a Zw, deV,aV,,ethow,+w,,deV,aV.

L’homographie qui résulte des deux symétries par rapport & (C,) et a (C;)
est lg produit de deux autres dont la premiére résulte de (C,) et de (C,), et la
deuxieme, de (C,) et de (C,). Elle n’est autre, par conséquent, que la substitu-
tion S,,S,., dont nous connaissons, grace au chapitre II (§ 7), les quotients
propres :

&, = €T, N — e2la-+B4+y)w

Les demi-arguments de ces quotients propres devant égaler les angles des
chaines (C,) et (C,), il en résulte, en particulier,

(82) Zw:yn (mod ).

En portant dans (72) les valeurs (81) des 0; et la valeur (82) de Z(o, on
constate ainsi que m = o. Il vient donc, en définitive, '

(83) wy=—am, 0, = — P, 0y = — 0T, o= (a+B+y+d)m (modT).

Le cycle de chaines fondamentales considéré acheéve ainsi de se construire
géométriquement; les partws non entiéres des constantes «, 3, v, ¢ interviennent
seules, comme on devait s’y attendre, dans le résultat.

Le probleme du groupe de monodromie est dés lors résolu :

Trois branches fondamentales de l'intégrale
]‘u“(u—1)3(z¢—x)7(1,1,~b)5du (b>1), ,

se transforment par des homographies qu’un cycle de quatre chaines planaires
détermine par symétries successives; les équations (66) donnent les quatre
chaines a une trans formation homographique prés lorsque les w; ont les valeurs (83).

Le groupe de ces homographies, groupe de monodromie de 'intégrale prece-
dente, n’est pas celui de I'intégrale

fu“(u — )8 (u—2)(u—y)°du.

Il n’en est encore qu’'un sous-groupe, mais un sous-groupe qui le détermine,
grace aux relations de permutabilité. La figure 14 du chapitre III prouve cette
détermination de la maniére suivante :
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Les substitutions fondamentales des deux groupes étant respectivement
) Soam Sl:m Sxya sz: S1ySOA\'SOI)
et
SO.‘L" Slxa S:r?}', Sl)', SO)'v SOH

on peut obtenir S,,, S,,, Sy, 4 partir de S,,, S,,, S.,, S,... Le point et le plan
caractéristiques de S,, résultent,-en effet, de ceux de S,, et de S, : P,, est le
point d’intersection de II,, et de II. ; II,, est le plan qui passe par P,, etP,,.
On en déduit S,,, dont on connait en effet le quotient propre. On raisonne de
méme pour S,, et S,,.

12. Hyeersurrace HErRMITIENNE. — Une hypersurface hermitienne (H) étant
'ensemble des points dont les coordonnées homogénes annulent une forme
d’Hermite

H(Z) =H{(5y, 52, 535) = Aux3n5s (Ak/l:: XM.\),

deux points Z(z,, 2., 3;), Z'(5,, 5,, 3,) sont conjugués par rapport a (H) si
I'on a ,
H(Z, ') = Ajszn5, = o,
ce qui entraine aussi
H(Z, Z)=o,

les deux quantités complexes H(Z, Z') et H(Z', Z) étant toujours conjuguées.

Une chaine planaire est orthogonale i (H) si elle contient trois points linéai-
rement indépendants deux a deux conjugués. Une telle chaine étant donnée,
la transformation homographique qui la raméne a la chaine réelle (C,) rameéne
(H) 4 une hypersurface hermitienne (H,) par rapport a laquelle trois points
réels sont conjugués. Une homographie réelle pouvant faire correspondre deux
groupes quelconques de trois points réels linéairement indépendants, et les
formes d’'Hermite diagonales donnant les seules hypersurfaces hermitiennes
qui conjuguent les points (1, 0, 0),(0, 1, 0), (0, 0, 1), il enrésulte qu’on peut
obtenir I'équation de (H,) comme transformée homographique réelle d une
équation diagonale; tous ses coefficients sont donc réels :

Les formes d’Hermite a coefficients réels donnent les hypersurfaces hermi-
tiennes orthogonales a la chaine réelle.

On ne change pas ces formes lorsqu’on permute z; et . Il en résulte que
tout point de (H,) a pour symétrique par rapport a (C,) un autre pointde (H,):
la symétrie par rapport i (C,) conserve (H,), ce qui suffit pour en dire autant
de (H) et des chaines planaires orthogonales a (H).

L’homographie qui résulte de deux chaines planaires (C) et (C), orthogo-
nales a (H), conserve encore (I). Nous bornant au cas ou elle posséde un point
et un plan caractéristiques linéairement indépendants, montrons que le premier
a le second pour plan conjugué, licu de ses points conjugués.
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En effet, désignons par S la substitution linéaire, matrice de I’homographie
considérée. Les neuf coefficients de S n’étant déterminés qu’a un facteur pres,
on peut choisir celui-ci de telle maniére que S ne conserve pas seulement (H),
mais la forme d’Hermite elle-méme qui s’y annule. On a ainsi, quel que soit Z,

H(SZ) = H(Z),
ce qui entraine, quels que soient Z, et Z,,
H(SZy, SZ,) = H(Zy, Z,),

Comme on a, pour deux points caractéristiques, a valeurs propres 2, et A,
STy =117, SZ,—= A7Z,,
on en déduit
H(SZ, SZ,) = & b H(Zy Z,) = H(Z,, Z,),
ou encore
(M2—1)H(Z, Z,) =o.

Deux points caractéristiques pour lesquels le produit 2,2, différe de 'unité
se trouvent ainsi nécessairement conjugués. C’est bien le cas du point caracté-
ristique isolé P et d’un point quelconque du plan caractéristique II : le rapport
A i A, étant alors unimodulaire, la relation A, A, =1 entrainerait 2,:A,=1, ce
qui n’est possible que pour S=r.

Reprenons maintenant les chaines planaires du cycle (66); demandons-nous
s’il existe une hypersurface hermitienne qui leur soit orthogonale a toutes.
Elle doit conjuguer, d’apres ce qui précéde, quatre paires de point et de plan,
a savoir le point X, et le plan V,V,, X, et V,V,, X; et V, V,, X, et V, V;. Ces
conditions nécessaires sont aussi suffisantes, par suite de la structure du cycle.
En effet, la chaine (C,), par exemple, porte surelle les points X,, X,, V., V,, V,;
les chaines linéaires (v,) et (y,) passent respectivement par V, et V,, V, et V,.
L’hypersurface qui conjugue X, et V,V;, et X, et V,V,, conjugue le point V; et
le plan X, X,. Ce dernier plan, ayant deux points communs avec (C, ), rencontre
(C,) suivant une chaine linéaire (y'); le point ou (y,), par exemple, rencontre
(y') forme avec X, et V; trois points deux a deux conjugués, ce qui assure
I'orthogonalité de (H) et de (C,).

Un point est conjugué 4 un plan s’il 'est & deux points de ce plan. Nous
avons dés lors, pour le point X, et le plan V,V,, les conditions

H(X,, V;)—=o, H(X;, V,)=o.

La formule (79) du paragraphe 9 ayant pour analogues

o-<—2 w) Vy= X, e—2i": X3, o <—Z w) V, =X e 2% — X,

il en résulte . :
H(X), Xy) =ex:H(X,, X;), H(X,, X3) = e H (X}, Xi)-
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Nous avons des conditions semblables pour les autres paires de point et de
plan, ce qui donne huit conditions en tout :

[ H(X,, X,) = e H(X,, X;) = et H (X, X,),
H(X,, X;) = e H (X, X,) = elorod H(X,, X,),
H(X,, X,) = e H (X, X,) = e2ilrod (X, X,),
H(X,, X)) = e H(X,, X,) = e [ (X, X,).

(84)

Prenons par exemple celles de la premiére ligne. Nous pouvons écrire,
compte tenu de la formule (80),

. . . i,
mx, Xy = =) = FUan) - = o)
_ = H(X,)sinw, T
SIN () + Wy —+ ;)
En posant ‘
(85) R, — — H(X,) sinw,

SIn (s~ 03—+ 0,)
nous avons ainsi les relations
H(X1, X2) =R, ei(—w1+w,+m3+w‘), :

(86) H(Xi, X;) = R, efl-0m0wrosto)
H(X,, X,) = R, ¢il-orosto),

dont chacune, il estclair, est conséquence des deux autres.

Sil’on joint 4 (86) les relations analogues quirésultent de la deuxiéme et de
la troisieme lignes de (84), six des neuf relations ainsi obtenues expriment les
six nombres complexes H(X,, X;)(k, k=1, 2, 3; h£k) en fonction des
nombres réels R,, R,, R;; les deux nombres H(X,, X;) et H(X,, X,) devant
toujours étre conjugués, il faudra qu’on ait L4

(87) R,=—=R,=R,.

Pour les trois autres relations, conséquences de celles-la, elles entrainent a
leur tour, grace a (87), la quatriéme ligne de (84).

Les conditions (84) reviennent ainsi a égaler, @ un facteur réel pres, les neuf
H(X,, Xi) (h, k=1, 2, 3) auzx nombres suivants :

— sin (W, + ©3 + @)
7

ei(—w,+w,+wa+w4) , ei(—wr-wz'f‘wa"‘wt),
sin w,
(88) i1~ W—W;—wy) s ( W3 T+ Wi O ) ) EHW1—Wa+0y+Wy)
) 3 )
. . sinw,
. . : — sin )
el(w1+0’s—w3—w5), el(—mi""’»‘r-wa—wl), ( Wi W1 0y ) .

sinws
- Les coefficients A de la forme d’Hermite H(Z) peuvent étre écrits
A= H(E,;, E),
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E,, E., E; désignant les points (1, o, 0), (o, 1, 0), (0, 0, 1). Les neuf H(X,, X;)
apparaissent ainsi comme n’étant autres que les coefficients de 'équation de
(H) lorsqu’on rapporte cette hypersurface, non aux points E,, E,, E;, mais aux
points X,, X,, X;. Les valeurs données de ces coefficients détermineront (H) si
elles satisfont aux conditions hermitiennes : les valeurs diagonales doivent
étre réelles et les non diagonales, deux a deux conjuguées. C’est bien le cas des
valeurs (88). '

Nous supposons toujours que ni les w; ni leur somme ne sont multiples de =,
ce qui assure, en particulier, comme nous ’avons vu au paragraphe 9, I'indé-
pendance linéaire des points X,, X,, X;.

Nous arrivons ainsi au résultat suivant :

Les paramétres w; et leur somme étant supposés non nuls (mod =), il existe une
hypersurface hermitienne, et une seule, orthogonale aux quatre chaines planaires
du cycle (66); les nombres (88) donnent les coefficients de la forme d’Hermite qui
la rapporte aux points X,, X,, X,.

En donnant aux w; les valeurs (83), nous obtenons ainsi I’hypersurface
hermitienne qui se conserve par les substitutions S,., S, S.y, S, et par le
groupe qu’elles engendrent. Elle se conserve aussi par le groupe de monodromie
du systéme (2), lequel contient de plus, comme nous I'avons vu, S,,, S,,, S,,.
En effet, 'hypersurface qui conjugue P, et II,,, et P, et ll,., conjugue le
point P,,, I'intersection de II,, et dell,., et le planII,,, qui passe par P, et
P... La substitution S,,, qui a ainsi son point et son plan caractéristiques
conjugués et dont le quotient propre est unimodulaire, conserve dés lors,
comme on le démontrerait sans difficulté, la méme hypersurface. On raisonne
de méme pour S,, et S,,.

k| , . :
13. NATURE ELLIPTIQUE OU HYPERBOLIQUE DE L’HYPERSURFACE. — Il est équivalent de

dire d’une substitution S, soit qu’elle conserve I'hypersurface (H), soit qu’elle
conserve, a un. facteur preés, la forme d’Hermite H(z). C’est cette derniére
maniére de s'exprimer qui est la meilleure : elle demeure valable pour une
forme d’'Hermite qui ne s’annule jamais.

Etant donnée une forme d’Hermite, on peut la rendre diagonale en la rappor-
tant a trois points M, M’, M” deux a deux conjugués. En posant

Z=uM—+ oM +u"M, .
on a ainsi ' o .
H(Z) = Auzrsi=Buw + B'@'v' + B"a" o'

Les coefficients B, B, B", toujours réels, ne sont autres que les nombres
H(M), H(M'), H(M"). Ils conservent ensemble leurs signes lorsqu’on passe d’un
systtme de trois points conjugués a un autre. La démonstration de cette
propriété est la méme que pour les formes quadratiques classiques : nous n’y
insisterons pas. :
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Aucun des trois coefficients ne peut étre nul sila forme d’Hermite n’est pas
dégénérée, c’est-a-dire si |A, |2 0. En nous bornant aux formes d’Hermite
non dégénérée, nous n’avons donc que deux cas a distinguer :

° Les trois coefficients sont du méme signe. La forme d’Hermite prend alors
ce méme signe quel que soit Z; elle est dite elliptique. Elle ne s’annule jamais.
2° Les trois coefficients ne sont pas du méme signe, La forme d'Hermite, dite

hyperbolique, peut alors s’annuler; elle donne une hypersurface hermitienne
au sens strict, a trois dimensions réelles.

On peut trouver trois points conjugués de la forme
M(1, 0, 0), M'(z}, z,,0), M"(z], 5}, 53).

On obtient d’abord le point M” en remarquant que son plan conjugué, qui a
pour équation

2 AIL\EI;L 3y +2 AILZE,]’, 52"‘_2 A/L:‘,EI/IL S3=0,
n’est autre que 3, = o, ce qui donne
ZAMZ/L—— A11~1 -+ An/w» + A7, =o,

ZA,,“,L_ ApZl + ApZl + ApZli—=o.

Les trois déterminants du second ordre de ces derniéres relations étant
identifiés 4 ', 5%, =, on en déduit
A =n —n
ZAh::;/,: AysB) + A B+ A B = [ A |;
puis

H(M”):[AM[;’;:IAMI A A
21 22

A“ Alo I

On obtient ensuite M’ en opérant de méme dans le sous-espace 5,=o0; on
aura de méme
A-11 Ai?

H(M’):H(z',,z;,o):l A A
21 22

[ A11.

Comme
H(M)=H(1, 0, 0) = Ay,.

il en résulte le critére suivant :

Pour que la forme d’Hermite H(Z) soit elliptique, il faut et il suffit qu'on aut
stmultanément
A11 A—12
Ay Ay
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 9

> o, A11lAhkl>0~
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Pour I’hypersurface du paragraphe précédent, considérons toujours la forme
d’Hermite qui la rapporte aux points X;, X,, X;, forme dont nous avons en (88)
le tableau des coefficients; désignons ces coefficients par Aj,. Nous avons

Y — sin 0, — sin (W, + W3+ w,)
A=A, = — = - )
sin o, sin w,
1 . .
A, — Ay AL, | sinf,sin®,
- —_—2
- A, A, sin W, SIN 0, ’
— sin 0, sin 0, sin 0, sin 0, sin 0, sin 0, ~
A=Al = —= - - -+ = + = -+ = -+ 2.¢0s Zm .
Sin &4 SN W, SIN 6, sin o, Sinw,  Sin®;

On calcule sans difficultés ces expressions; on trouvera

B Sin(w3+ w,) sin<2m>

Az—

— sin (o, + w3+ 0,)
y 9y

sin @,

A=
(89) <

Sinw, sin w,

— sinw, sin? ®

$1N @, SIN W, SN W,

A3:

\

Les w; et leur somme n’étant pas nuls (modm), le déterminant A, n’est
jamais nul, ce qui assure la non-dégénérescence de H(Z) : cette forme d’Hermite
sera elliptique ou hyperbolique. Les conditions d’ellipticité A, >o0, A, A; > o,
que simplifie encore la suppression de termes positifs et non nuls, deviennent

Sinw, SIN W, Sin ( w; —+ ;) sin< E o)> > o,

SIN ), SN, SIN®, sin (W, + @3+ w,) > o.

ou encore, compte tenu des valeurs (83),

5 sinam sin 37 sinywsin(a + 3 + 1) T > o,

(90) | sinBmsindmsin(a + y)msin(a -+ B4y +8)7w > o.

Nous avons vu que les parties non entiéres des constantes «, 3, v, ¢ influencent
seules le groupe de monodromie; nous ne restreindrons donc pas les résultats
en nous limitant au cas ou ces constantes sont positives et inférieures a 1 :

(91) o<<a <, o<<B I, o<y<i, 0<<I<1,
ce qui permet de remplacer (go) par
(92) sin(o+ B +y)T>o, sin(a +y)msin(a + 3 +v+0)7>o.
Les inégalités (91) entrainant
o< a+y<a, o<<a-+f+7y<3, o<a+f+7+0<4,

nous avons, pour les diverses valeurs de o 4+ 3 + v -+ ¢, les résultats suivants :
h |
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1° 0<a—+ B+y+¢< 1. — Les trois sinus étant alors positifs, la forme
d’Hermite est elliptique.

2° 1< a+B+v+3<2. — On a alors, ou bien a--y<1, ou bien
a+B+y>1.

Dans le premier cas. -
sin(a +y)w > o, sin(a+ B+ v+ 0)r<<o, H(Z) hyperbolique.

Dans le deuxiéme cas,
sin(a -+ 3+ 7v)r <o, H(Z) hyperbolique.

3 2a<a+B+v+2<3, ce qui entraine «+ B+y >1. On a alors, ou
bien a« 4+ 8+ v <2, oubien a v >1.

Dans le premier cas,
sin(a +f+y)m <o, H(Z) hyperbolique.
Dans le deuxiéme cas,

sin(a 4+ y)T <o, sin(a+B+y-+90)m>o, H(Z) hyperbolique.

4o 3<a+P—4+v+2<4, ce quientraine a+B+vy >2,a-+y>1. On a

alors
sin(a—+ )T <o, sin(a + B+ )7 > o,
sin(o+ B+ v + 0)w <o, H(Z) elliptique. .

On peut ainsi conclure :

Les constantes «, (3, ¥, o étant supposées non entiéres ainsi que leur somme,
; / / [N . . - P \ . 2.
sotent o, {3/, ', ¢’ les quatre nombres positifs et inférieurs a 1 qui différent de a,
N . . - .o .
B, v, o par des entiers; la forme d’ Hermite H(Z) est alors elliptique si U'on a

a’+(3’+]"+8;<1 ou a4 f4+y 93>3,
hyperbolique si U'on a
1<<a'+ B+ + 0 <3,

" 14. DERNIERE REMARQUE. — Sans nous étendre sur les généralisations que le
présent travail suggére naturellement, disons un mot des fonctions hypergéo-
métriques de plus de deux variables

fu“»(u —1)B(u— ) (e —y)...(u—t) du.

Solutions d’un systéme d’équations aux dérivées pértielles complétement
intégrable, semblable 4 (2), d’ordre n + 1 pour n variables, elles admettent un
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groupe de monodromie dont les substitutions sont d’ordre n—1. L’étude
géométrique de ce groupe ameéne a considérer deux espaces, l'un pour les
variables et l'autre pour les fonctions, espaces projectifs & n dimensions
complexes. On étend sans peine & ces espaces beaucoup de nos résultats, ceux
des chapitres Il et IV en particulier.

Le fait de nous limiter & deux variables a par contre, comme on a pu le voir,
rendu possibles d’importantes précisions sur la structure et la détermination du

groupe de monodromie, grace aux chapitres I et II.
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