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INFLUENCE
DES PROPRIETES ARITHMETIQUES

DES

EXPOSANTS DANS UNE SERIE DE DIRICHLET

Parx M. S. MANDELBROJT.

1. 1I existe une liaison intéressante entre deux phénoménes en apparence
distincts de la théorie des fonctions : d’une part, la dépendance du caractere
d’une fonction représentée par une série de Dirichlet (et surtout de la distri-
bution de ses singularités) de la structure arithmétique de ses exposants, et,
d’autre part, le comportement d’une fonction de la classe A (c’est-a-dire,
d’une transformée de Fourier d'une fonction intégrable au sens de Lebesgue)
A support compact, ou ce qui revient au méme, d’aprés le théoréme de Paley-
Wiener, le comportement d'une fonction entiére de type moyen, intégrable sur
la droite réelle (*).

C’est un théoréeme de composition des singularités qui est a la base de
ces considérations. On sait que l}e célébre théoréeme d’Hadamard sur les singu-
larités de Xa,b,z" n’est plus vrai lorsqu’on substitue aux séries de Taylor-D
(c’est-a-dire, aux séries de la forh]e Za,e™) des séries de Dirichlet générales.
Mais, avec certaines hypothéses sur la croissance des fonctions en dehors
des singularités, et en modifiant, au besoin, « la composante » on peut, comme
je I'ai démontré il y a vingt cim‘] ans, énoncer des théoréemes d’une grande
généralité [4]. On trouvera un exposé de mes résultats dans le livre de
V. Bernstein [2]. Récemment Agmon [1]a repris le sujet. Dans le théoréme
d’Agmon, comme dans un des miens, on compose deux séries de types

(1) Le support d’une fonction est la fermeture de ’ensemble ou cetle fonction est distincte de zéro.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 3. 26
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différents (c’est a dire d’exposants différents). Tout en étant obligé de poser
des conditions restrictives sur les exposants (aucune restriction sur
les exposants n’est imposée dans mes théorémes), Agmon suppose beaucoup
moins que moi sur la croissance des fonctions composantes, en dehors
des singularités (?); la « composée » d’Agmon a d’ailleurs la simplicité de celle
d’Hadamard, ou de celle que j’ai introduite dans le cas ou les composées sont
du méme type. '

Mon théoréme le plus général était basé sur I'étude d’une intégrale de
la forme

) [ro=n90%

étendue sur une droite verticale, les fonctions f et o étant données par
des séries de Dirichlet. Le fait essentiel dans le développement de cette
intégrale est exprimé par la circonstance suivante : la transformée de Fourier
de (x4 iy)™* (considérée comme fonction de y) a comme support une demi-
droite. L’idée essentielle d’Agmon consiste a remplacer cette fonction par
une fonction dont la transformée de Fourier est A support compact. Il considére,
en d’autres mots, une intégrale de la forme

(B) ff(s—;)cp(z)ll(:.)(lz,

la transformée de Fourier de H(zy) étant & support compact H(z) est, par
conséquent, une fonction entiére, du type moyen, H(Zy) appartenant a L.

Ce sont des intégrales de la forme (B) qui vont nous servir. Voici comment
on peut résumer, tout en restant formel et intuitif, 'idée générale qui est a
la base des considérations de ce Mémoire.

En désignant par C une suite de nombres complexes {¢,}, et par A une suite
(%} avec o <A, < h<..., limA,= o, on désignera par (C, A) la série
de Dirichlet X =2X¢,e ™, et I'on dira que cette série est du type A.
Soient X=(C, A) et Y=(B, M) deux séries de Dirichlet (respectivement
du type A et du type M), et soit w une fonction de la classe A, c’est-a-dire
la transformée de Fourier d’une fonction G appartenant sur la droite a L, dont
le support est un compact [c’est-a~dire que w(u) s’annule en dehors de
ce compact]. Moyennant des hypothéses simples sur les suites A et M, on voit
que, sile support de w est assez petit, a tout n correspond, au plus, un seul £
tel que w(A,— ,)520. La suite {p,}, ou p,= cxb, w(h,— ,) est donc bien
définie [avec p,=c¢; b, w (A, — ) si (A, — )5~ 0, et p,=o0 si un tel A,
n’existe pas]. On désignera pas H(w; X, Y) la série composée (P, M) =Xp,e .
Désignons par w(A — M) la suite {w,}, ou w,= w(h, — 1,), Ou w,=o0, selon

(?) Chez Agmon la croissance de la fonction en dehors des singularités, est caractérisée par
une fonction A(¢) satisfaisant (25). Chez moi A(¢) était une puissance de ¢.
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que k, avec w(A,,— t,)5<0 existe ou non. Un théoréme de composition
s’énoncera de la maniére suivante : Si X appartient & une classe D, (classe
de séries de Dirichlet qui sera, par exemple, caractérisée par la distribution
de ses singularités et par la croissance de la fonction en dehors de ces
singularités) et Y & une classe D,, l(w; X, Y) appartient & une classe [ D, D,],
dont les propriétés sont décrites en partant de celles de D, et D,, & condition,
toutefois, que la fonction entiére dont w est la transformée de Fourier croisse
d’une maniére convenable. Mais du fait qu'une série du type M appartient &
une classe, en 'occurence D, D.], résulte que ses coefficients, ici la suite P,
possédent une certaine propriété qui dépend uniquement des propriétés
des classes D, et D,. Il en résulte qu’une propriété de la suite (A — M), quelle
que soit la fonction w qu’on a caractérisée plus haut, dérive des propriéteés
des classes D, et D,. Or la série Y sera donnée d’avance, c’est-d-dire que
les séries B et M seront convenablement choisies et fixées, de sorte que acec
chaque choix de la fonction w, une propriété de la série X = (A, \) fournit
une propriété de la suite A. Ainsi si M est la suite d’entiers positifs, cette
propriété de la suite A porte sur la partie fractionnaire des %,. Par contre,
une propriété de X, lorsque la suite A\ est donnée,. fournit, comme nous ’avons
dit plus haut, une propriété de toutes les fonctions w, assujetties aux conditions
précitées. Mais ce point de vue sera abordé dans un autre Mémoire.

2. Pour démontrer son théoréme de composition dont il a été question plus
haut, Agmon a utilisé un lemme qui est une adaptation d’un lemme de
Levinson [3], mais ce lemme (*) résulte en réalité aussi, sous une forme
constructive et plus précise, d’'un théoréme que j’ai démontré en 1941 [5].

Nous allons reprendre ces considérations en les complétant et en
les adaptant au sujet traité. ]

Lemme 1. — Soit | k, | = K une suite positive avec Xk, = k < o, et soit a > .
§ P )
La fonction
., sinuz sink, s L
(1) F(z) =Fx.(5) = - I] T (s=a+1r)

est une fonction entiére, le produit convergeant uniformément dans tout compact,
etl’on a

F(s) o,
(2) 1F<:>|<ew+k>|v!e—~'w\/§a,

(*) Poir notre lemme 5 qui est plus précis que le lemme d’Agmon. Le lemme 1, dont le lemme 3
est une conséquence, se trouve implicitement dans [5] ot [7].
206,
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ou

A(u) =Sup <n logu —l—Z log/f,,> (> o),

1
F(x)eL, et la transformée de Fourier f(1)=f,(t) de F(x) posséde
les propriétés suivantes :
— ' Za—k
(3) ( S I pour |t\=Za ,

| f()y=0  pour |t|>a-+k

Démonstration. — Posons

4 (folty=1  pour |t|Za,
W l So(t)=o0  pour |t|>a,

k-t ky
a’t,lf dt,lv,....f Solt =t ...+ t,) dt,
— Iy

kn—1

et soit

. 1
f(t)z/}lzﬂimf

—kn

kn

On sait (voir [5] et [7]) que cette limite existe, que la fonction f(¢) ainsi
définie possede les propriétés (3), et qu’elle est indéfiniment dérivable.
Posons

Feay—_1 (7 iz .
(=) \@.Lﬂ”"’ e

On voit facilement que

k k k

o | S, I ! ! ; i itz
F(s) = ——lim Py f (ltnf dt_,. .. [ dltf Solt+ 4. . 1,) et dt
Vam ! "ol — kst Yk -
. . kn ky a—(ly-+...+ 1)
— ! Yim f dty. .. / (!t.f el dt
\/271’ 2’1/(‘1.../\",;. k. ey —

a— (4. 1y,
5 sinaz . sink( 3 sink, s )
p— o llm .o
o s ks kns

5 sinas I] sink,s
— - b
™ S - ku S

f(t) et F(x) étant transformées de Fourier I'une de l'autre, toules les deux
appartenant a L; d’ailleurs, comme |sinz| =_|z|e"", on voit que

9 1
'F(z)| = _.ag(a“'/\'ﬂ)"_—_
’ <)'~\/n ks den g

et, par conséquent :
2 I
F(z)| = Zaeée+Mirinfe—meo— .
e H-\/n“e o S T

Ainsi F satisfait a Uinégalité (2).
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Lemme 2. — Soit B(t) une fonction convexe, non décroissante sur la drotte,

satis faisant aux conditions
(5) : IimB(¢) = o0,

==
(6) [ B(()edt < o,
et posons
(7) logM,, = Sup[(n — 4) ¢t — B(2)],

{
M —1 1

8 = 2 N b L
(8) "= A (n>2), A M,

On a X =
pose k,= k¥

<o, et la fonction ¥(z)=Fu ,(z), définie par (1), o l'on

satisfait a Uinégalité

n?
I

« ]‘* R ela+ /\“1\|()~B (log| =)

()) A [ I+|Z|2’

ot R est une constante. La transformée de Fourier f de ¥ satisfait a (3.

Démonstration. — 1l résulte d’abord du lemme 1 que
(to) [ Fgn o(3) | = Ry e+t e=Ash,
ou
(u)__Sup nlogu +Zlorr/." (> o)
lobM,,

Il résulte aussi de (5) que —=——= — «, et, en posant
logM,= Sl/xp[(.yr —4)t—B(¢)],

on a

logM.. N
=" —o0; a chaque 7, assez grand, correspond donc un 2, tel que

B(¢)-+ 4t =Sup(xt —logM,) =zt — logM,.;
rE0

ce qui permet d’écrire, pour ¢ assez grand, I'inégalité suivante :
qur p Y g ) g 4 :
B(&)+4t (2] +1)t —logMoy,

c’est-a-dire I'inégalité
(1) B(¢) + 4t ZA(e) + at.

L’inégalité (g) résulte alors de (10) et(r11).

Lemye 3. — Soit B(2) une fonction satisfaisant aux conditions du lemme 2, et
sotent a et b deux constantes telles que o <_b<a. Il existe alors, une fonction entiére
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F(z)=F, (z) telle que la transformée de Fourier [ de F(x) satisfait a (3) avec
k remplacé par b, et telle que

(I?‘) ! Fﬂ,ll(5> I {é RI e(“+b”~H C’_““"MZE'H') !

ot R, et p sont des constantes.
1

Démonstration. — Posons
B,(t)=B(t+ p),

et appliquons le lemme 2 & la fonction B,(¢) (avec &, = k> ). En posant
logM?— Sup | nt — B,(?)],
t
il résulte de (7) que
logM% = Sup[nt — B(¢t+ p)|=Sup[n(t+p) — B+ p)|— pn =1logM,— pn.
i t
Ainsi

M7 M,eren M,
Mﬁ)—l Mu+l L’/’"' MII 1

My =
n

er (n>2).
Il suffit donc de choisir p de sorte que e’k =0 (ou k=Xk%) pour que (12)
ait lieu.

LeMME 4. — Le lemme 3 reste vrai st 'on abandonne la condition de la convexité
de B(t), ainst que la condition ().

On peut, évidemment, supposer, sans restreindre la généralité, que la fonc-
tion B est positive. Posons, alors

Bo(l):/ B(w) du.
Il est clair que pourz™>1:

AL
|}0(¢)>:/ B () du>=B (1 —1).
=

Il suffit donc de démontrer le lemme 4 lorsque B(z)y est remplacé par la
fonction C(2)=B,(¢-+1). Or, la fonction C(¢) posséde toutes les propriétés
exigées, dans I’énoncé du lemme 3 de la fonction B(¢) qui y figure.

Ce méme lemme peut s’écrire de la maniére suivante :

Lemme 5. — Sotent o < a < < =, et soit C(u) une fonction non décroissante
sur la demi-droite positive, telle que

(13) : f -(‘—((l_iilr/u<oc.

Il existe une fonction entiére F(z) non identiquement nulle satisfaisant
linégalité

(g’““(‘ﬁ])

(14) (K (3)].ZCebii

L 2?
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ott G est une constante, la transformée de Fourier [ de ¥ possédant les propriétés
suvantes :

(15)

Sf(u):l pour |u|Za,

| flu)y=0 pour |ul>(,

les fonctions F et [ étant respectivement de la forme suivante :

. 2 sinus gy sink,s
(16) F(;)_\/{' 5 ll kus

ky [ ky
(17) S(u)=1lim ﬁf,,” dl,,'f;/;”"l dt,_, .. .'[/;‘fo(t el A L) U
ot a= 14}—_@, les k, >0 sont tels que Xk,= e : %, fo() =1 pour |t|—~a,
So(®)=opour't| > a.
Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :
LemMe 6. — Sout B(2) une fonction non décroissante telle que

f'IB(t)e*‘a’l<ac,

Il existe une fonction p(t) tendant vers Uinfini en crotssant (lorsque t tend vers
Uinfint) et telle que ‘

[ (Blt+pt)]etdt <.
la fonction p(t) pouvant, d’ ailleurs, étre choisie de la maniére suivante : en posant

q(c) :,;f ‘B(u) e “du,

et en désignant par {p,| une suite positive quelconque tendant vers Uinfini en
crotssant, chotsissons la suite | ¢, | de sorte que

2 C/"‘(](C,l —+ ])/1) <@,

et posons p(t) = p, pour ¢, =1 <_Cp,y.
Démonstration. — On a quels que soient c ct p :

/l%(l+p)e"’(lt:(:1'j B(w)e“du=crq(c--uv).

cip
Ainsi, avec notre choix de p(¢z) on a-

/ 'B[t +pt)]etdt ZZelnq(cn+ pa) <%
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Les deux lemmes 5 et 6 permettent d’énoncer le lemme suivant :

Lemve 7. — La fonction C(u) et les quantités o et 3 étant définies comme dans
le lemme 5, il existe une fonction ¢(r) tendant vers Uinfini en croissant, et une
Sfonction ¥ (z) satisfaisant a Uinégalité

(18) [F(z)]=C,eBini

etz s,
1+ x?

cette fonction, ainsi que sa transformée de Fourier f, satisfaisant aux relations

<15), (16) et (17).

La fonction ¢(r) peut, d ailleurs, étre choisie de la maniére suivante : en posant

(19) fwc(l/f;)clu,:/t(g).

4

et en désignant par { v, | une suite croissante tendant vers Uinfini, avec y, >1, et
telle que
(20) ZYII]L (g'/f{lt) <,

il suffit de poser v(r) =+, pour 8,1 < gur-

Lemme 8. — Soit C(u) une fonction non décroissante sur la demi-droite positive
satisfaisant @ (13) et sotent o < o <_{3. Sotent {1, et { g,} deux suites positives,
avec 1, <1, limy,= o, la suite { g, } tendant vers U'infini en croissant: supposons
en plus que

h < &n >
N Tin
21 0
( ) /\ T <<,

ot h est la _fonction définie par (19).

Il existe une fonction entiére F( z), donnée par une expression de la forme (16)
dont la transformée de Fourier, [, posséde les propriétés (15) et est donnée
par (17), et qui satisfait aux inégalités (n>>1) :

1

90 F(n,3)| = ¢ Clsl eBtulyl
(22) [F(n.5)] < [—}—Y)"’.’I;!’

avec lime, = o.

Démonstration. — En posant v,=1,", formons les fonctions ¢(r) et F(3) du
lemme 7 correspondant aux suites {g,} et {v,! (g, de I’énoncé du lemme 8,
v. venant d’étre défini), ce qui est possible grace a (21).

On a, d’apres la définition de ¢(r), pour r > g, 7" :
C(V('flui')T/l,I‘)EC(/‘).
La fonction C(u) étant non décroissante, on a, en vertu de (19) :

g h(#)=G(g).

O
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On peut donc écrire pour r>. 0 :

C(v(anr)ynnr) = C(e(nur)n.r) — G(r) + G(r)
= G(0) +CG(r) — G(gnny") = C(o) + C(r) — guny" h(guriz' ),

et le lemme 7 permet d’écrire
I

F(n, z Gy ebnlyl
[F(ns)| =G P

e—tWwitnlz])nnlz])

O] 3] g (),
U

—C, Byl — 1
- I+

Mais il résulte de (21) que limv,' A(g,7,' ) =0, ce qui acheve la démonstra-
tion du lemme.

Lemve 9. — Les deux suites positives { 8,1 { .} tendant vers U'infini, la_fonction h
étant définie par (19), avec C(u) = logu, les deux conditions suivantes sont équi-

valentes :
\

Limy,A(g.yn) = o, limyg =1.

Démonstration. — On a, pour g assez grand :
logg.g= < h(g) = (logg-+1)g~" < 2logg.5,
et par conséquent ‘

logg, + logy 2 (logg,+ logv,)
88n 8V Znh () = (logg 8Yn)

o o
sn sn

ce qui prouve l'assertion.

3. Soit f(s)(s = c+1it) une fonction holomorphe dans un demi-plan P,=0o">ua.
Soit @ < a; désignons par R un domaine tel que P,CRCP, et tel qu’il existe
une fonction holomorphe, uniforme dans R coincidant dans P, avec /. Suppo-
sons qu’il existe un domaine R, possédant les propriétés mentionnées d’un
domaine R et contenant tous les domaines R (autrement dit, R, est le plus
grand domaine R, si ce plus grand domaine R existe). Nous dirons alors que
le prolongement analytique direct de f dans P, est uniforme. Ce prolongement
sera encore désigné par f.

Si le prolongement direct de £ dans P, est uniforme, I’ensemble S/ =P, —R,
sera appelé I'ensemble singulier de f dans P,. Soit ¢ > o0, désignons par C, la
frontiere de R, par C(s,, ¢) le cercle | s — 5,| <&, et écrivons

szj:sz: P‘u_" U C(S()? E)‘

R: est doncl'ensemble qui reste aprés avoir enlevé de R, tous les cercles de
rayon e centrés sur les points de C,.
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Soit A(z) une fonction positive de ¢>>o. Si, quel que soitz > o0, on a dans
R:, uniformément par rapport a o, lorsque s€R;, :

(23) S)=0[A([e])]  (t>=),

on dira que la croissance de [dans P, en dehors des singularités, ne dépasse pas
celle de A(t). Si, dans (23), A(t) peut étre remplacé par une constante, on dira
que la fonction f (ou, le prolongement direct de /) est bornée dans P, en dehors
des singularités.

Lemye 10. — Soit f(s) une fonction holomorphe dans un demi-plan P, et dont
le prolongement analytique direct est uniforme dans un demi-plan P,(a < o),
Jf(s) étant bornée dnns P,, en dehors des singularités. Soit, de mcéme o(s) une
Jonction holomorphe dans un demi-plan Pg et dont le prolongement analytiquv
direct est uniforme dans un demi- plan P,(b<B). Supposons que dans R?

ait pour tout ¢ >0 :
lo(s) == O(L([¢])) (L),

ot L(u)(u>0) est intégrable, décroissant, uniformément par rapport a o,
lorsque s € R3%, o < I, [ étant quelconque supérieur a b. Soit p > o + 3. L'intégrale

WP i®
(24) l*‘(.s‘)::/ J(s—35)u(s)ds
p—ix
représente une fonction holomorphe dans le domaine W7 défini de la maniére
suteante : désignons par S'% la fermeture de Uensemble des potnts = souy est
un point quelconque de S/ et ¢ un point quelconque de S3, R.? est le plus grand

ab

domaine faisant partic du complémentaire de S/ contenant un demi-plan P (s> k).

14 b

La démonstration de ce lemme se trouve dans mon travail [4], ou I'inté-
grale (24) est étudiée, sauf que les fonctions f et o sont données, dans ce
Mémoire, par des séries de Dirichlet, ce qui ne change en rien la démonstra-
tion (").

A. Soit A=} 4, une suite de nombres positifs, croissants, tendant vers
I'infini, et soit A ={a, | une suite de nombres complexes. La série de Dirichlet
(A, A)=Za, e estdite du type A. Le type estréguliersiInf(%,., — 2,)=a >o0.
La quantité o sera appelée I'écart du type. Pour une série du type régulier les
abscisses de convergence simple et absolue coincident et sont données par

log | a4, B
¢ = lim =2~
\n

Nous supposerons toujours que —» < ¢ < %

(*) En réalité dans [4] f est une série de Dirichlet, ¢ élant une série de Dirichlet divisée par une
puissance « de s, avee « > 1,
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Soit @< c [c abscisse de convergence de (A, A)], et supposons que le
prolongement analytique direct de f dans P, est uniforme; soit S/ I'ensemble
singulier de f dans P,. Désignons par S/ la fermeture de I'ensemble de tous
les points o+ 24nz, ot o est un point quelconque de S/ et ou k est un entier
quelconque. Désignons par X lintersection de S/* avec la droite c=c. Cet
ensemble est indépendant de a si a <c. Si X n’est pas la droite entiére c =c,
nous dirons que la série /= (A, A) est prolongeable modulo 2w¢. Dans le cas
contraire on dira que cette série admet I’axe de convergence comme coupure
modulo »wi. Siles points de X sont des points isolés de S7* on dira que 'ensemble
singulier de [ sur Uaxe de convergence est isolé, modulo 2mi.

Désignons par (2,) la partie fractionnaire de 1, c’est-a-dire A, —|%,], ou
[%.] est le plus grand entier inférieur & #,. La suite | (2,)! des parties fraction-
naires sera aussi désignée par (A).

Les théorémes que nous allons tout d’abord démontrer ont le sens suivant :
Si f=(A, A) peut étre prolongée modulo 2=z atravers son axe de convergence,
et si dans P,(@<c) f ne croit pas, en dehors de ses singularités, plus vite
qu'une fonction A(¢) (soumise a certaines conditions, elle-méme), alors les
valeurs prises par les parties fractionnaires (,) doivent étre assez « tassées»,
ce « tassement » dépendant de la croissance de A(¢z). Ce tassement est
encore plus grand — par exemple presque toutes les valeurs isolées de
'ensemble des valeurs prises par les (%,) doivent, chacune, étre prise une
infinité de fois — si I’ensemble singulier de fsurI’axe de convergence estisolé,
modulo 27 .

Pour pouvoir énoncer ces théorémes avec précision, il nous faut quelques
nouvelles définitions.

Désignons par Q I'ensemble des valeurs prises par les membres de (A),
c’est-a-dire par les parties fractionnaires (4,) des 2,. Si donc w €Q, il existe
un A,€A tel que (1,)=w, et 0oZw <1, A,— ® entier; mais il peut y avoir
plusieurs A,, et méme une infinité, dont la partie fractionnaire est égale a w.
On désignera par A, ’ensemble de tous les 7, tels que (7,) = w. Désignons
par A le plus petit terme de A,, et par v le nombre d’éléments dans A, ;
vi®l peut étre égal a 'infini. Si w £ 0, ®€Q étant un point isolé de Q, nous
désignerons par ¢ la plus petite distance de w aux autres points de I'adhérence
(fermeture) de Q. L’intervalle I = (& — ¢/, w + 5") sera appelé I'tntervalle
d’isolement de . Dans l'intervalle d’isolement de o il n’existe aucun autre

point de Q, une de ses extrémités appartenant Q.

5. Voici quelques énoncés dont les démonstrations seront données plus
loin, '

Tueorime 1. — 1° Sout f= (A, X)) une séric de Dirichlet de type régulier, admet-
tant une abscisse de convergence finie c; soit a <_c, et supposons que [ est prolon-
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geable modulo 2% a travers laxe de convergence, dans P, le prolongement
analytique direct de f dans P, étant uniforme. Supposons que dans P,,, en dehors des
singularités, la croissance de f ne dépasse pas celle d’'une fonction non décroissante
A(t)(t > o), satisfaisant a la condition

(25) f ]Ob?(t)dz<oo
2° Supposons, qi’en posant
\ “1 Az
(26) ' h(g)-f 2 a (4> o),

Uensemble Q des valeurs « prises par les termes de la suite (\) des parties fraction-
natres des 1., contienne une suite infinie { w, | de valeurs isolées dans Q satis favsant

a la condition
A @n)
/ ‘< S >

(27) lim_—é(—uT-:O’

3° Dans chaque A, il existe un A, tel que

(28) lim M"L‘ =c.

n=m» m,,

CONCLUSION :
yl©u)

lim yXCH] > o.

n=w

Rappelons que les notations A, 1™, 2 v ont été expliquées a la page

précédente. Remarquons aussi que de la regulamte da type A résulte déja

ogla
que c = llmﬂ

n

Ainsi donc, l'ordre de grandeur du nombre de fois que chaque valeur isolée,
w, de Q est prise [ la valeur de o étant une valeur uzile dans le sens de (28)]
par les termes de la suite (A) est au moins égal a celui du plus petit terme de A
dont la partie fractionnaire est égale a w.

Lorsque A(¢)==1, on a h(g)=o, et la condition (27) est satisfaite automa-
tiquement. Le théoréme I conduit donc, en particulier au théoréme suivant :

Tuiorime I1. — La conclusion du théoréme 1 subsiste, si Uensemble des conditions
de ce théoréme est remplacé par la condition suivante :

La série f= (A, A) du type régulier, avec — o< c—x est prolongeable
modulo 271 @ travers U'axe de convergence dans un demi-plan P, a <c, ou le
prolongement direct de [ est uniforme et borné, en dehors des singularités.
L'ensemble des valeurs prises par (\) contient une suite infinie | v, | de valeurs
wsolées dans Q satisfaisant a la condition 3° du théoréme 1.

Nous allons construire un exemple d’une série (A, \) satisfaisant a toutes



INFLUENCE DES FROPRIETES ARITHMETIQUES. 313

les hypothéses du théoréme II (qui n’est, comme nous venons de voir, qu’un
cas particulier du théoréme I) et qui n’est pas une série de Taylor-D (série de
Taylor ene™*).

Considérons, d’une part, une suite d’entiers positifs, pairs |w,| tels que
Pniy > 2, et, d’autre part, une suite positive {®,} avec w,< 1, tendant,
en décroissant, vers zéro; ces suites étant, en plus, telles que, pour une
certaine valeur a < —log2, on ait

(29) ’ S, e 2t < oo

Etudions alors la fonction
f(s) =Z e ns <

e~ 4 25\ Bu
2

Deux polynomes (z—+3*)* (correspondant a deux valeurs différentes de n)
n’ont pas de puissance commune du fait que p,,, >2,; on voit aussi que,
pour ¢ > o, f(s) peut étre mis sous la forme

S(s)=Zan e i = (A, A),

oules’, parcourenttouslesnombresdelaformew,+ ¢, avecp,,-Zqg=ap,(n>x1).
Des inégalités 1> w, >, >.. .5 > 2,1, résulte alors que la suite A
est réguliere (I’écart du type A étant supérieur & 1— w,). Comme pour
A=, qona(h,)=uw,,onvoitque Q={w,}, etilestclair que A“*"=p,,+w,,
v = u,—+1. On voit aussi que lorsque A,,=y.,~+ ¢, on a a,= 27 C7 "% En

posant 4, = w,+ %, on voit facilement que la condition 3° du théoréme I est

satisfaite, avec c = o comme abscisse de convergence de la série (A, A).

On voit, d’autre part, facilement, que la fonction f est holomorphe dans le
domaine D limité par la courbe C, donnée par |e~ 4 e=*'| =12 et contenant la
demi-droite c > o, et que cette courbe est une coupure pour /.

En effet, la fonction

2

Flo=Y (2

possede certainement ces propriétés, en vertu du théoreme lacunaire
d’Hadamard; et pour ¢ >0, 0on a

J(8) — fi(s) =2 (e~ @ —1) <

2

(e~ e‘zxyn
E—— b

c¢’est-a-dire que dans tout compact contenu dans P, [avec la valeur « choisie :
a<—loga; (29)alieu] ona
[f(s)— fi(s)| £ K2w,|s| et LK, 2o, e ¥t < o0

le domaine D étant contenu dans P, (du fait que a << —log=), on voit que f(s)
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estholomorphe dans D, et C est une coupure pour /. On a aussi, dans R} (pour
la définition de ce domaine, voir p. 309):

| (5) — fi(s)1 = 2(1+ e=7) o7,

ou o< ¢< 1, ce qui prouve immédiatement que / est bornée dans R:. Ainsi
donc f satisfait 4 toutes les hypothéses de I’énoncé du théoréme II. On aici,
évidemment :

y(“)u)

llHl 7\_((;:)

n—m»

- 1.

Un ensemble S est dit partie isolée, modulo 2=1, de S/ (voir p. 309), s’il pos-
séde les propriétés suivantes : SCS”" (voir p. 311), et il existe une courbe
de Jordan fermée, simple, contenue dans P,—S/" et contenant, dans son
intérieur, S.

Il est clair que, dans I'exemple construit plus haut, aucun point de S/ situé
sur o = c(=0) ne fait partie d’une partie isolée, modulo 2=, de S/ (c’est d’ail-
leurs vrai pour tout point de S/, dans notre exemple). Cette remarque montre que
notre exemple illustre aussi les hypothéses du théoréme suivant :

Tueoreme . — Si aux hypothéses du théoréme 1, on ajoute Uhypothése
suivante :

4° Pour une infinité de valeurs de n on a

v(®n) oo

alors, il existe au moins un point de S/ situé sur s = ¢ qui n’appartient a aucune
partie isolée, modulo 271, de S

Tugorime 1V. — St aux hypothéses du théoreme 1l on ajoute Uhypothése 4° du
théoréme 111, la conclusion du théoréme 111 est encore valable.

Signalons qu’en vertu du lemme Y, on peut faire la remarque suivante :

Remarque. — St, dans les théorémes 1 et 111, on suppose que A(t) =1t"(k > o),
la condition (23 ) est automatiquement salis faite, et la condition (27 ) est équivalente

a la sutvante :
1
(30) lim ol@n) W®n) — 1.

—

On peut construire facilement un exemple ou toutes les conditions du théo-
reme [ sont satisfaites avec A(¢)=1¢%, sauf la condition (27), c’est-a-dire,
d’apres ce que nous venons de voir, sauf la condition (30), S7°* ne comportant,
par exemple, dans chaque bande T~¢< T + 2%, qu'un nombre fini de points
— ouméme, S/ étant un ensemble périodique de période 2=z, tous les points
de 87 étant des poles — et pourtant ¥ =1 pour chaque valeur de 7.
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Soit, en effet, Xa,z" une série de Taylor de rayon de convergence égal a 1,
admettant dans le cercle | 5| < 2 unensemble fermé, donné d’avance (quelques-
uns de ces points étant alors sur | 5| =1). Soit 0 < 3,< 1, et posons

I=n+0t(n>x1).

En écrivant /(s)=ZXa,e ', [i(s) = Xa,e™, on a

o(s)=fi(s) — f(c) = Xa, e*”s(e*’7"'*”"‘— 1) = Zfl,,(t‘””(e-‘a'l" —1).

Il estclair que cette somme converge uniformément sur tout compact contenu

dans le demi-plan ¢ >>logc,. Dans ce demi-plan o(s) est donc holomorphe.
On a, d’autre part, pouro < a<1, P >0, n>>—log <1;> ﬁ = q, 'inégalité

P ZLa <,

ce qui donne, lorsque |s| =P, 5>x5,>logs, :

—0n

E a, e (e R I)l{_L,P,

n>

o L, est inpépendant de P. Comme on a, d’autre part, dans le méme domaine,
en posant |a, | < R'(R>1):

2 ayes(e R 1) ‘é L,
n<q

Ri7i+1 —
R—1

on voit que ¢(s) ne croit pas dans P, plus vite qu’une puissance, tout en y
étant holomorphe. Comme f(s) est bornée dans P, , endehors dessingularités,
on voit que /,(s) admet dans P, les mémes singularités que f(s), et croit dans
ce demi-plan, en dehors des singularités, moins vite qu’une puissance de |¢|.
Si f,(s) est choisie i n’avoir que des poles simples dans P,, /(s)n’y admet pas
d’autres singularités non plus. On voit enfin que w,=2}, A'=2%,=n+ 727,

1

) N : . . N o) N
¢ =2¢7(1—z2,), ainsi done lim ¢ """ =2, <1 et v=1.

6. Nous allons maintenant fournir la démonstration des théorémes énoncés
dans le paragraphe précédent.

Démonstration du théoréme 1. — Supposons que le théoréme ne soit pas vrai.
Dans ces conditions on peut extraire de la suite {w,} une suite partielle, que
nous désignerons par { «,}, quijouit des propriétés suivantes :

1° «, tend d’'une maniére monotone vers une quantité o; supposons que o,
décroit vers «, un changement insignifiant au raisonnement qui suit suffitpour
traiter le cas ou o, croit vers «;
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2 o< o, — < > Oudestlécartdutype A, c’est-a-dire d=1Inf(%, . —2,).

On a. par consequent,

d 1
Ofu—O‘<9’ ap—o <
(%)
30 llm)\—m—)_o; ”
n—1
<
y“’xk’
Y
<=
4° lim —)Iw =o0;

fa<f
Fo N / .
2 Z s <P

(6°) A=) est plus grand que le plus grand terme de A, . Rappelons que A,
désigne I’ensemble des %, dont la partie fractionnaire est égale a w.

7 gty — 3 > 0, 3% (1),

Désignons par A’= {7, | la suite, rangée par ordre de grandeur, composée
des termes de U A, . A'estdonc composé de tous les %, appartenant a tous les

Y
A“z'@éw . . :
Soit m, la partie entiére de A,—a, et posons p,=m,+a. Ona A, =u,+¢,
) d , . T

avec o < g, < T tendant vers zéro en décroissant. Posons §,= o, — a-
A chaque n correspond un p tel que ¢, = §,. 3, décroit vers zéro. On voit quen:,

croit vers l'infini, et il résulte de 3° et 4° que

(31) ‘ lim 2~ =o.

n

Désignons par A, un terme de A, , choisi de telle maniére que

lim log|a,, |

r T
ce qut est possible en vertu de 'hypothése 3° de I’énoncé du théoréme.
Construisons alors la fonction F(z) du lemme 8, correspondant aux éléments
de cet énoncé définis de la maniére suivante : x =o, f =1, v,=23", g, =1,
C(u)=1logA(u)[« et 3 dontilestquestion ici sont les constantes correspondant
a la propriété (15) de la transformée de Fourier de F]. {¢, | étant la suite inter-
venant dans (22), posons

V' ot i 2
()= e R ().
D’aprés le lemme 8 on peut écrire

(33) @) =(A([s|)e ¥ ann—@ = (Alz] )~ 17 L().
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ou ¢ est une constante et ou L(x) est une fonction intégrable tendant vers zéro,
lorsque |« | tend vers I'infini. En désignant par w(«) la transformée de Fourier
de F et par ¢ celle de @, on a, évidemment
—v ;L p—En&n (. u_—__ﬁﬁ .
Cp(ll) T d Il"’(/ ) ()< Nn
En tenant alors compte des propriétés de la transformée de Fourier de F (voir

lemme 8) on voit que
CP(A'n,m> =0

pour tout nombre £, ,, de la forme 2, — m — «, 3 moins que 2, soit un terme 1/',
de A’, m étant la partie entiére de A’,— . Si la partie fractionnaire de A\ — o est
égale 4 3, on a

I g, o
9 (Bu) = e~

Posons
e~
d.J(C): g
et considérons, pour ¢ > A, 'intégrale
. o+ iw
(33) ‘F(s):ﬁ—l Y(s —z) f(5)P(— iz) ds,

VoerJy i

ou A est une constante telle que 4~ > c. Les hypothéses du théoréeme et I'inéga-
lité (32) montrent que cette intégrale a un sens pour ¢ >4A. On voit aussi,
d’apres le lemme 10, que W(s) est une fonction holomorphe dans tout domaine
R¥% ol 1 (z) dénote la fonction f(z)®(— iz), ¢ étant une quantité négative
quelconque.

Comme les seules singularités de ¢ sont les points 24=i, & étant un entier
quelconque, lafonction ¢ étant bornée dans tout P,,, en dehors des singularités,
on voit que les seules singularités de W dans P, sont les points de S%". W(s)
est donc prolongeable analytiquement a travers la droite, o =c¢, elle est holo-
morphe dans le demi-plan P..

On a, pour R >0

o

Yo =y ek

1

On peat donc écrire, pour > h'>>h, (33) sous la forme suivante :

—L. ~—-1
V(s) =— e ns Y u,,,Lf
Vor g‘ : f h

—iw

h+tin

evoc+zz—7.,7,\:q)< . I.Z) dsz.

Or, en utilisant d’une maniére évidente le théoréme de Cauchy (en profitant
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du fait que sur des segments oZx -/, y=Y, l'expression sous le signe
d’intégrale tend vers zéro lorsque | Y| tend vers U'infini) on voit que

/ c(cf.+/} h) 2 (D(_ [';) (]: — / e Py = 11— 203 (D()> (/),‘

h—i=» e x

Joiix

Ainsi, pour s> /' ona’

. N
U (s) :2 e (& 2& Ao (A —n — ).

n 1

D’aprés les remarques faites plus haut sur la fonction ¢, on voit alors que

. ~ .
U (s) = Z e~ Yt M, =5 € P &,
v
I’

ou les quantités ., £, v, sont définies de la maniére suivante:onay,=m,~+ =,
ou les entiers croissants m, sont les parties entiéres des A, les 4, constituant,
comme on se le rappelle, 'ensemble A’, qui est larénnion de tous les ensembles
Ay, (n>>1); & chaque p, correspond, par conséquent, un entier unique v, tel
que A, €A,, , c’est-a-dire tel que

K= my 0y, == p+ By,
dans chaque A, on a choisi un terme 4, = g, tel que

. log|a,
|1m-——————hl ra | == c;

T

I'entier k, est alors défini par k,=r, , £, est aussi uniquement déterminé a partir
de p (donc a partir de ).
[l existe, en particulier, une suite d’entiers positifs, croissants {p, | telle
que v, croit, et telle que
Yy = m, + o,

Ay TRy =My, o 13\,‘ E.\z‘ s
" . P v
P
k, = r,
P, r
log } ar, | . log|a, |
=L —lim ¢
X Sv
n

lim

P

Comme il existe une quantité positive A telle que n A%, (le type A étant
régulier), et comme la suite } g, | est une suite extraite de la suite {2, ], la
suite 1v, | etlasuite | g, | étant croissantes (d’apres la propriété (° de la

( n { Pn )

page 316), ona 1=v, Ak, Ag, . On a, par conséquent

—__Iog' T Iim l————og . 0

< m
2, 7,

lim
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La suite ¢, tend vers zéro. Par conséquent on peut écrire

logla; | — 2logv, — =, 2
(34) lim 28 1% | X0 S8
my

n

Posons ¢e~*=z, et écrivons T(z)=W(s). T(z) est développable; autour de
I'origine en série de la forme

(33) T(z)=5%2b,5™;

cette fonction est holomorphe dans le cercle | 5| ¢, car W(s), comme nous
Pavons vu, est holomorphe pour  >>¢, le rayon de convergence de la série
dans (35) étant égal, d’apres (34), au plus a e, donc exactement a e—. 1l
résulte de (31), d’aprés le théoréme de Fabry, que le cercle de convergence
est, pour T(z), une coupure, ce qui est en contradiction avec le fait établi plus
haut que W(s) est prolongeable a travers la ligne o =c. Ainsi notre théoréme
est complétement démontré si a, décroit vers «. Si «, croit vers o, il suffit de
remplacer dans (33) ® (— iz) par ®(zz) pour achever la démonstration.

Le théoréme Il est, comme nous ’avons vu, un cas particulier du théoréme I.
Passons donc a la démonstration du théoreme II1.

Démonstration du théoréme 1II. — Supposons que le théoréme ne soit pas
vrai. Dans ces conditions, tout point de S/ situé sur c=c appartient 4 une
partie isolée, modulo 2=z, de S7. Cela veut dire que tout point de S”* situé sur
5 = c fait partie d’'un ensemble faisant partie de S/* tel qu’il existe une courbe
de Jordan fermée, simple, contenant cet ensemble, contenue dans P,, aucun
point de S/°* ne se trouvant sur la courbe.

On peut encore extraire de la suite {®,} une suite partielle {,} qui, vu la
propriété 4° de I'énoncé du théoréme III, jouit des propriétés suivantes : les
propriétés 1°, 5° et 7° de la page 316, et la propriété que voici : en désignant
par A le plus grand terme de A, on a

T Alon+1)
1m *—W ——0.

En conservant toutes les notations et toutes les opérations qui servaient a la
démonstration du théoréme I, il suffit de faire les remarques suivantes : d’aprés
ce que nous venons de dire sur les points de /" sur ¢ = ¢ (si 'on suppose que
le théoréme est faux!), lafonction T(z) n’admet sur son cercle de convergence,
|z|=e", que des points singuliers dont chacun peut étre entouré par une
courbe de Jordan située dans le cercle |z]< e~ sur laquelle T(z) est holo-
morphe; on a, d’autre part,

T(5) = 5% 3b, 5",
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ou la suite {m, } posséde, cette fois-ci, la propriété qui peut s’exprimer ainsi :
il existe une suite {m, | extraite de la suite {m,} avec
lim ot

ng

Or, d’aprés un théoréme d’Ostrowski| 8], le domaine d’existence d’une fonc-
tion, dont le développement de Taylor admet de telles lacunes, est nécessaire-
ment simplement connexe. D’ou la contradiction, et le théoréme est démontré.

Nous savons que le théoréme IV est un cas particulier du théoreme III.

Ainsi tous les théorémes énoncés sont démontrés.
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ERRATA.

Trisectrices des angles d'un triangle,

par M. B. GAMBIER.

(Annales de I'Ecole Normale Supérieure, t. 11, 1954, p. 191.)

Page 193, 6¢ ligne en remontant, au lieu de s s, lire ¥, 4.
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