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FONCTIONS A SINGULARITES POLAIRES
SUR DES DOMAINES COMPACTS
ET DES SURFACES DE RIEMANN OUVERTES

Par M. Rocer BADER.

INTRODUCTION.

Depuis la publication, en 1941, du Mémoire fondamental de R. Nevanlinna*(*),
Quadratisch integrierbare Differentiale. .., 'étude des intégrales abéliennes
simples qu'on peut définir sur les surfaces de Riemann ouvertes, est devenue
un des champs de recherche de la théorie des fonctions d’une variable complexe.
Par surface de Riemann, il est maintenant classique d’entendre une variété
topologique a deux dimensions réelles munie d’une structure analytique
complexe. Comme intégrales abéliennes simples de premiere, de deuxiéme ou de
troisieme espéce, on a considéré celles qui satisfont & une condition de régula-
rité a l'extérieur d’'un compact : intégrale de Dirichlet finie (Nevanlinna,
Myrberg, Sario, Ahlfors, etc.), module ou partie harmonique bornée (Ahlfors,
Myrberg, etc.), moyennes bornées (Nevanlinna, Parreau). A I'exception de
P. J. Myrberg qui se place du point de vue de la construction effective ou de
I'existence d’intégrales abéliennes particuliéres sur des surfaces déterminées
(utilisation de la théorie des fonctions automorphes), aucun auteur ne'semble
avoir envisagé le cas d’intégrales simples de deuxiéme et troisiéme espéce a
une infinité de singularités polaires. L’objet de ce travail est de donner certaines
définitions de telles intégrales et d’en faire une premiére étude.

La méthode consiste i rechercher d’abord, sur un domaine compact, les
différentielles et fonctions méromorphes qui ont un comportement particulier
du point de vue de la norme dans le domaine (intégrale de Dirichlet) ou du

(1) L'astérisque ou un chiflre entre crochets a la suite d’un nom indique un renvoi & la hiblio-
graphie.
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module et de 'argument sur sa frontiére. La notion de surface de Schottky d’un
domaine (le domaine et son symétrique) est utilisée systématiquement et
permet une définition simple et géométrique des différentielles et fonctions
importantes dans le domaine : ce seront celles qui se laissent prolonger conve-
nablement sur la surface de Schottky. On étudie ensuite dans quelle mesure
les diftérentielles et fonctions sur une surface ouverte sont limites des diffé-
rentielles et fonctions remarquables définies sur les domaines compacts d'une
exhaustion de la surface. Cette méthode est inspirée essentiellement du
Mémoire de L. Ahlfors [1], Open Riemann surfaces. .. qui I'applique dans le
cas de différentielles de premiére espéce et de norme finie.

Au chapitre I, aprés avoir rappelé quelques généralités (§ 1), je détermine
(§ 2) les conditions d’orthogonalité, au sens de la norme, entre les différentielles
analytiques exactes sur un domaine compact et les différentielles méromorphes
sur la surface de Schottky correspondante différentielles que j'appelle différen-
tielles de Schottky-Ahlfors. Je décompose ensuite additivement toute différen-
tielle méromorphe Q sur un compact en une différentielle exacte de premiére
espéce et en unedifférentielle de Schottky-Ahlfors . Cette décomposition dépend
d’un arbitraire qui peut étre choisi tel que w differe d’aussi peu que I'on veut
de Q, au sens de la norme. Au paragraphe 3, je montre que sur une surface
ouverte S toute différentielle méromorphe est, a une différentielle analytique
de norme finie preés, la limite uniforme (convergence compacte) de ses compo-
santes de Schottky-Ahlfors relatives aux domaines d’une exhaustion de S et
convenablement choisies dans ces domaines. Ceci m’améne a4 considérer une
classe @, de différentielles méromorphes Q qui sont limites de leurs compo-
santes dites strictes de Schottky-Ahlfors; il existe un domaine D dont chaque
composante connexe est compacte, qui contient les poles de €, et tel que
Q24| Q@ —w|i< %, » désignant la composante stricte de Q dans D. Ces
différentielles sont déterminées par les parties singuliéres de leur développe-
ment aux poles et par leurs périodes, sur les surfaces de Riemann ou toute
fonction holomorphe de norme finie est constante.

Au chapitre II, j’étudie les différentielles réelles fermées w qui admettent
des singularités polaires : au voisinage d’un point isolé ou leurs coefficients ne
restent pas finis, il existe une différentielle harmonique v ayant une singularité
polaire en ce point, telle que les coefficients » —+ soient finis. A I'aide de
propriétés d’orthogonalité analogues a celles du chapitre I, je décompose addi-
tivement (§ 1) une différentielle fermée sur un compact en une différentielle
harmonique a singularités polaires — sa composante de Schottky-Ahlfors —
et en une différentielle fermée exacte. Il en résulte (§ 2) qu’une différentielle
harmonique sur une surface de Riemann ouverte S, est, a une-différentielle
harmonique exacte de norme finie prés, la limite de ses composantes de
Schottky-Ahlfors convenahlement choisies sur les domaines d’une exhaus-
tion de S.
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Les différentielles harmoniques (classe @), ) que 'on considére alors sont
déterminées par leurs parties singuliéres aux poles et par leurs périodes, sur
les surfaces de Riemann ou toute fonction harmonique uniforme de norme finie
est une constante. On trouve une condition suffisante, d’existence d’'une diffé-
rentielle exacte de la classse @, ayant des parties singuliéres données en des
points donnés d’une surface parabolique.

Au chapitre III, je considére des fonctions méromorphes multiplicatives
(multiplicateurs de module unité). Sur un domaine compact D(§ 1), ce sont
les fonctions multiplicatives de module unité (classe M,) ou d’argument
constant (M, ) sur la frontiére D’ qu’il est intéressant de considérer. On décom-
pose une fonction multiplicative en produit d’une fonction multiplicative de
la classe M, par une fonction sans zéro ni pole dans le domaine D. Au para-
graphe 2, je montre que les bases des différentielles de premiere espéce sur les
surfaces de Schottky de domaines exhaustifs d’une surface de Riemann S
convergent vers une base des différentielles de premiére espéce de S. Ceci me
permet au paragraphe 3 d’étendre la condition nécessaire d’Abel relative aux
zéros et aux poles d’une fonction uniforme : il faut que la somme des valeurs,
aux poles, d’une intégrale de différentielle harmonique de premiére espéce et
de norme finie, 2 un nombre fini de périodes non nulles, soit égale 4 la somme
de ses valeurs aux zéros. Cette généralisation a lieu sur les surfaces parabo-
liques pour les fonctions uniformes appartenant a la classe @3, des fonctions
multiplicatives dont le module est compris entre deux constantes positives,
a I'extérieur d’un voisinage, de composantes connexes compactes, des zéros et
des poles (ces points remplissant une condition de faible densité sur S.) Ces
fonctions sont limites uniformes de leurs composantes appartenant aux
espaces M, relatifs aux domaines d’une exhaustion de S.

En terminant ce travail, je suis heureux de pouvoir exprimer ma vive recon-
naissance a M. Valiron qui m’a sans cesse prodigué ses conseils et ses encou-
ragements, ainsi qu’a M. Fialaqui a orienté mes premiéres recherches. J’adresse
mes remerciements respectueux a M. Montel qui m’a fait ’honneur d’accepter
la présidence du jury et a M. Pérés qui a bien voulu m’examiner sur la seconde
thése. Ma gratitude va enfin 2 mon ami M. Parreau avec qui j’ai eu sur ce travail
de nombreux entretiens et qui m’en a suggéré de précieuses améliorations.

CHAPITRE I.

DIFFERENTIELLES MEROMORPHES ET LEUR INTEGRALE DE DIRICHLET.

1. Généralités.

On a coutume de parler d’intégrales abéliennes de deuxiéme ou de troisieme
espéce suivant que leurs singularités sont uniquement polaires (en s, n entier
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 3. 22
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positif si z désigne | uniformisante locale au voisinage du point singulier z=0)
ou polaires et logarithmes (en z" et en logz). Quand il n’y a pas lieu de dis-
tinguer les deux cas, ce qui est vrai pour les deux premiers chapitres de ce
travail, il est commode de considérer plutot les différentielles correspondantes
(singularités en z7"dz). 1l est alors trés avantageux d’utiliser le calcul diffé-
rentiel extérieur et la terminologie employée de fagcon générale par Bidal et
de Rham* et introduite par Ahlfors [1] dans I'étude des intégrales abéliennes
de premiére espéce. Je vais d’abord rappeler rapidement les principales notions
qui sont ainsi a la base des deux premiers chapitres (voir Ahlfors [1]).

1.1. Dzﬁérentielles. — On appelle différentielle sur une surface de Riemann S,
la forme différentielle extérieure w, linéaire, définie au voisinage d’un point P
a I'aide de 'uniformisante locale 5= -+ iy (=0 correspond au point P) par

ow=adz -+ bdy, a=a(z), b=0b(z),

ou les coefficients a et b sont a valeurs complexes, continus et & dérivées
premiéres continues, et se comportent par rapport 4 un changement d’unifor-
misante locale comme les composantes d’un vecteur covariant. On désigne par
© = adx + bdy U'imaginaire conjuguée de v, a et b étant les fonctions imagi-
naires conjuguées de a et b. D’autre part, on associe & w sa différentielle
adjointe (?) w*=—bdx + ady.

Si, au voisinage d’un point P, on a (*) dw =o, on dit que la différentielle
est fermée au point P; si » et w* sont fermées en P, w est dite harmonique (en
général complexe) en P; si 0*=— i au voisinage de P et si w estharmonique
en P, on dit que w est analytique en P. De méme on dira qu’une différentielle
est fermée, harmonique ou analytique sur un domaine D d’une surface de
Riemann S, ou sur la surface S tout entiére, si ces propriétés ont lieu en tout
point intérieur du domaine ou de la surface.

On voit qu’'une différentielle fermée en P est exacte en P, c’est-a-dire est la
9
dx
Au contraire, dans un domaine D ou sur une surface S, on dira que w est exacte
si elle est non seulement fermée, mais encore si la fonction dont elle est la
différentielle est uniforme dans D ou sur S.

A l'aide du produit extérieur de deux différentielles, w,=a,dx+ b, dy et
wy,=a,dr+b,dy:

différentielle extérieure, df = = da + %dy, d’une fonction au voisinage de P.

0 W= (@10, — a.by) dzx dy

(2) Je rappelle les relations w**=— w et w; 0w} = wyw}] (produit extérieur défini plus bas).
db  da
3 ifférenti i =( == - ZZ X
(3) La différentielle extérieure de v est dw ( Py dy) dx dy
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on défini le produit scalaire des deux différentielles w, et w, dans D ou sur S

par (*)
(0, coz):f W0,
DS

et la norme d’une différentielle o par
Lo l= (0, 0) = 2y |l b|2) de dy.
o= (v, 0) Ls(llall Il6]]2) dz dy

si, bien entendu, ces intégrales ont un sens; on vérifie facilement que la norme
ainsi définie correspond au double de I'intégrale de Dirichlet de fw.

Une différentielle analytique ¢ est de la forme 9 = a dz, a étant une fonction
analytique de z=a -+ iy. Autour du point P(z=0) on considere le déve-
loppement de ¢ :

o= (apst+ ap 3" +...) ds (h>0);

le nombre / est invariant et représente I'ordre de ¢ en P.
Dans un domaine compact D de frontiére D’ par rapport & S, la formule de
Cauchy-Green appliquée au produit fw s’écrit :

(1.1) fwfw:fnduw):j;dfm +fnfdw.

I'intégration sur le contour D’ étant effectuée dans le sens direct par rapport
a D (on a D a sa gauche quand on parcourt D’ dans ce sens).

Soulignons en passant que dans le genre d’étude que nous allons faire, il
suffit d’envisager des domaines a frontiéres « trés réguliéres » c’est-a-dire
composées d’arcs de courbes analytiques ou suffisamment différentiables
(Parreau™).

1.2. Sivcurammés. — Les différentielles analytiques de deuxiéme ou
troisieme espéce (différentielles méromorphes) sur une surface de Riemann S
sont celles qui admettent, en des points isolés de S, des singularités polaires,
mais qui sont analytiques en tout autre point de S. Si s désigne 'uniformisante
locale au voisinage d’un point P(z=0), la différentielle méromorphe ¢ a la
forme

(1.2) cp:(%—;hA—...—l—g:i)dz—i—cpl (k> o),
\ g g
si P est singulier; ¢, désigne une différentielle analytique sans singularité au

voisinage de P. Le nombre complexe a_, est invariant par changement d’uni-
formisante locale, c’est le résidu de ¢ en P. Si a_, = o, la différentielle est dite

(*) La relation (w;, wy) = (s, wy) se déduit immédiatement de cette définition et de la relation
signalée au sujet de la définition de I'adjointe de w.
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de deuxieme espéce; elle est de troisi¢me espéce dans le cas général a_, = o.
Le nombre % (entier positif) est également invariant par changement d’unifor-
misante locale : c’est 'ordre du pole de ¢ en P (— 4 étant I’ordre de o en P).

1.3. Cycres (Ahlfors [2]). — Comme une surface de Riemann S est une
variété orientable et triangulable (Stoilov*), on peut considérer son groupe
d’homologie unidimensionnel : parmi les cycles d’un nombre fini d’éléments,
on distingue lesbords au sens compact (frontiéres de chaines bidimensionnelles
finies) des bords au sens non compact (frontiéres de chaines bidimensionnelles
infinies).

Sur un domaine D de frontiere D' n’interviennent que des cycles et bords

modulo D’ <0u mod CD> ¢est-a-dire des cycles et bords de S dans lesquels on

s

a négligé tout ce qui fait partie de CD (Lefschetz*).
S

Je n’entrerai pas dansle détail de la définition du nombre d’intersection
(Ahlfors [2], Virtanen*) de deux classes de cycles. Il suffira de noter ici que
cette définition est possible, c’est-a-dire posséde un caractére d’invariance
topologique (deux cycles d’'une méme classe ont le méme nombre d’inter-
sections avec un cycle donné) et que deux classes @ et @3 ont un nombre
d’intersection o(A ><B=0) ou 1(A>< B=1) si et seulement s’il existe un
cycle de & et un cycle de 3 sans points communs ou ayant au plus un seul
point commun (dans ce dernier cas on admettra que les orientations sont telles
que le cycle de @ coupe le cycle de @& de droite a gauche; si A X B=—1,
'intersection de @ par @3 a lieu de gauche a droite).

Une base d'homologie du groupe d’homologie des cycles formés d’'un nombre
fini d’éléments se compose d’une suite dénombrable de cycles linéairement
indépendants, C,, ..., C,, ..., telle que tout cycle C du groupe dépende
linéairement des cycles Cy, ..., Cs, et qu’il existe une relation d’homologie :

C~ xkl(]ki—{— . xkiCki (xk entiers).

La propriété importante du groupe d’homologie de S est I'existence d’une base
d’homologie canonique c’est-a-dire formée de cycles A,,B,, ..., A, B,, ...
satisfalsant entre eux aux relations

A;xAj=o, B; < B;=o, A< B;j=24} (Kroneker).

De plus, étant donné une exhaustion de S formée de compacts S, CSy, ...,

Sn_t,CS,,. .., labase d’homologie précédente peut étre choisie de facon que :

1° dans S,, A,, Ba, ..., A,, B, forment une base d’homologie modulo S
(frontiére de S,); :

2° les cycles sur S, ne dépendent linéairement que d’un nombre fini de
cycles A.
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Le genre g d’un domaine ou d’une surface est €gal 4 la moiti¢ du nombre
total des classes d’homologie distinctes de la classe zéro. La connexion d’un
domaine compact est définie par 28+ ¢, ¢ étant le nombre de composantes
connexes de sa frontiére.

L.4. Ptriopes. — La formule de Cauchy-Green appliquée a une différentielle
fermée o dans un compact D de frontiére D' donne

fw - o,
(7

autrement dit, la période de w sur un bord D’ est nulle. La période de o sur un
cycle ne dépend donc que de la classe d’homologie du cycle considéré.

Pour une différentielle analytique de deuxiéme espéce, on peut également
définir la période sur une classe d’homologie de cycles : pour montrer que
I'intégrale d’une telle différentielle est nulle sur un bord D’ (au sens compact),
on applique la formule de Cauchy-Green au compact D, obtenu en supprimant
dans D les voisinages des singularités situés a I'intérieur des cercles |z,| <<
(5, étant I'uniformisante locale au voisinage du point singulier P,; z,=o
correspondant au point P,); ¢ est supposé suffisamment petit pour que ces
voisinages soient disjoints. Les intégrales de w portant sur les cercles |z, |=¢
sont identiquement nulles :

27
,[ <0;_§h 4.+ a;z 4 Ay Ay 5y + .. .>is e®dy—o (zy=c€®).

De la méme maniére, on voit qu’au contraire, pour une différentielle analy-
tique de troisiéme-espéce, l'intégrale sur un bord D’ est égale a 2¢n fois la
somme des résidus de-la différentielle. Cependant on pourra dire que deux
différentielles de troisiéme espéce, ayant les mémes résidus, ont mémes
périodes ou périodes distinctes, suivant que leur différence, qui est de deuxiéme
espéce, a des périodes nulles ou non. Quand dans la suite nous parlerons de
périodes d’une différentielle de troisiéme espéce, il sera sous-entendu qu’il
s’agit de périodes prises par rapport 4 un systéme de cycles bien déterminés.

2. Différentielles méromorphes sur des domaines compacts.

2.1. DoMAINE. SURFACE DE SCHOTTKY CORRESPONDANTE. — Une structure analy-
tique déterminant une surface de Riemann S est définie par la donnée d’une
classe de fonctions, @ (P), a valeurs complexes, en chaque point P de S (voir,
par exemple, Parreau®™). On peut faire correspondre a cette structure une
structure symétrique définie en chaque point par la classe @(P) des fonctions
complexes conjuguées de @ (P). La surface symétrique S ainsi obtenue differe
de S uniquement par son orientation qui est opposée a celle de S.
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partir de deux domaines symétriques D et D de S etS, on peut alors
construire une surface D, close ou ouverte, suivant que D est compact ou non.
Topologiquement on obtient D en soudant D & D par identification de leurs
frontiéres aux points symétriques. En un point de D intérieur 3 D ou D, la
structure analytique de D est égale a la structure induite sur D ou D de la
structure de S ou S; les uniformisantes locales en deux points symétriques
peuvent étre choisies imaginaires conjuguées. En un point de D’ =1, on peut
définir la structure analytique comme suit : D’ étant frontiére trés réguliére
de D, on peut choisir comme uniformisante locale en Q€D’, sur S, une fonc-
tion z(P) réelle sur D’, & partie imaginaire positive dans D; 'uniformisante
locale correspondante sur S aura une partie imaginaire négative dans D; en
considérant alors Q comme appartenant 2 D, on voit que z dans D et z dans D
sont les prolongements 'une de I’autre et forment une uniformisante locale z
en Q; A(Q) est la classe des fonctions a valeurs complexes associée a Q sur D.
D est appelé la surface de Schottky de D (Ahlfors [1]).
Si D est compact, de genre g et si D' a ¢ parties disjointes, le genre de la
surface de Schottky D est § =2g+c—1.

Dans le cas de domaines compacts, on peut généraliser de la facon suivante
la construction précédente :

Prorvosimiox 2.1 (*). — Pour que deux domaines compacts D, et D,, appar-
tenant respectivement & deux surfaces de Riemann S, et S,, puissent étre soudés
pour former une surface close, il faut et il suffit que leur fronlwre D et D) ait
méme nombre fini de composantes.

[l suffit de montrer que les deux domaines peuvent étre raccordés conve-
nablement. Considérons par exemple deux composantes D;, et D;, des fron-
tieres D' et D, que nous voulons raccorder. Appelons u, et u, les fonctions
harmoniques dans D, et D, égales a zéro sur D;, et D, , et égales respectivement

a-+1eta—ri1sur CD“ etCDW En désignant par ¢, et ¢, leurs conjuguées,

on voit que les fonctlons exp(ui—|— w,) et exp(u,—+1iv,) représentent confor-
mément un voisinage de D;, dans D, sur une couronne 1 | w |1+ ¢ et un
voisinage de D,, dans D, sur une couronne 1> |w|>>1—c. On peut alors définir
le raccord de D, et D, a travers D;, et D,, par le raccord des deux couronnes
1—eZ|w|Z1et1Z|w|L1+catravers |w|=1. Comme D, et D, ont le
méme nombre de composantes, le raccord peut étre ainsi effectué a travers
chaque composante.

() Cette proposition est due essentiellement a M. Parreau.
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2.2. DIFFERENTIELLES DE ScHOTTKY-Amirors. — Considérant les différentielles
harmoniques ou analytiques sur un compact fermé D, Ahlfors [1] a trouvé que
celles qui pouvaient étre prolongées réguliérement sur la surface close D, jouent
un role particulier et, plus précisément, résolvent certains problémes d’extre-
mum dans D. Il a appelé ces différentielles réguliéres sur D (de premiére
espece), les différentielles de Schottky de D.

De facon analogueje me propose d’étudier les différentielles méromorphes (*)
sur D (D étant compact), qui se prolongent en différentielles méromorphes
sur D. Pour les distinguer des différentielles de Schottky, je les appellerai
différentielles de Schottky-Ahlfors. A

A cause de la symétrie d'une surface de Schottky D, on peut faire corres-
pondre a toute différentielle de Schottky-Ahlors (") ¢ analytique, dont I'expres-
sion en P est adz (a, fonction analytique & singularités polaires isolées) une
différentielles EE dont 'expression en P estadz; c’est encore une différentielle
méromorphe de Schottky-Ahlfors car = est I'uniformisante locale en P. A une

singularité de o de la forme (1.2)en P correspond une singularité de ¢ en P de
la forme

(2.2.1) $:<%I—”+-4—a—;1>d3+51
L’uniformisante locale étant 3, le résidu en ce point est donc «_,. D’autre part
I'ordre du pole de ¢ en P est également A.

La différentielle o permet de mettre ¢ sous forme de somme de différentielles
ayant des propriétés de symétrie, ou, ce qui revient au méme, ayant sur D" des
propriétés remarquables :

-clt
SR

o . 9—

2 e

CP:
La premiére composante ¢" est réelle sur D', la seconde imaginaire pure.
Soit S, l’espace vectoriel complexe, des différentielles méromorphes de
Schottky-Ahlfors; soit S,(resp. S;) le sous-espace réel de S, des différentielles
réelles (resp. imaginaires pures) sur D'(8;=18,):

ProrosiTioN 2.2.1. — Sur le corps des nombres réels, l'espace vectoriel S, est
la somme directe de ses sous-espaces 'S, et'S;.

La décomposition est unique car ¢"—+ 9'=o0 sur D’ entraine ¢"=o¢'=o0
sur D’ donc dans D.

(%) Je supposerai toujours qu’elles n’ont pas de pdles sur D’".
(7) De fagon générale, & v = adx + bdy en P correspond & = @dx — b dy en P, & et % étant les

valeurs de a et b en P, exprimées en fonction de z.
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En considérant une différentielle ¢, on peut parler de ses périodes et demi-
périodes sur D : les premiéres sont relatives a des cycles de D, les secondes a

la trace dans D (demi-cycles) de cycles de D homologues 4 des chemins R
sur D satisfaisant 8 R=— R (je dirai aussi « chemins ou cycles conjugués des

composantes de D' »). Comme ¢" satisfait a la relation ¢"= 3", et que d’autre
part, de facon générale :

(2.2.2) /‘:CPZLQ

on voit que ¢" a des périodes imaginaires conjuguées sur deux cycles symé-
triques de D, et qu’en particulier, ses périodes relatives a des cycles conjugués
des composantes de D’ sont imaginaires pures et égales au double de la partie
imaginaire des demi-périodes correspondantes dans D. Les parties réelles ou
imaginaires des périodes et les parties imaginaires des demi-périodes sur D
déterminent donc les parties réelles ou imaginaires des périodes sur . Comme
une différentielle méromorphe sur une surface close est définie par les parties
réelles ou imaginaires de ses périodes et les parties singuliéres de ses dévelop-
pements aux poles, a condition que la somme des résidus soit nulle, on a :

ProposiTion 2.2.2. — Etant donné sur D, d’une part, des parties imaginaires
des périodes (nulles sur des cycles homologues aux composantes deD") et des parties
imaginaires des demi-périodes, ou des parties réelles des périodes, et d’autre part,
des parties singulieres en des points donnés, il existe une et une seule différen-
tielle o sur D ayant ces données, a condition que la somme des résidus donnés soit
umagtinaire pure.

La condition vient du fait que si 9" a pour résidu a_, en P, o"=0¢" a pour
résidu «_, en P; ainsi

2 résidus ¢"= 2 0{2 résidus ¢”.
D

~
D

9.3. DIFFERENTIELLES MULTIPLES DE DIVISEURS DONNES. — litant donné un ensemble
fini de points (P,) sur une surface de Riemann close S, ou dans un domaine
compact D, on associe & chaque point un entier m, positif, nul ou négatif, et
I'on appelle diviseur d de composantes (P,, |m,) le produit symbolique
(H. Weyl*) : :

(2.3.1) d:f[P’vnv (s> 0).

L’ordre total du diviseur est m:2mv. Jeconsidérele nombre i/ égal & m —1

v



FONCTIONS A SINGULARITES POLAIRES SUR DES DOMAINES COMPACTS. 253

sl mz£o0 etazérosim=—o.Jécriral d =1 si s = o. Jutiliserai les notations

(2.3.2) d/:tipﬁl'j’ Id|:c(71/'

1

Une différentielle méromorphe o est dite multiple de d si elle est réguliére a
'extérieur des points (P,) et si en P, son ordre est au {moins égal a m, : si m,
est positif, elle a un zéro d’ordre au moins égal & m,, si m, est négatif, elle a un
poled’ordre au plus égal & — m,.

Je dirai qu’un diviseur d, est multiple d’un diviseur d,, d, D d,, s’il indique
plus de zéros et moins de poles, c’est-a-dire, plus précisément, si d, d," est a
exposants positifs. Je désignerai par [d,, d,] le plus petit commun multiple
de d, etd,.

Etant donné un domaine D de genre g et ayant c courbes frontiéres, soit 2 un

diviseur a exposants positifs d’ordre total m défini sur D; appelons S,(5)
I'espace vectoriel des différentielles méromorphes de Schottky-Ahlfors mul-
tiples de - et notons que 25,(8*‘):2&([8, g]—‘), 5 désignant le symétrique
de ¢; on peut énoncer (§=28+c—1):

ProrosiTion 2. 3. — L’espace 8,(87*) a g —+m' dimensions complexes. L’espace
25,.(3—1) a g+ (2n) dimensions réelles, 2n étant Uordre total de [3 , g] .

En effet le genre de D étant 2, il y a g différentielles analytiques de premiere
espece, indépendantes, et d’autre part les parties singuliéres introduisent m
coefficients complexes liés par la seule relation résultant du théoréeme des
résidus. La deuxiéme partie de la proposition résulte de la proposition 2.2.1.

2.4 OrtuoconaLITE. — Dans la suite du paragraphe 2 je considérerai I’ortho-
gonalité de deux différentielles, au sens du produit scalaire, sur le domaine D

de la surface de Schottky D.

De ce fait les produits scalaires que nous allons considérer ne peuvent étre
définis qu’en faisant intervenir un passage a la limite convenable. Ce sont en
effet les produits de deux diftérentielles méromorphes ¢ et ¢ et, pour que
I'intégrale double soit absolument convergente il faut que ¢ ait au plus un
pole simple, donc que I'une au plus ait un pole simple. Cependant, si I’on
choisit au voisinage de chaque pole une uniformisante locale, z=re?®, et que
’'on exclut du domaine D les cercles (| z| ), on voit (par un calcul explicite
que nous ferons chaque fois) que lorsqu’une de ces diftérentielles est réguliére,
ces produits scalaires, considérés comme limites des produits dansles domaines
D — (| 3| £Lr), quand r tend vers zéro, ont des limites finies indépendantes des
uniformisantes locales choisies. Pour le calcul du produit scalaire on introduit
ainsi une convention qui posséde la propriété d’invariance conforme et qui rap-
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pelle la notion de valeur principale de Cauchy. Nous parlerons du produit
scalaire principal ou d’orthogonalité au sens principal.

Ahlfors [1] a montré qu'une différentielle de premiére espéce sur D se
décomposait additivement de facon unique en une différentielle de Schottky
ayant mémes périodes et en une différentielle analytique exacte. Ces résultats
sont basés sur certaines propriétés d’orthogonalité que je vais généraliser aux
différentielles méromorphes.

Considérons deux diviseurs d et d, donnés par :

(2.4.1) ¢

t
d(]:'['[gfgv (Q €D, n,>o0, t>0).

Cherchons dans quelles conditions s’annule le produit scalaire principal d’une
différentielle  de Schottky-Ahlfors multiple de d—* d;' par une diftérentielle dF
analytique exacte sur D. On calculera d’abord ce produit scalaire dans le
domaine D —V, V=(|z|r), complémentaire par rapport & D d’un voisi-
nage V, intérieur 4 D, des points (P,) et (Q,). Jappelle C, les courbes fron-
tieres de chaque composante connexe de V qui sont supposées suffisamment
petites pour ne contenir qu'un seul point P ou Q. SurD’, onala relation o = 3.
En se rappelant que le produit extérieur de deux différentielles analytiques est
nul (*) (dF.5=0) on peut écrire les relations suivantes [application répétée
de la formule (1.1)]: '
(2.4.2) (@, gpv= [ ary=[ ¥y [F
D’ P Cy

E

N ~ ~
—if r5+ N Fazz'sz,r+i szp

v

==Y, [¥5+iY, [rg,
Q Y p, ¢

Cy

les intégrales étant prises dans le sens direct par rapporta D — V et les sommes
étant étendues respectivement a toutes les courbes entourant les points (Q,) et
les points (P,).

Faisons tendre r vers zéro; nous dirons aussi que V parcourt une base (r— o),
?, du filtre des voisinages de (P,, Q,); évaluons la limite d’une intégrale por-
tant sur un chemin entourant un point P et sur un chemin entourant un point Q.

(8) Si ¢4 et 9, sont deux différentielles analytiques, on a successivement

P192= 91 95 =— 919a.
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Pour cela, supposons que le développement de F au voisinage de P et Q soit

respectivement :
F=ay+ a;z+... au voisinage de P,

F=8,+ Biz+... au voisinage de Q.
D’autre part, soit

a—/, 278 e ..
o= <'TL + h“; —+.. .>dz au voisinage de P.
z zh—=

o= (é:" + bt 4. .>d§ au voisinage de ().

zk Zh—1

Alors

o= (b‘k + bt 4+ .. > ds au voisinage de Q.

P pyary

On obtient facilement, en un point P& (P,), la valeur conformément invariante :
limifF@:— 2Ty Uy,
v o Je

et en un point Q€ (Qv), la quantité proportionnelle au résidu de Fo et donc
aussi conformément invariante :

1imifF$:+ 20 (Boby+ Bibs ot Brrb_r).
v o Je

On voit donc qu’en général (¢ quelconque), pour que (dF, ) =o, il faut et il
suffit que les a, correspondant aux points (P,)et les B,(p.=o, ..., k—1),
correspondant aux points (Q,) soient nuls. Si un point P, se confond avec un
point Q,, on a la méme condition nécessaire et suffisante, & moins que

a_,+b_,=o, c’est-a-dire, 2 moins que les résidus de o soient opposés aux
deux points symétriques P, et Q,. On peut donc énoncer les deux propositions
suivantes :

Prorosirion 2.4.1. — Une dyférentielle méromorphe de Schottky-Ahlfors
multiple sur D d’un diviseur & d*, d et d, ayant les formes (2.4.1) est orthogo-
nale au sens principal a toute différentielle analytique exacte sur D, dF, si ¥ est
multiple de [ dy, |d|]. Si de plus elle est de seconde espéce sur D, il suffit que F soit
multiple de d,.

Prorosition 2. 4.2. — Une différentielle méromorphe de Schottky-Ahlfors mul-
tiple sur D d’un diviseur d= d;', d et d, ayant les formes (2. 4.1), dont a chaque
pole de résidu non nul correspond un pole symétrique de résidu opposé (),

est orthogonale au sens principal & toute différentielle analytique exacte sur D,
dF, si dF est multiple de d,.

(?) Cette famille contient les différentielles méromorphes de Schottky-Ahlfors de deuxiéme espéce.
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Le lemme 2 d’Ahlfors [ 1] est le cas particulier, s=1¢=o0, ou ces deux pro-
positions sont identiques. Son lemme 3 est le cas particulier de la propo-
sition 2. 4.1 obtenu en faisant s =o.

2.5. DECOMPOSITION DES DIFFERENTIELLES MEROMORPHES SUR ). — Je vais mainte-

nant décomposer additivement toute différentielle méromorphe sur D en une
différentielle méromorphe de Schottky-Ahlfors et en une différentielle analy-

tique exacte sur D. B

Soit @ une différentielle méromorphe sur D, multiple d’un diviseur d-*,
d ayant la forme (2.4.1); appelons I',(d=*) I’espace (*°) de ces différentielles;
soit m :2'"“ l'ordre total de d. D’aprés la proposition 2.3, I’espace ZSa(d“‘ c?;‘)
des différentielles méromorphes de Schottky-Ahlfors multiples de d*d;',
a g+ (m—n) dimensions complexes [do ayant la forme (2.4.1)etn :2 nv] .
A chaque diftérentielle de I',(d=*), je fais correspondre. un vecteur de I'es-
pace X, & § — (m—~+n) dimensions complexes dont les composantes sont :

1° les g périodes de @;

2° les m, premiers coefficients du développement (**) de ® en P, etlesn,—1
premier coefficient de ® en Q, [ en un point P,&€(Q,) on prend les m,—+n,—1
premier coefficient de ®@]: s’il n’y a pas de point Q,, on prendra seulement les m,

premiers coefficients de ® en P,(v=2, 3, ..., 5), et les m;, —1 premiers
coefficients de ® en P, ;

Qv
3° les t—1 nombres complexes égaux é\f b(v=2,3, ..., t)[les inté-
Q1
grales sont prises sur des chemins bien déterminés (**)]; si Q, est confondu
. 3
avec P,, on prendra le terme constant du développement de [ ®, Q,&(P,),
(3

svoisin de Q, : si tous les Q, sont des points P,, on choisira un point Q, distinct
de (P,) et 'on déterminera la constante ¢ de facon que le terme constant du

développement de c—i—f ® soit nul pour s voisin de Q,; les z—1 derniéres
composantes sont alors les —1 coefficients constants des développements

de c+ | @, 5 étant voisin de Q,(v=2, 3, ..., 7).
Qo

On a ainsiune application linéaire de I',(d~*) dans X,; de plus, comme appli-
cation de 8,(d d;') dans X, elle est biunivoque car seul o = o correspond au

(1) Tqs(d—1t) désignera le sous-espace de I’y (d—1) des différentielles de deuxiéme espéce.

(11) Je suppose avoir choisi 'uniformisante locale en chaque point Py et Q,.

(12) C’est sous-entendu pour chacune des intégrales que je suis amené a écrire dans la suite de
ce numéro.
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vecteur de composantes nulles : cette diflérentielle est en effet multiple (*2)
de d;" et elle est exacte sur D, g =df, fétant multiple de d,; d’aprés la pro-
position 2.4.1 elle est donc orthogonale a elle-méme, c’est-a-dire de norme
nulle. Il y a donc isomorphisme de S,(d*d;') dans X, et comme les deux
espaces ont méme dimension, c’est un isomorphisme « sur » (Bourbaki [1]).
On peut donc énoncer :

Prorosimion 2.5.1. — Etant donné d, arbitraire, et d de la forme (2.4.1)
Uespace vectoriel T,(d=*) est la somme directe de Z’%(d—i 5’;1> et de Despace des

différentielles analytiques exactes sur D, dF, F multiple de d, (resp. 1 si t=o,
out=s=— O).

On peut faire une autre décomposition en utilisant la proposition2.4.2 : au
lieu de X,, on prend I'espace vectoriel £, a §—+m—+n—r dimensions complexes
(r désigne le nombre total de points P, et Q, distincts), dont un vecteur a pour
composantes les g périodes de @, les m,— 1 premiers coefficients du dévelop-
pement de ® en P, &(Q,), les n,—1 premiers coefficients du développement
de @ en un point Q,&(P,) et les m,+ n,—1 premiers coefficients du dévelop-
pement de ® en un point P,&(Q,). Il ya alors (proposition 2.4.2) isomor-
phisme de X, sur le sous-espace S,(d~* d;') des différentielles de S,(d*d,")
dont & chaque pole de résidu non nul correspond un pole symétrique de résidu
opposé; 8,(d=* d,") a lui aussi & + m -+ n—r dimensions complexes. Ainsi :

Prorosition 2.5.2. — EKtant donné d, arbitraire et d de la forme (2.4.1),
Uespace vectoriel To(d) est la somme directe de Uespace S,(d*d,') et de
Uespace des différentielles analytiques de périodes nulles (**) multiples du disi-
seurd,[|d|,|d,|]™*. L’espace vectoriel des différentielles méromorphes de deuzicme
espéce sur D multiples de d=*, T, ,(d™"), est la somme directe de

8,(d-1dy") =Tas(d)nS,(d dy")
et de l'espace des différentielles analytiques exactes multiples de d,.

2.6. PROPRIETE DE MINIMUM DES COMPOSANTES DE SCHOTTKY AHLFORs. — Dans la
décomposition que je viens de donner, on peut choisir d, de facon que les
deux composantes soient orthogonales ausens principal et donc que ’on puisse
appliquerles propositions 2.4. Dansle premier cas (propositions 2.4.1 et2.5.1),
on voit que pour avoir [d,, |d|]|Cd,, il faut et il suffit que d, ait au moins un
zéro simple en chaque zéro de d. Dans le second cas (propositions 2.4.2

(13) Si dy=1 elle est réguliére car elle ne peut avoir au plus qu'un péle simple P;, donc aucun
(théoréme des résidus).

(1#) Ce ne sont plus alors des différentielles exactes, mais seulement des différentielles & périodes
nulles (distinclion dans le cas des différenticlles de troisiéme espéce). Elles sont exactes si| @ | < d.
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et 2.5.2), pour avoir d, Cd,[|d|, |d,|]™, il faut que le second terme n’ait pas
de pole parce que le premier n’en a pas, donc que |d, | soit multiple de |d|:
ainsi tout pole de d~* doit étre au moins un pole simple de 4" ; la condition est
également suffisante. Si la diftérentielle est de deuxiéme espéce, d, peut étre
choisi quelconque.

Dans la suite, quand je considérerai une différentielle méromorphe de troi-

siéme espéce sur D, je supposerai toujours d, choisi de facon que d, soit
multiple de |d|. C’est la condition simple qui dans tous les cas, comme nous
venons de le voir, entraine I’orthogonalité. Au contraire, dans le cas d’une
différentielle de deuxieme espéce, je ne ferai aucune hypothése sur d. Je parlerai
de composante stricte de Schottky-Ahlfors d’une différentielle méromorphe ®
donnée par 'une des propositions 2.5.1 et 2.5.2 quand j’aurai choisid, = |d|
dans le cas ou @ est de troisiéme espéce et d,—1 dans le cas ou @ est de
deuxiéme espéce.

Il est important de souligner dés a4 présent que les composantes strictes de
Schottky-Ahlfors dans 8, d’une différentielle ® dans un domaine D sont définies
par les parties singuliéres et les périodes de ® dans D, puisqu’alors n,=1 dans
le raisonnement de 2.5.

Il faut remarquer qu’une relation d’inclusion entre deux diviseurs d, , et d, ,
analogues a d, donné par (2.4.1), entraine une propriété de transitivité entre
les composantes de Schottky-Ahlfors correspondantes, o, et ¢,, prises au sens
de la proposition 2.5.1 ou2.5.2 (**): Autrement dit :

Prorosition 2.6.1. — St d, , est multiple de d, , la composante ¢, de Schottky-
Ahlfors de ® dans 'S,(d* J},;) est aussi la composante dans S,(d~ J;ii) de la
composante 9, de ® dans S,(d* d;',) (méme résultat avec S,).

Les propriétés d’orthogonalité des composantes de différentielles sur D
entrainentdes propriétés de minimum de la norme des composantes de Schottky-
Ahlfors. Parce que ces normes ne sont pas finies, il faut étudier le compor-
tement des normes relatives a4 des domaines D — V approchant D et ne conte-
nant pas de singularité, quand D —V tend vers D, V=(|z|r). On trouve
alors qu’étant donné une différentielle sur D il existe un voisinage V de ses
points singuliers tel que la norme dans D — V de sa composante de Schottky-
Ahlfors soit arbitrairement voisine ou inférieure 2 la norme dans D —V de la
différentielle envisagée.

En effet, soit ® une différentielle méromorphe sur D; soit @ sa composante
de Schottky-Ahlfors (d, est choisi, je le rappelle, de facon que d, soit multiple

(1%) Dans la suite, sauf mention expresse, j’enlendrai par composante de Schottky-Ahlfors une
composante prise au sens de I'une ou I'autre de ces propositions, mais toujours la méme, dans une
suite de raisonnements liés entre eux.
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de |d| si ® est de troisiéme espéce). A cause de I'orthogonalité au sens prin-
cipal de ¢ et de ® — ¢ on peut dire qu’étant donné ¢ > o arbitrairement petit,
il existe dans D un voisinage W((P,)) des points singuliers (P,) de ®, (P,€D)
tel que dansD —V, VCW:

(0, @ —9)=¢e, (P—9,9)=5, |&]<e).
Comme dans D —V :
I®PF=l¢P+2R(g, ®—0)+|®—0g|
il en résulte les inégalités, dans D —V :
@ —oif—oe<<[[@P—loP<[®—9 I+ 2e.
Ainsi on en conclut d’abord que

(2.6.1) lim (|| @ [[3_v— | ¢ [3-v) 0,
vev

¥ désignant une base (7 — o) du filtre des voisinages de (Pv); en posant, pour
simplifier :

(2.6.2) sriglm(ll Dliv—Iolbv)=[®PF—lelh
on voit ensuite que
(2.6.3) @ —ellb=[IPIF—1el b
ProposiTion 2.6.2. — Les normes des composantes de Schottky-Ahlfors des

différentielles de I',(d") sur un_domaine compact, satisfont, par rapport aux
normes de ces différentielles, a la propriété de minimum au sens principal repré-
sentée par (2.6.1) et a la relation (2.6.3).

On voit que les composantes strictes de @ au sens de la proposition (2.5.2)
sont composantes de toutes les composantes de ®. Leur norme satisfait donc a
une propriété de minimum minimorum.

2.7. ApproxmMATION. — Je vais maintenant montrer que l'on peut choisir d,
de facon que lacomposante de Schottky-Ahlfors d’une différentielle ® de I',(d—*)
soit aussi voisine que l'on veut de @, au sens des normes; il faut donc montrer
que, quel que soit ¢ > o arbitrairement petit, il existe d, tel que la différence
® —o de ® et de sa composante de Schottky-Ahlfors ait une norme dans D
inférieure a ¢ :

@ —¢lF<e

Soit d’abord ¢ la composante de Schottky-Ahlfors de @ dans $,(d"|d~* l)

[resp. s, (d*|d|)]. ® — ¢ est une différentielle exacte et de premiére espéce.
On est ramené d montrer qu'on peut approcher une différentielle exacte et de

premiére espéce aF sur D par une différentielle de Schottky-Ahlfors dont tous
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les points singuliers sont sur D. Soit Q un point de D et % un entier positif;

soit Y, la composante de Schottky-Ahlfors (**) de dF dans 8,(Q~"). On sait
que (Ahlfors [1] et proposition 2.6.2)| ¢, |> <Z||dF||*. Quand £ augmente
indéfiniment, la suite ({;) de différentielles exactes sur D 2 norme bornée
croissante (") forme une suite de Cauchy au sens de la norme et converge
donc en norme vers une différentielle ¢ identique a dF (identité du dévelop-
pementen Q). Si £ estsuffisammentgrand on adoncbien la propriété annoncée.

Prorosirion  2.7. —  L’espace des différentielles de Schottky- Ahlfors

S(dt|d|G) [ous,(d|d | Q)| (k=o,2,...), est dense dansT,(d*);
Uespace des différentielles de Schottky-Ahlfors de deuxiéme espéce sur D,
S.(d Q") [ou8,(d*Q*) ]| est dense dans T, ,(d).

3. Difiérentielles méromorphes sur une surface ouverte.

3. 1. DECOMPOSITION DES DIFFERENTIELLES MEROMORPHES SUR UNE SURFACE OUVERTE. —
Je vais considérer sur une surface ouverte S des différentielles méromorphes,
¢’est-a-dire a singularités polaires isolées, ou, ce qui revient au méme, a singu-
larités en nombre fini dans tout compact. En utilisant les résultats obtenus au
paragraphe précédent on peut montrer, et c¢’est ce qui feral’objet de ce numéro,
qu'une telle différentielle se décompose additivement en une différentielle
limite de différentielles de Schottky-Ahlfors correspondantes aux domaines
d’une exhanstion de S, et en une différentielle exacte de premiére espéce et de
norme finie sur S. Je vais d’abord établir deux propositions qui me seront
utiles dans la suite.

Etant donné une différentielle méromorphe @ sur S, de poles (P,) d’ordre

mv<= dl—IPZ‘“>> je parlerai de ses composantes de Schottky-Ahlfors strictes

ouausens d'un diviseur d, choisi sur S (plus simplement de ses composantes-d,),
sur un domaine compact D de S ou sur un ouvert composé d’'un nombre fini de
domaines compacts D, en entendant par la ses composantes dans I'espace
$,(3718,") correspondant 4 D ou & chaque D,, $ et &, indiquant les traces de d
et d, dans D.

Le diviseur d, étant choisi sur S, l'inclusion de deux domaines A et B
entraine évidemment une propriété de transitivité entre les composantes-d, de
Schottky-Ahlfors correspondantes :

Proposition 3.1.1. — St ACB, la composante-d, de ® dans A est aussi la
composante-d, de la composante-d, de ® dans B.

(16) Comme il n'y a qu'un seul pole S, (T—*) = 8, (§—*) = 42 (0-*) (théoréme des résidus).
(17) Uy est la composante de Yz, d’aprés la proposition 2.6.1.



FONCTIONS A SINGULARITES POLAIRES SUR DES DOMAINES COMPACTS. 261

Considérons deux domaines adjacents A et B, c’est-d-dire sans points inté-
rieurs communs mais ayant en commun une partie /deleurs courbes frontiéres;
soit C le domaine global AUBUI; soit «, ( et v les composantes-d, de ® dans
A, B et C. La propriété représentée par la relation (2.6.3) nous permet
d’énoncer : ‘

ProposiTioN 3.1.2. — Les composantes a, 3 ety de ® sur trois domaines A, B
et C satisfaisant ‘

AnB=1( (I#0), =AUBuU/,
sont telles que
(3.1.1) [@ =R+ [®—=B—[|®—yR=[y—a|i+ "y =3[k
ce qui entraine en particulier I'inégalité
(3.1.2) @ —a {1 @ — Bl ®— |

En effet, d’aprés (2.6.3) et comme « et 3 sont aussi les composantes de v,
étant donné ¢ >0 on peut trouver un voisinage V des singularités de @ tel que
les deux membres de (3.1.1) soient voisins d’ordre au plus égal a ¢ de la
quantité (**)

Iy lley — Dafliy — 13 Tiy

Yen viens maintenant & 'étude de la propriété annoncée au début de ce
numeéro. Considérons sur S une différentielle méromorphe ®, de poles (P,)
d’ordre m, <d=HP§""\) - Soit(S,)une exhaustionde S [S‘_n_, cS,(P.)NnS,= Q] ;

v

soit T, les ouverts sn—‘s“,,_i(Ti:si). Je choisis dans chaque composante de
chaque T, un point Q, , et un entier &, , <a’0= \d| ]]Qf”> si @ estde troisiéme
p,‘/

espéce, a'.,:lIQﬁf:;‘ si @ est de deuxieme espeéce, tel que si 0, désigne la com-
posante-d, de ® dans T, on ait

(3.1.3) DD — 0,13, <o

n

Ceci est possible car, d’aprés le résultat de 2.7, on peut choisir les £, , suffi-
samment grands pour que chaque terme de cette série soit suffisamment petit.

Jappelle ¢, la composante-d, de Schottky-Ahlfors de ® dans S, et je vais
montrer la convergence de la suite (¢,). Pour cela je considére la suite des
nombres positifs :

A= —onlld,+ X 1@ =001},  (n=1,2,...)

n+1

(18) Clest-a-dire que le module de la différence d’un des membres de (3.1.1) et de celle quanlilé
est inférieure a ¢.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 3. 23
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C’est une suite non croissante car la différence

A= D=1 @ — a3, + [| @ — Onia [l 1, — | @ — Gt |13,

est non négative d’aprés (3.1.2). Le premier terme A, est égal au premier
membre (3.1.3), donc fini. La suite (A,) est donc convergente vers un nombre
A non négatif. La suite ( ||® — o, ||;,) converge également vers A car

]
lim ' || @ — 0, i, = o.
n

n—+1

La suite (¢,) forme une suite de Cauchy car, toujours en vertu des propositions
3.1.1et3.1.2, étant donné ¢, on a a partir d’un n, quel que soit p :

(3.1.4) | Prop— @nlls, < An— AnipZ A — A << €L

(9:) converge donc uniformément au sens de la norme vers une différentielle ¢,
sur tout compact de S. Cette différentielle a évidemment les mémes périodes
et les mémes parties singuliéres que ®. Si A=o, ® =09; si A=< o la différence
® — o est exacte, de premiére espéce et de norme finie égale a A. Nous avons
doncbien le résultat annoncé.

Pour compléter ce résultat je démontrerai les relations

(3.1.5) 1@ — @ ||3=lim Lim (|| @ [}3,—vees) — l| ¢ [B.~vewan)s,

= ﬁgl HII‘n( [1'¢ 18, —veesp — Il @ [I8,—v@@.n)

U désignant un voisinage des poles (P,) parcourant une base convenable du
filtre de ces voisinages. Dans ce but j'utiliserai le résultat auxiliaire suivant :

Lemve. — FEtant donné deux différentielles méromorphes ® et W ayant une
méme partie singuliére en un point P, il existe une base U du filtre des voisinages

de P telle que

im [[[ @[ — || W[*]' =o.

teu
En effet, il existe W suffisamment petit pour que ® et ¥" ait méme composante
stricte « dans W. Alors, on peut appliquer deux fois la formule (2.6.3) et I'on
obtient dans UC'W :

(eP—[Y[PEh=[®—alf—[¥— |l

Si I'on prend pour U =(U) I’ensemble des cercles |z|Zr<1, W suffi-
samment petit étant le cercle | 3| <1, « est la composante stricte de ® et W
dans tous ces U, c’est la partie singuliére du développement de ® et W' en P.
Il est clair alors que, ® — o et W — « étant les parties réguliéres de ces déve-
loppements, ont une norme d’autant plus petite que r est petit. Ce qui démontre
le lemme. '
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Fen viens maintenant a la démonstration de la relation (3.1.5). Les inégalités
(3.1.4) montrent que

(3.1.6) Em[}} =]l ¢nll’Js, = lim || 9 — ¢n ||3, = 0.

Avec les inégalités triangulaires écrites dans S, :
O —onl|—llo—on | ZP— ]| Z|| P —9ul] + |9 — ¢ull,

nous avons donc
lm||® — ¢ |3, =lim[[® — ¢, [,

Mais la norme du deuxiéme membre peut encore s’écrire en utilisant de nouveau
la proposition 3.1.2 et la relation (3.1.6):

Hm[ @2 —[to [+ o[~ @ulP]s,= Um[ | @[> — [ ¢ [*]s,.

Ceci démontre la premiére relation (3.1.5). Pour démontrer la seconde, il ne
reste plus qu’a montrer qu’on peut définir un voisinage U qui permette d’inter-
vertir les signes lim et [ ]. En chaque point P, je choisis un voisinage W et

une base U tels que (lemme précédent), étant donné ¢, dés que Ue et
UcW:
[T FE—=1 ¢ P loe) = nv (U),
¥ . .
Zn\,_——_ 7, |n|<e, limn,=lim7n = o,
u u

On peut donc écrire, la somme étant étendue aux P,€S,, U=U((P,)):

(NePr—elPls,= P8 :v—1l9 (lsﬂ_u+2 -
En prenant alors la lim : .

n

Hm [ @ *—{l ¢ *]s,= lim (| @[3~ — | ¢ [B,—v) + =

En faisant parcourir 4 U le filtre U(yy— 0), on a bien la deuxiéme relation
(3.1.5).

Je résume les résultats obtenus par le théoréme suivant :

Tukorime 3.1. — Etant donné, sur une surface de Riemann ouverte S, une
différentielle méromorphe ® on peut définir sur S un diviseur d, de fagon que ®
soit égal, a une différentielle analytique exacte de premiére espéce et de norme
Jinie prés, a la limite ¢ de ses composantes-d, relatives aux domaines S, d'une
exhaustion de S. La norme de la différence ® — o est donnée par (3.1.5).

3.2. L’ESPACE DES DIFFERENTIELLES MEROMORPHES (), SUR UNE SURFACE DE RIEMANN
ouverte. — Le résultat du numéro précédent fait apparaitre une classe particu-
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liere de différentielles, a savoir celles pour lesquelles la condition (3.1.3) est
remplie sans qu’il soit nécessaire d’introduire des points Q, .. On peut prendre
plus généralement comme définition :

- DerviTion 3.2. 1. — @, (resp. @,) est Uespace des différentielles méromorphes ®
pour lesquelles il existe un domaine D contenant les poles, dont chaque composante
connexe est compacte, lel que, ¢ désignant la composante stricte dans D au sens de
la proposition 2.5 .1 (resp. 2.5.2), on ait

(3.2.1) @[30+ —9llh<o.

Ces différentielles satisfont bien & une condition (3.1.3) pour &, ,—o : il
suffit de prendre une exhaustion (S,) telle que S, D = dans chaque T, on
a I'inégalité qui découle des propositions 3. 1.1 et 3.1.2:

(@ —0, P <] @, -+ [ ®— 2,

ce qui montre bien que (3.2.1) entraine (3.1.3).

On voit que cette classe @, contient celle de Nevannlina [ 1] définie, dans le
cas ot @ a seulement un nombre fini de poles, par la propriété d’avoir une
norme finie a I'extérieur d’un compact contenant les poles.

Toutefois il n’est pas certain que la somme de deux différentielles de @, (ou
de @,) soit encore une différentielle de @, (ou ®@,) car leur définition dépend
de domaines qui peuvent avoir des points intérieurs en communs ce qui ne
permet pas d’appliquer la proposition 3.1.2. Autrement dit, il n’est pas certain
que @, (ou @) forme un espace vectoriel. Ceci me conduit 4 définir une sous-
classe de la classe précédente, qui soit effectivement un espace vectoriel.

Comme une surface de Riemann S est un espace localement compact, elle est
uniformisable (Bourbaki [2]). Je choisis une structure uniforme dont le filtre
des entourages U a la propriété suivante : il existe un entourage U*€ L tel
que le voisinage U* de tout point de S soit compact. On peut toujours définir de
telles structures; par exemple, si f(P) désigne la fonction réelle sur S égale &

x,~4n dans S,.,—S, (@, désignant la fonction harmonique dans S, ,—S,,
égale a zéro sur S, et 4 1 sur S, ,, x, continue et inférieure a4 1 dans S,, x,=1
sur S; ), on peut prendre lastructure définie par1'écart g(P, Q) = | f(P) — f(Q)|
(Bourbaki [3]). Soit A I’ensemble des applications de 1l dans U qui

1° conservent la relation d'inclusion entre entourages; 2° fassent correspondre
un entourage symétrique 4 un entourage symétrique; 3° fassent correspondre

une base de U & une base de U (**).

(1?) Une surface de Riemann étant un espace localement compact & base dénombrable, une telle
structure uniforme sera définie en général par une métrique ds = % | dz|. La donnée de 'application
A e A équivauat alors & celle d’'une application croissante f telle que lim f(r) = o. L'existence de U*

r>0

est alors une conséquence de la condition plus forle suivante : la longueur de toute courbe non
compacte est infinie.



FONCTIONS A SINGULARITES POLAIRES SUR DES DOMAINES COMPACTS. 265

Soit ® une différentielle méromorphe de poles (P,). Soit ¢ la composante
stricte de ® dans U((P,)), donnée par I'une des propositions 2.5. Je pose alors
la définition suivante :

DeriniTION 3.2.2. — U (resp. DY) est le sous-espace des différentielles méro-
morphes de @, (resp. @), ®, pour lesquelles il existe un entourage U, de la
structure uniforme définie sur S et une application A € A tels que pour tout entou-
rage UcCU, :

1° deux points de S appartenant d une composante connexe quelconque de
U((P,)) sont au moins voisins d’ordre A(U)c U*;
2° ® et ¢ satisfont a la relation

(3.2.2) @[3 ve)+ | ® — @[5y <o

Il faut remarquer ici la relation d’inclusion @XC @Y qui découle des
propriétés de minimum signalées au n°2.6.

Il est bien évident que (3.2.2) entraine une condition (3.1.3) de la méme
maniére que (3.2.1). Montrons maintenant qu’étant donné une structure uni-
forme la somme de deux différentielles ® et W appartenant & @* (ou M) est
encore une différentielle de ¥ (ou @A1). Soit (P,), U, et A, (Q,), V, et B les
points singuliers, ’entourage et 'application utilisés dans la définition 3.2.2
et correspondant respectivement & ® et W. Cherchons 4 déterminer W, et C
correspondant a & + W,

Un point P, est au plus voisin d’ordre W, de la frontiére de la composante
connexe de W,((P,)) qui le contient. Les composantes connexes de W,((Q,))
ont un diametre au plus égal a B(W,) [c’est-a-dire que deux quelconques de
leurs points sontau moins voisins d’ordre B(W,)]. Ainsi, pour que lacomposante
connexe de W,((P,, Q,)) soit intérieure a la composante connexe de U,((P,)),
il suffit de choisir W, tel que

W,o B(W,)cU,,

ce qui est possible parce que B applique une base sur une base. Alors, a tout
WcW,, parcourant U, correspond UC U,, U= WoB(W), parcourantU, et la
-composante connexe de W((P,, Q,)) est contenue dans U((P,)); elle a par suite
un diameétre inférieur 3 A(U) : pour C(W) on peut prendre 'application
A(U(W)).
Il reste a4 voir qu'on a bien une relation analogue a (3.2.2) pour ® 4 W.
Or, toujours & I'aide des propositions 3.1.1 et 3.1.2, on peut montrer que la
deuxiéme condition de la définition 3.2.2 entraine

[@ 3+ [P —oF<<oe,

pour toute différentielle, ®&€ ®d* (ou @), si V contient U((P,)) et désigne
un domaine dont toutes les composantes connexes soient compactes;  désigne
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ici la composante stricte de ® dans V. Ainsi, en prenant V= W,((P,, Q,)),
ona

[+ TR v+ |@+W—o— ¢ PIRy+ | F[3v+ [P —o [+ || —¢IF;

ceci constitue la relation cherchée car, ¢ désignant la composante stricte de W
dans V, ¢ 4 ¢ est la composante stricte de ® + ¥ dans V.

Remarque. — La définition des classes @M et @' dépend donc de la structure
uniforme choisie sur S. Si I'on a deux structures uniformes comparables
définies sur S, de filtre d’entourages U, et U,, et si U, est plus fin que U,, les
espaces MM et DM (ou DM et M) satisfont 4 la relation d’inclusion :

atcot:  ou  dMcoM;

en effet, comme U, CU,, une propriété vraie pour tous les ensembles de U,
I'est également pour tous les ensembles de U,. On en déduit que si deux diffé-
rentielles @ et W appartiennent aux espaces @Y (ou D) relatifs a deux
structures comparables, leur somme appartient & I’espace @Y (ou @.V) relatif
a la structure la moins fine.

Les sous-espaces de % et @ des différentielles de deuxiéme espéce sont
identiques.

Il est trés vraisemblable qu’étant donné une différentielle appartenant a
'espace @Y (ou D) relatif a une structure U,, on peut définir U, suffisam-
ment fine pour que ® n’appartienne pas & D¥: (ou @) : on peut en effet
toujours construire un voisinage des singularités de ® tel que la norme de @ a
I’extérieur de ce voisinage ne soit pas finie (*°). Inversement, on voit qu’il
existe des différentielles & un nombre fini de singularités, dans S, qui n’appar-
tiennent a aucun espace M* (ou M) : dans ce cas la définition de ces espaces
est indépendante de la structure uniforme introduite sur S. Ceci laisse penser
qu'il existe aussi toujours des différentielles a une infinité de singularités, qui
n’appartiennent 4 aucun espace @* (ou AM), quelle que soit la structure
aniforme qu’on introduise sur S.

3.3. EXEMPLE DE DIFFERENTIELLE DE (D *. — Pour fixer les idées, je vais donner
un exemple trés simple de différentielle appartenant 4 M. Comme surface de
Riemann S, je prendrai le plan complexe pointé a 'infini. Comme structure
uniforme, je choisirai celle qui est définie naturellement par la distance eucli-
dienne (métrique ds =|dz|); 'ensemble des ensembles U’ de couples de points
dont la distance est inférieure ou égale a s (s positif) constitue un systéme

(20) (Pest M. Ahlfors qui me l’a fait observer au cours d’une conversation que j’ai euc avec lui en

. 1952. Cette remarque est & 'origine des considérations de structure uniforme qui figurent dans ce

numéro et qui rectifient une incorrection de ma Note*. Je dois & M. Parreau d’avoir approfondi la
question dans ce sens.
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fondamental d’entourages de cette structure. Soit z=o, 1,...,N, ...
I'ensemble des points (P,) et soit @ la différentielle définie par

___w BN .
*=2 moNp %
0

elle est analytique a 'extérieur de (N) si |By|< 1, par exemple. Le carré de la

am | B |2
=

- Le carré de

N ;. I , .
la norme de @ & I'extérieur des cercles de rayon r<_ -, centrés aux points (N),
est donc inférieur a

o

2T .

1@ v < 5 X By
0

D’autre part, le développement de ® au voisinage de z = Nest

d—d
Z[(z—-N) E(V N)+ +(n+1)(z—N)2( N)"+'+"'J'

I’accent ’ indiquant qu’il faut omettre le terme v=N dans la somme. La
composante stricte de Schottky-Ahlfors de ® (au sens de 2.5.2), dans le domaine
By
(s —N)?

|z —N|<r ; est évidemment ¢ = dz; la norme de ® — ¢ dans ce

domaine satisfait a I'inégalité

B,
[|®—o []|H__v\;[<,._/2TE2 n(n—+ I)Wr"HE .(VI%

La norme de ® — ¢ dans U"((N)) satisfait alors a I'inégalité

1@ — ¢ [y 47 Y, n(n + 1) rk, B,

1

©

ko= == B= B
0

Ainsi on voit que ® appartient & @ si ¥, |B,[*<oo. Ici U, peut étre pris égal

A U% et est formé de cercles de rayon :1; centrés aux points (N); A est I'appli-
cation qui représente U sur U*.

Je soulignerai encore que l'introduction de I'application A permet la
présence d’une forte densité de singularités : on peut, par exemple, avoir un
nombre arbitrairement grand de points singuliers voisins d’un ordre donné.

Dans ’exemple précédent, on peut ajouter aux points (N) les points <2N+ ;—l,
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2N+ ;; 2N+ 4\,\ Les composantes connexes de U((P,)), [wﬂ el i
ont alors un diamétre inférieur 4 U’ car les plus grandes contiennent vers leur
extrémité gauche le point 2N et vers leur extrémité droite le point 2N+ T]’

Ces composantes contiennent un nombre arbitrairement grand de singularités.
L’application A serait dans ce cas celle qui fait passer de U¢a U®:.

3.4. PROPRIETES DES DIFFERENTIELLES DE (?, SUR LES SURFACES DE LA CLASSE G,,. —
Le théoréme 3.1 appliqué aux différentielles de la classe @, ou @, sur une
surface de Riemann ou toute différentielle analytique exacte de premiére espéce
et de norme finie est nulle (*'), donne alors :

Proposition 3.4. — Sur une surface de Riemann S€C,,, toute différentielle
bed, (ou @) est la limite uniforme, dans tout compact, de ses composantes
strictes de Schottky-Ahlfors correspondant aux domaines S, d'une exhaustion
convenable de S; les composantes strictes dans 'S, ont au plus des poles simples sur
S; en des points symétriques de leurs poles sur S,; les composantes strictes dans S,

ont en plus des résidus opposés en deux poles symétriques sur S, et sont définies pal
les parties singuliér es et les périodes de ®.

Comme conséquence directe de cette proposition, on obtient finalement le
théoréme d’uniéité suivant :

TakorkME 3.4. — Les différentielles de @, sont déterminées (**) par leurs
périodes et leurs parties singuliéres sur une surface de Riemann S € C,,,.

En effet dans chaque domaine d’approximaiton les composantes de Schottky-
Ahlfors dans 8/, sont définies par les parties singuliéres et les périodes (voir
p- 257) et leur limite est donc déterminée sur la surface entiére.

Ce théoréme d’unicité semble étre assez important car il étend directement
aux différentielles de @/, sur les surfaces ouvertes de C,,, la propriété des
intégrales abéliennes sur les surfaces closes, d’étre déterminées par leurs
parties singuliéres et leurs périodes.

Je terminerai ce chapitre en remarquant que la méthode suivie pourra peut-
étre donner des résultats au sujet de I’existence de différentielles de la
classe 0, par exemple, a partir de périodes et de parties singuliéres données.
Mais c’est la un probleme différent pour lequel il faudrait d’abord se placer
dans le cas simple des différentielles de premiére espéce, cas qui ne semble
pas avoir été abordé jusqu’a présent.

(21) La classe de ces surfaces est désignée suivant les auteurs par Cap(Parreau*), N»(Ahlfors [1])
ou Nap(Sario [1]).

(?2) Je dis que A est déterminé par B s’il exisle au plus un A avant la propriét¢ B. S’il existe un A
et un senl avant la propriété B, je dis que A est défini par B.
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CHAPITRE II.

DIFFERENTIELLES HARMONIQUES A SINGULARITES POLAIRES ET LEUR INTEGRALE
DE DIRICHLET.

Dans ce chapitre je vais appliquer la méme méthode qu'au premier chapitre
a I'étude de diftérentielles harmoniques a singularités polaires isolées. Bien
des résultats s’obtiennent par une démonstration tout a fait analogue et je me
bornerai & signaler le fait sans entrer dans les détails. Au contraire, ’énoncé
des résultats présente par rapport a ceux du premier chapitre plus de
complexité : cela vient du fait qu'une différentielle harmonique est la somme
d’une diftérentielle analytique et de I'imaginaire conjuguée d’une différentielle
analytique. Bien des résultats seront d’ailleurs établis pour une classe de diffé-
rentielles fermées beaucoup plus étendue que la classe des différentielles
harmoniques. :

Au lieu de considérer les différentielles harmoniques complexes introduites
au chapitre I je me placerai toujours dans le cas de différentielles réelles : cela
ne restreint pas la généralité et est plus conforme a 'habitude de considérer
des fonctions harmoniques réelles (**).

1. Différentielles fermées et harmoniques sur des domaines compacts.

1. 1. DEVELOPPEMENT ET DECOMPOSITION DES DIFFERENTIELLES HARMONIQUES DE SCHOTTKY -
Aucrors. — A partiv d’une différentielle harmonique w = adax + bdy et de
sa différentielle adjointe w*=— bdx + ady on peut former la différentielle
analytique ¢ = w + fw*. On peut donc écrire :

(L.r.1) m:é(q—l—@‘), 0= f;,(cy—cp).

Cette décomposition additive de w en différentielle analytique et en imaginaire
conjuguée de différentielle analytique est unique.

On peut écrive le développement de w au voisinage d’un point P(z=0)
suivant les puissances de I'uniformisante locale = :

a7 7 _, '

) o —(~—~/———+——————+...+——+//0+u,l;+.u)(l:.
9\ 3t Sh—1 =

/

A — Uy Uy E +...>(/:

(23) Je rappelle qu’Ahlfors [1], au contraire, consideére les différentielles harmoniques complexes :
dans le cas des différentielles de premiére espéce la distinction entraine moins de complication
d’écriture.
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L’ordre de w sera celui de sa partie analytique ¢; w est réguliére au voisinage
de P si 4 est non positif. Je dirai que w est de deuxiéme espéce sia ,—o en
tout point singulier, de troisieme espece dans le cas général ou il y a des points
singuliers avec a_, £ 0.

On peut parler de la période d'une différentielle harmonique o de deuxiéme
espece par rapport a des cycles d’'une méme classe d’homologie, ou de
la période d'une différentielle de troisieme espéce par rapport a un cycle bien
déterminé : elles sont définies 4 laide de (1.1.1) par les périodes
correspondantes de o.

Les différentielles harmoniques de deuxiéme et de troisiéme espece sur

une surface de Schottky D seront de nouveau appelées différentielles de
Schottky-Ahlfors. A partir d’une telle différentielle » on peut former une autre

différentielle harmonique sur D, a savoir & :
~ 1/~ ~ 1 . . I, — .
(1.1.3) 3=5@+8)=(¢—o)+ (7T —7),

On voit que le développement de & en P, = étant pris comme uniformisante
locale, est encore égal au développement (1.1.2).

A l'aide de & on peut former une décomposition additive de o en
différentielles harmoniques ayant des propriétés remarquables sur D’ :

®—+ w— & i, A
(1.x.4) = —= = (g — )+ (9 §).
La premiére composante —— = — L (o 42"y = L (0" — o")* est la différentielle
P p > S\ T¢9 S\ —9

. . , l r =p . N .
harniomque conjuguée de - o"—¢o") qui est nulle sur D'; la seconde
@ — W
2
En effet, soit S, la classe des différentielles ®w nulles sur D', §; celle
des adjointes des précédentes. On peut encore dire que S, est définie par
la propriété ® —=—w, et S; par la propriété ® =w. Il en résulte que
8,nS,=(0), donc que la somme S,+ S, est directe; cette somme est égale
a 8, espace des différentielles de Schottky-Ahlfors harmoniques. D’autre part,
SIlWES,, o =0+ I0w'ES; et si wES,, ¢cE€S,. La correspondance entre S, et
8, définie par w - w—+iw*, qui est biunivoque puisque réciproquement

=— ;(cp"—i— o’) est nulle sur D’. La décomposition en question est unique.

© — é(cp—l—g“o), applique donc &, sur §;, §; sur §,. La proposition (2.2.1)
du chapitre I se traduit donc par:

Proposition 1.1.1. — Sur le corps des nombres réels Uespace vectoriel 'S, est
la somme directe des sous-espaces S, et'S;,.

Je dirai qu’une différentielle harmonique ® est multiple d’un diviseur d si
sa partie analytique est multiple de ce diviseur.
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En désignant par 8,(8*) l'espace des différentielles de Schottky-Ahlfors
harmonlques multiples de ¢~* on a, dans les mémes COﬂdltlonb que pour
la proposition 2.3 du chapitre I:

Prorosimion 1.1.2. — L’espace 8,(37') a 2(g -+ m') dimensions réelles.
L'espace $0(3“) ag—+ (2n) dimensions réelles, 2n étant Uordre total de [3, o ]

Pour les espaces S, et S; on a d’autre part les propriétés d’existence suivantes :

Prorosition 1.1.3. — Etant donné des parties singuliéres en des points de D,
et des périodes réelles (nulles sur les homologues des composantes de D) et des demi-
périodes réelles le long de cycles et demi-cycles de D (resp. des périodes réelles et
des demi-périodes nulles), il existe une et une seule différentielle de'S, (resp. )
ayant ces parties singuliéres, ces périodes et demi-périodes, st et seulement si
la somme des résidus des parties analytiques des parties singuliéres données
est réelle (resp. imaginaire pure).

En effet s’il existe une telle différentielle w €S, (resp. S;) elle satisfait
aw=—@ (resp. ®==a). Ainsi le long d’un chemin C symétrique de C, on a

Lo==fo (e fo=[o)

C

Ce qui indique que les périodes sont opposées (resp. égales) sur deux cycles
symétriques intérieurs 2 D et D, que les périodes sur des cycles conjugués
aux composantes de D’ sont égales au double des demi-périodes correspondantes
(resp. nulles). D’autre part le résidu en P de la partie analytique de ©
est —a_, (resp. +a_,) si en P il est a_,. On voit donc que la condition de
la proposition revient 4 annuler la somme des résidus de la partie analytique
de w sur D. Cette condition étant réalisée on sait qu’il existe une et une seule
différentielle méromorphe ¢ (resp. ¢¢) ayant ces parties singuliéres et ces

parties réelles de ses périodes sur D. La proposition est ainsi démontrée.

1.2. DIFFERENTIELLE FERMEES d,-HARMONIQUES, d—'-poLAIRES. — Il est intéressant
pour la suite de généraliser la notion de développement d’une différentielle
harmonique en un point, & certaines différentielles fermées. Considérons &
partir de maintenant uniquement des différentielles w fermées, réelles et dont
les coefficients a et b de ®w=adx + bdy, sont des fonctions indéfiniment
dérivables en x ety (**).

Je dirai qu'une diff¢rentielle fermée o est multiple de P* (k>o0), si aetb
ainsi que leurs dérivées jusqu’a 'ordre £ —1 s’annulent en P. Je dirai que ©
est Pi-harmonique s’il existe dans le voisinage de P une différentielle

(2*) Voir par exemple de Rham et Kodaira*.
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harmonique vy telle que & — v soit multiple de P*. Je dirai que w est P~*-polaire
s'il existe, dans un voisinage de P, une différentielle harmonique y ayant
une singularité d’ordre £ en P, telle que w — v soit réguliére en P.

Il découle de ces définitions que si w, en un point P, est P—~-polaire et
P-harmonique, on peut parler des ~#— k premiers coefficients de la partie
analytique de @ en P : ce sont les 4 - £ premiers coefficients bien déterminés
de la partie analytique de vy telle que w — v soit multiple de P".

De facon générale, sur un domaine D ou sur une surface S, je parlerai de
différentielles fermées d,-harmoniques et d'-polaires si d et d, sont deux
diviseurs & exposants positifs : en chaque point P de d et Q de d, d’exposant £
et £, w est P~"-polaire et Q*-harmonique. :

On dira que o est de deuxiéme espéce si la différentielle harmonique y
correspondant a chacune de ses singularités a un résidu nul; en général,
s'il y a des résidus non nuls, la différentielle est dite de troisiéme espéce.

Une différentielle fermée a singularités polaires, de deuxiéme espeéce a

I'intérieur d’'un compact D a une intégrale nulle sur le bord de D <fm:o>.
-

Si elle est de troisieme espece, l'intégrale en question est la partie réelle
du produit par 2¢n de la somme des résidus des y -+ ¢y* relatifs aux poles
intérieurs 4 D. On obtient ces propriétés en appliquant la formule de Cauchy-
Green & un compact D, comme nous I’avons fait au chapitre I pour les diffé-
rentielles méromorphes (I'intégrale d’une différentielle fermée réguliére,
prise sur le bord d’un compact, est nulle). On ponrra ainsi parler d’une période
d’une différentielle fermée a singularités polaires de deuxiéme espéce par
rapport a une classe d’homologie de cvcles. Au contraire quand nous parlerons
des périodes d’une différentielle fermée de troisiéme espéce, nous supposerons
implicitement avoir choisi des cycles bien déterminés.

Comme I'adjointe »* d’une différentielle w multiple de P* est aussi multiple
de P%, la propriété de w d’étre dy-harmonique et d~*-polaire se reporte sur »*.

1.3. DECOMPOSITION DES DIFFERENTIELLES FERMEES SUR UN poMAINE D. — Avant
d’aborder la décomposition des différentielles fermées a singularités polaires
isolées sur un domaine compact D, je vais signaler les propriétés d’orthogonalité

_ — au sens du produit scalaire principal sur D — qu'il est important de

considérer dans ce cas. Je vais chercher dans quelles conditions une diffé-
rentielle harmonique de Schottky-Ahlfors @ représentée par (1.1.4) est
orthogonale au sens principal 2 une différentielle fermée exacte dU de premiére
espéce.

Comme les différentielles harmoniques exactes dU correspondent 4
une classe plus étendue de différentielles analytiques que les différentielles
analytiques exactes considérées au chapitre 1, il faut s’attendre a ce que
les différentielles de Schottky-Ahlfors qui leurs sont orthogonales appartiennent
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4 une sous-classe de §,,: c’est ce qui explique I’ apparmon de la classe 8, dans
ce qui suit.

Soit C, les cercles de rayon r (z=re® uniformisante locale) centrés
aux points singuliers; soit V le voisinage de ces points intérieurs a

(08 <VcD D—V= CV> Le produit scalaire de la premiére composante de

la decomposmon (1.1.4) par dU donne

[dU, ‘ (o"— 5")*] = dU, i(qﬂ‘—&— Q") ] / dU (¢"+ o)
- 2 ) -V | 2 )__v

i
S AU (¢ —gr) —— - fU(CPr-_ o).
Z'KA\' 2 v Cy

L’intégrale étant prise dans le sens direct par rapport 4 D — V. En supposant
dU (h—1)-harmonique en P, ou 9" a une singularité d’ordre /4 :

I 1, o
U:-Q—(og,—{—:z,:—l—...—o—o:/,qz"—')-‘f—‘~(czo+o:.:+...+oz,,4,:"_’)+fdu‘,

:9":(——-—%— +——+ >rl:,

~h

du, fermée multiple de P"~' et, en faisant tendre r vers zéro on obtient

lim — — /L (0r— ") =nR [ (b4 1) 4 X By~ o = jy ],
=0
=0 ey

qui est la partie réelle d’'une somme d’expressions analogues a celles de
. I . .
la page 255. Pour ce qui est de la seconde composante de o, ~(9'+ ¢),

on remarque que l’expression de son produit scalaire par dU ne porterait
pas uniquement sur les coefficients de leur développement aux points
singuliers, si 'on ne supposait pas que c’est une différentielle exacte
d’une fonction harmonique nulle sur D’. On est donc amené a supposer (**):

2

| PP
S (9l+ ) =du.
Alors
(dU, dg)y v== (dg, dU)y_y= dgdUn—ngdU*

D—V
En posant, au voisinage d’une singularité :
’

(b b
g (T 2 >d5»

S
\

(25) La lettre g.rappelle la fonction de Green dont la différentielle est un cas particulier des diffé-
rentielles considérées ici. Ces différentielles ont été utilisées dans un cas particulier par Ahlfors [1].
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on a pour dU* et g les expressions (%) :

dU = 2%,[[0:14— 20,2 +. ..+ (h—1)oyp 52| ds

— (@4 207 4.+ (o — 1) Tt F2) dE + duf ],

. 1 b—h b—ﬁ ~ ’
! g ;[W—F...-{—_z—|—b_110gz+b+bo»+.:.]
1 Z_]l —b- 7 — 7 T —

+E[mhj—i—..mi—j-_z-+b_-1lobz—|—b+bo4~—l—...J,

et 'on trouve

lim [g dU*:— TECR[O!lb_g—I— agb_3+. B e.d b—/z]'

1'=0 . Cy

(’est encore une expression conformément invariante : comme

dU~idU*>
—_— | =0,

! . .
lim - y(w—ts)< 2

r=0 C

1imoz.}f(g+ig*)<——dU+’dU>
Cy

r=0 2

elle est égale a

qui représente une quantité proportionnelle a la partie réelle du résidu
de (g -+ 7g*) (dU 4 i dU%).

En groupant les résultats et en observant que les quantités b_,—a_,(h>1)
sont nulles s1 et seulement si » a au plus un pole simple au point symétrique,

sur D, du point singulier considérée, on peut énoncer les propositions
suivantes :

Prorosition 1.3.1. — Une différentiele harmonique de Schottky-Ahlfors de
la forme %(cp"—|— ")+ dg, g=o sur D', multiple sur D d’un diviseur dd;",

d et d, ayant les formes

s

. d:EPC’"f (my> o), m:Emv,
1

1

(1.3.1) , ;
d, :ZQ.’,’V (ny>o0), n:Xnv,
) 1 1

est orthogonale au sens principal a toute différentielle fermée exacte sur D, dU,
d'-harmonique, U multiple de [d,, |d|]. Si, de plus, elle est de deuxiéme espéce
sur D, il suffit que U soit multiple de d, (*").

(26) b_, est réel parce que dg est exacte.
(27) U est multiple de dy si dU est multiple de dy et si les constantes qui s’introduisent par
intégration sont nulles.
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Prorosition 1.3.2. — Une différentielle harmonique de Schottky-Ahlfors de
la forme é(cp’—}— ")+ dg, g=o sur D', multiple d’un diviseur d—* 3;’, d et d,
ayant les formes (1.3.1), dont la composante o" a ses résidus imaginaires est

orthogonale au sens principal a toute différentielle fermée exacte sur D, dU,
d'-harmonique et multiple de d,.

(’est dans la démonstration que nous venons de faire qu’apparait le fait
nouveau relatif aux différentielles harmoniques, par rapport aux différentielles
analytiques. Si l'on compare les deux démonstrations d’orthogonalité
correspondantes aux différentielles analytiques et aux différentielles harmo-
niques on voit qu’elles sont fondamentalement distinctes. Dans le premier cas
on utilise essentiellement la propriété de nullité du produit de deux diffé-
rentielles analytiques, propriété qui permet le passage d’une intégrale relative
a D" a des intégrales relatives 4 C,. Dans le second cas on utilise essentiellement
et uniquement le comportement simple des différentielles harmoniques sur D’.
(est ce qui permet de travailler sur la classe plus étendue de différentielles
fermées.

J’en viens maintenant a la décomposition d’une différentielle fermée Q,
d~'-polaire et d,-harmoniqué sur D, d et d, ayant la forme (1.3.1);
I'y(d; d,) désignera 'espace de ces différentielles. Le sous-espace ;4(d* d7)

~_1 . , . . I r —
de 8,(d*d;") des différentielles harmoniques de la forme S(9'+9)+dy

multiples de d*d;' a §+ 2(m+n) —(r) dimensions réelles (**), r étant
le nombre total de points P, et Q, distinpts. A chaque différentielle

Q= %( +®)+Q, (Q, multiple de d,) je fais correspondre un vecteur de

I'espace X, &4 g+ 2(m—+ n) —(r) dimensions réelles dont les composantes
sont :

-1° les g périodes réelles de Q;
2° les m,— 1 premiers coefficients complexes du développement de éfb et
la partie réelle du résidu de —;-(D en un point P,&(Q,); s’il n’y a pas de points Q,

on prend seulement la partie réelle du résidu de %fl) aux points
P,(v=2,3, ...,5);
3¢ les m,+ n,—1 premiers coefficients complexes de éd) en P, e(Q,);

(28) L'espace TS;L’(a’—i 331) a en effet 2§+2(m+n)’ dimensions réelles et pour obtenir

Spa(d—t 2731) il faut annuler 2g périodes de ;(tpi—l— 9?), ¢ —1constantes (£ = 2g + c—1) égales

. 1 A e .
aux valeurs prises par 5 f 9i+ ! sur D’ et (r) parties imaginaires des résidus de 9
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4° les n,—1 premiers coefficients complexes de %d) en Q. &(P,);

Q'/
5¢ les t—1 quantités (*°) réelles f Q(v=2, 3, ..., t); si Q,€(P,)

Q

on prend la valeur constante du développement de f Q, z voisin de Q,;
o
si tous les Q, sont des points P, on prend un point Q,€(Q,)etl’on déterminec,

réel de facon que le développement de ¢, —i—f Q pour z voisin de Q, commence
%
par un terme de la forme 3" dz(n>>1); les composantes sontalors les constantes
des développements de c0—|—f Q pour 5 voisinde Q,(v=2,3, ..., t).
<

A P'aide de la proposition 1.3.1 on montre qu’il y a isomorphisme de
ZS,,g(d”‘ 8;‘) sur X,. En effet, au vecteur de composantes nulles correspond

une différentielle exacte, du, multiple de r7;‘, u étant multiple de d, sur D;
aux points P, (Q,) elle est réguliére car sa composante méromorphe ¢ =.0"+ ¢/
satisfait a
résidu ¢ = o = résidu ¢’ — résidu ¢/;
r, Py r,

done (*") résidu ¢"=résidu ¢ est réel et résidu ¢ est aussi réel, donc nul,
P, P, Py

du est donc orthogonale i elle-méme et par suite identiquement nulle. On peut
donc énoncer:

~ Provosirioy 1.3.3. — L’espace vectoriel T'y(d™'; d,) est la somme directe
de Sy (d"d ") et de Uespace des différentielles fermées|d,|[ |d
de pérl'ode.s" nulles sur D, Y, multiples de d,[ |d|, |d,|]™*, dont les résidus de

. | d,y| T t-polaires,

la partie analytique sont imaginaires purs en P, &(Q,) et telles que ’ Y soit nulle
en Q,. o

On peut aussi définir une décomposition correspondant i la proposition 1.3.2.
Le sous-espace S),,(d~" d;') de S)(d' d;") des différentielles harmoniques de
Schottky-Ahlfors dont la partie analytique de la composante é(qo"—l— ") a

des résidus imaginaires (R résidu ¢"= o) en chaque pole,a g + 2(m—+ n) — 2r
dimensions réelles (**). Le vecteur de I'espace X, correspondant aura
pour composantes :

1° les g périodes réelles de Q;

(29) Toutes les intégrales sont a prendre sur des chemins bien déterminés.

(%) Il ne faut pas oublier, en effet, que les différentielles dg = %(cpi—!— i) sont telles que J
résidu ¢i=o.
(31) 11 faut annuler »' parties réelles des résidus de o7 dans une différentielle de 4 ( d—1 a3t )
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2° les m,—1 premiers coefficients complexes de éCI) en P, &(Q,);
3 les m,+ n,— 1 premiers coefficients complexes de —;—(I) en P,e(Q,);

4° les n,—1 premiers coefficients complexes de —;JI) en Q,&(P,).

On a alors un isomorphisme de X, sur $),(d¢~* d;') et I'on peut énoncer :

Prorosirion 1.3.4. — L'espace vectoriel T'y(d™"; d|) est la somme directe
de S, (a"1 ;l;‘>et de Uespace des différentielles fermées |d,|[|d|, |d,|]|"-polaire,
de périodes nulles sur D, Y, multiples de d,[|d|, |d,|]". L'espace wvectoriel
Io(d s d) des différentielles fermées d',-harmoniques de deuxiéme espéce,
multiples de d*, sur D, est la somme directe de “5',4,,({1‘1 (7;{> et de Uespace
des différentielles fermées exactes multiples de d, sur D.

1.4. CoMPOSANTES STRICTES. PROPRIETES DE MINIMUM ET APPROXIMATION. — On peut
choisir le diviseur d, qui apparait dans les propositions 1.3.3 et 1.3.4
de facon que les composantes d'une différentielle QeI',(d~*; [d, d,]) soient
orthogonales au sens principal (**). Dans le cas général ou Q est de troisieme
espece il faut et il suffit que d, soit multiple de |d|. Si Q est de deuxiéme
espéce d, peut étre pris quelconque. Les circonstances sont analogues a celles
du n° 2.6 du chapitre 1. Jappellerai de nouveau composantes strictes de Q
les différentielles obtenues dans les propositions 1.3.3 et 1.3.4 en choisissant
dy=|d| (resp. d,=1 s1 Q est de deuxieme espéce). V

La composante stricte de Schottky-Ahlfors é(cp"—l— ")+ dg dans ), est telle
que [Q — L(® @)+, , multiple de d;] :

R résidu @ = R résidu ¢?, J résidu @ = I résidu o7,
1.4.1 . dz z ds ’
( ) coefficient de — — 2 coef. — — 2 coef. — ' (n>1).
P, p, 40 o, Py V-4 @ixp" 5"

Les derniéres relations sont obtenues en remarquant que © a au plus un pole
simple en un point symétrique P d’un pole P sur D, donc que 3 = ¢"— o' a au
plus un pole simple en P. La composante stricte de Schottky-Ahlfors dans &) z.est
donc définie par les parties singuliéres et les périodes de Q dans D.

La proposition correspondante a la proposition 2.6.1 du chapitreIs’énonce :

Prorosiriox 1.4.1. — St d, est multiple de d,, la composante «, de Schottky-

Ahlfors de Q€T (d*; [d, d.]) dans 8,5(d"d7") |ou 8;(d=d7")]| est aussi

(32) C'est ce que je supposerai toujours en parlant de composante d'une différentielle fermée
au sens des propositions 1.3.4 el 1.3.3.

Ann. Ec. Norm., (3);, LXXI. — Fasc. 3. 24.
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la composante dans S,,(d=*d7") [ou S),(dd;")] de la composante w, de Q
dans S, (d~ d;") [ou 8 (d gl;’)].

En introduisant les notations utilisées aux n* 2.6 et 2.7 du chapitre 1 et
en raisonnant de facon analogue, on obtient les résultats suivants :

ProrositioN 1.4.2. — Les normes des composantes de Schottky-Ahlfors
= %(go"—k ") -+ dy de différentielles Q de T'y(d™"; |d', d\]), sur un domaine

compact D, satisfont par rapport aux normes de ces différentielles, aux propriétés
de minimum au sens principal représentées par

lim (|| 2]y — | ol v)>o
veu

et a la relation
(1.4.3) [L2—wff=[[[—I[*]

Proposition 1.4.3. — L'espace des différentielles de Schottky-Ahlfors

Sig (d_1 [3[—1 Q"") [ou ?S',,g(d—‘ 1(7‘1 [Q"“)] (k=o, 2, 3, ...), est dense dans
Iy(d="). L’espace des différentielles de Schottky-Ahlfors de deuxiéme espéce sur D,
Sig.a (d‘1 Qﬁ"’) [ou Shg.a (a"*‘ Q”")] est dense dans T'), , (d="). '

2. Différentielles fermées et harmoniques sur une surface ouverte.

2.1. DECOMPOSITION DES DIFFERENTIELLES FERMEES. — La décomposition faite
au chapitre I pour les différentielles méromorphes peut étre opérée, de facon
identique, pour les différentielles harmoniques & singularités polaires isolées,
grace aux résultats du paragraphe précédent. Je ne ferai donc pas de
démonstration et me contenterai d’énoncer le résultat, sans énoncer
les propositions qui généralisent les propositions 3. 1.1 et 3.1.2 du chapitre,
pour le cas des différentielles harmoniques.

TutoriME2. 1. 1. — Etant donné sur une surface de Riemann S, une dzﬂe’renzielle
harmonique, Q, d~'-polaire, on peut définir sur S un diviseur d,, tel que Q sott
la somme d’une différentielle harmonique, exacte, de premiére espéce et de norme
Jinie et de la limite » de ses composantes-d, relatives aux domaines S, d’une
exhaustion de S. La norme de la différence Q — w est donnée par

(2.1) R —owl§= li’fn lilljn( 1218, —v @y — | 0 [18,~v @)

= 1iI§n li,ftn( I8, —v @ — [ 0 [[§,—v(en),

U désignant un voisinage des poles (P,) de Q parcourant une base U convenable
du filtre de ces voisinages.

Il faut dire un mot sur le lemme qui permet d’établir ces relations (2.1):

Lewve. — Etant donné deux différentielles harmoniques polaires Q et 11 ayant
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une méme partie singuliére en un point P, il existe une base WU du filtre des voisi-
nages de P telle que

Lim [ {| 2 — || []*Ju@) = o-

cu

Ladémonstration est la méme que celle du lemme correspondant du chapitre I;
. . . . .y 1 — .
il suffit de voir que la partie singuliére de Q et II, ~(a-a), est bien

la composante stricte de Schottky-Ahlfors (proposition 1.3.4) dans Iespace
8}, correspondant aux domaines |z|<r; en effet « = "+ o' a un pole simple
a l'infini et son résidu en ce point est opposé a son résidu a I'origine; onadonc

résidu (o” + af) = — résidu (a” -+ a!) = — résidu (a” — a’).
0 » 0

et par suite :
R résidu a” = 0 = J résidu af,

' . , ., ' . 1 — . .1y .
et ces derniéres égalités montrent bien que - (a o) appartient & 'espace &),

relatif aux cercles de centre origine du plan .

Le théoréme 2. 1.1 n’est relatif qu’aux différentielles harmoniques parce que,
pour le cas général des différentielles fermées, nous n’avons pas de propriété
d’approximation analogue a celle donnée par la proposition 1.4.3. Il faut alors
faire une hypothése suplémentaire et ’'on peut énoncer :

TutoriME 2.1.92. — Ktant donné sur une surface de Riemann S, une différen-
tielle fermée Q, d=*-polaire, si l'on peut définir sur S un diviseur d, tel que Q
soit |d', d,|-harmonique et que, o, désignant les composantes-d, de «w dans les

ouverts T,=S,— S,_, (8, étant une exhaustion de S)

Yo —pul<e,

’

alors Q est égale a la somme d'une différentielle fermée exacte, de premicre
espéce et de norme finie, et de la imite o de ses composantes-d, relatives aux S,.
Les relations (2. 1) sont valables.

Le théoréme 2. 1.1 ne peut étre obtenu directement i partir du théoréme 3. 1
du chapitre 1. Le théoréme qu'on obtiendrait ainsi pour les différen-
tielles harmoniques donnerait une limite w = limw, qui aurait non seulement

"

mémes périodes que  mais dont ’adjointe aurait également mémes périodes

que Q*. Par contre les composantesé(cp;—l—@fl) des w, ne seraient pas de la
forme dy,,.

92.2. L'ESPACE (D, DE DIFFERENTIELLES FERMEES A SINGULARITES POLAIRES SUR UNE
/
SURFACE OUVERTE. — Pour les mémes raisons qu’au chapitre I, le théoréme
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précédent conduit a considérer des classes particuliéres @, et @, de
différentielles fermées sur une surface ouverte.

DerviTioN 2.2.1. — @, (resp. 0,) est Uespace des différentielles fermées Q
d'-harmoniques, d étant le diviseur a exposants positifs maximum tel que Q soit
multiple de d=*, pour lesquelles il existe un domaine D contenant les poles de Q,
dont chaque composante connexe est compacte, et lelles que, w désignant
la composanie stricte de Q au sens des propositions 1.3.3 ou1.3.4, on ait

(2.2.1) 1L 1R—n+ 12— o [} <.

Avec les notations relatives 4 I'introduction d’une structure uniforme sur S,
utilisées au n® 3.2 du chapitre I, on peut aussi poser:

DirmviTioN 2.2.2. — DY (resp. AM) est le sous-espace de ®;(resp. O))
des différentielles Q pour lesquelles il existe un entourage U, de la structure
uniforme définie sur S et une application A € A tels que pour tout entourage UC U, :

\

1° deux points de S appartenant @ une composante connexe quelconque
de U((P,)), (P,) désignant les poles de ., sont au moinsvoisins d’ordre A(U) Cc U*;
2° Q et sa composante stricte »» dans U((P,)) satisfont a la relation

(2.2.2) 12 R—o+ 12— o 8 <co.

Ces espaces M} et M sont vectoriels et ont entre eux la relation
d’inclusion @} C @Y. On peut également transposer pour les espaces M} et
@M les autres remarques faites au n° 3.2 sur les espaces DY et M.

Je désignerai par @, 0, D}, D, les sous-espaces de @, (D'f, at, OD'/‘“dont
les différentielles sont non seulement fermées mais harmoniques sur S.

En désignant par C,, la classe des surfaces de Riemann ou toute diffé-
rentielle harmonique de premiére espéce et de norme finie est nulle, on peut
appliquer le théoréme 2.1.1 aux classes de différentielles @, et @) et 'on

obtient :

ProposiTioN 2.2. — Sur une surface S& Cy,, toute différentielle harmonique
Qe m, (ou @) est la limite uniforme dans tout compact, de ses composantes
strictes de Schottky-Ahlfors prises au sens de la proposition 1.3.3 (ou 1.3.4)
correspondant aux domaines S, d’une exhaustion de S; les composantes prises au
sens de la proposition 1.3 .4 ont des parties singuliéres données par les relations
(1.4.1) et sont définies par ces relations et les périodes de €.

La classe @), joue un role particulier sur les surfaces appartenant a C,, car,
si deux différentielles Q, et Q, de cette classe ont mémes périodes et parties
singuliéres, leur différence est nulle. On a donc le théoréme d’unicité :

TotoriMe 2.2. — Les différentielles de 09, sont déterminées par leurs périodes
et leurs parties singuliéres sur une surface de Riemann S € Cy,.
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2.3. SuR L’EXISTENCE DE DIFFERENTIELLES DE DEUXIEME ESPECE DE (D;''. — Virtanen®

a donné une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une diffé-
rentielle harmonique Q de premiére espéce et de norme finie dont

la composante (D[Q:%((I)—F@)] a des périodes données sur les cycles A
(les A-périodes) d’une surface de Riemann (**) S€(,. Il ne semble pas qu’on
connaisse actuellement de condition analogue pour le cas ou l'on se donne
les périodes de Q. Par rapport a la classe @ introduite dans ce travail,
il est donc raisonnable de poser la question de I’existence d’une différentielle
harmonique Q dont la partie analytique ® a des A-périodes et des parties
singuliéres données. Comme @;* est vectoriel, on peut utiliser le résultat de
Virtanen et 'on est ramené a chercher une condition d’existence d’une diffé-
rentielle harmonique Q&€ M dont la partie analytique a ses A-périodes nulles
(par rapport a des cycles A donnés) et dont les parties singuliéres sont données.
Je n’ai obtenu qu’une condition suffisante et non nécessaire. Celte condition
est également suffisante pour I’existence d’une différentielle Q€ ®@;* harmo-
nique de périodes nulles (par rapport a des cycles A et B donnés) de parties
singuliéres données.

Pour simplifier I’exposé je me placerai d’abord dans le cas de parties

. . .y . . ds .
singuliéres de deuxieme espéce <coefﬁ01ent de — nul; ce sous-espace de D" est

identique au sous-espace correspondant de (D‘,}L> puis dans le cas ou toutes

les parties singuliéres sont des poles simples.
Le résultat est basé sur l’estimation de la norme d’une. différentielle
harmonique @, € @}, ayant un seul point singulier P, de partie singuliére :

a_p a—s
2

I
(2.3.1) op= 5< ot

>dz+5(“_"+...+ “‘2>d3 (f>2),

= =2
z 2\ " z

et de partie analytique A-exacte, la norme étant calculée a I’extérieur
d’un cercle | z| = r centré en P sur S€(,. L’existence d’une telle différentielle
a été démontrée par Virtanen*. Pour calculer la norme de ©, a l'extérieur
de |z|r il faut couper S suivant les cycles A,; sur la surface S* obtenue,
@, est exacte, soit du,,. On estime alors || du,, |5 (. -, de la facon suivante
(S, étant une exhaustion de S):

[@p (|38 —(15)<n=lim|[@p [|§ (1521
n

___——f Upp dlt;)p —+= llmf Uy p dll;)p;
|z|=r n S’
! n

z

(3%) Gy désigne la classe des surfaces paraboliques (nullberandet), c’est-a-dire celle dont
la « frontiére idéale » est de mesure harmonique nulle (Nevanlinna*). Parmi la classe des surfaces
ouvertes c’est une de celles qui se rapprochent le plus des surfaces closes du point de vue
de I'extension des propriétés des intégrales abéliennes (Sario [1]).
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les intégrales portant sur les cycles A, intérieurs a S, sont nulles parce que
la partie analytique de &, est A-exacte. Comme du,, est une différentielle de
norme finie & I'extérieur de |s|=r, u,, convenablement normée, est bornée
sur 8*—(|z]|Lr) (Nevanlinna®). D’autre part on sait (Nevanlinna®) que I'on

peut choisir I’exhaustion (S,)de facon que limf |du, ,+ idu; | = o. En faisant
"

augmenter n indéfiniment on obtient donc:

(2.3.2) Hw[)“.é‘(‘zlé"):_‘ Upp dl(/_:’p,

|5 |=r

I'intégrale étant prise dans le sens direct par rapport 4 |z|r. Supposons
qu’au voisinage de P, @,= du,, est donnée par

_ 1P p— . .
dLLA’p_. —2'<z—k+...~—|—‘z—2+p0+p1~—f—...>d-

P—2

=2
<

+é(}_7:—/%h++ +}50—|—ﬁ15+...>d3.

Alors on obtient

|p—|

" N 1
HQPHS—(I:[ér):TE[I[J-h]‘m—l—...—}— =
2,9 _27"" ! ) 2nt2
_lpolr|—|P1lE"_""_“])/z!n+1—... .
Ainsi on a les deux inégalités :
h
: 2 ’ —v ]
(2.3.3) ”mPllsftlﬂlér)éﬂ'Z (—v—‘_:l%)—,]m’
k | l _x [ l
fy |p—v 2 ~ | py 2 292
(2.3.4) P e
2 0

Donnons-nous maintenant, sur une surface de Riemann Se&(C, munie
d’une structure uniforme U, un ensemble de points (P,) tel que la premiére
condition de la définition 2.2.2 soit remplie (existence de U, et de A).
Représentons (**) chaque U,(P,) sur |5|=1 (5=0<+P,); supposons que
la famille des cercles |z|<_r< 1 forme une base du filtre des voisinages de
I’ensemble (P,) sur S. Soit gy, :

. 1/ p_s, o\
(2.3.5) apV:5<P”2V"—|—...+£;2——’>d;
1/ p_s D _
+ <p——;,ﬁj‘” 4 p——;;f’“> dz,

(®) 1l faut supposer en plus Up(P,) suffisamment petit pour que la représentation conforme et
biunivoque sur |z | < 1 soit possible.



FONCTIONS A SINGULARITES POLAIRES SUR DES DOMAINES COMPACTS. 283

les parties singuliéres données en chaque P,. Considérons I'expression for-
melle :

(2.3.6) 9:25;1.,,,.

et cherchons dans quelles conditions Q est une différentielle de la classe @}t

n

Dans tout compact ne contenant pas de point P,, il existe une limite Q dez @,

pour n tendant vers 'infini, dés que

(2:3.7) ZE({JZIM;'P— %>

car cette somme majore la norme des différentielles}_“wpy, d’apres (2.3.3);
1

ainsi Q est bien une différentielle harmonique si (2.3.7) est réalisée, et I’on
voit facilement qu’elle a en P, la singularité o,. Je vais montrer que cette
condition suffit pour que Q € @Y.

Evaluons la quantité || Q +(Q o Ol ® est la composante stricte de
Schottky-Ahlfors (au sens de la proposition 1.3.4) de Q dans le domaine U"((P,))
[Ur((P,)) désigne l'intérieur des cercles de rayon r centrés en (P,)]. Si D
désigne une composante connexe de U"((P,)) on peut écrire, en faisant le
méme raisonnement qu’au premier chapitre (n°3.2), et en désignant par v, la
composante stricte de Schottky-Ahlfors de ,, dans D, et par I’ensemble des
indices v des points P, €D en écrivant U” a la place de U"(P,) :

2 . )
12 —wlh= prv Now, || =X llwe—onll -+, o1
VEI D vel vl
=X lov v+ X llwe i+ X ll@e,— o, 135
vel Vel vel

en effet, 5, est la composante stricte de Schottky-Ahlfors de ©,, dans U"(P,).
Ainsi en utilisant (2.3.3) et (2 3.4):

e v»42 nwmnb—wx fon iz amY, > e

Si(2.3.7)estréalisée, Q appartient bien a @} et par suite est définie de facon
unique sur S € C, C Cyp,.

Si I'on se propose de chercher une condition suffisante pour I'existence
d’une différentielle harmonique Q exacte de parties singuliéres (2.3.5) on
obtientle méme résultat en utilisantles différentielles du, harmoniques exactes,
réguliéres en dehors de P,, appartenant & &, et ayant en P, la partie singu-
liere o, (leur existence est démontrée par Nevanlinna®, par exemple). On
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obtient directement une relation analogue a (2.3.2) et la suite des raison-
nements est identique. ,
Formulons sur I’ensemble (P,) 'hypothése suivante :

Hypothése H,. — 1° Etant donné la structure uniforme L, il existe un entou-
rage U, et une application A satisfaisant & la premiére condition de la défi-
nition 2.2.2.

2° Chaque U,(P,) est représentable conformément et biunivoquement sur le
cercle |z|=1; il existe une base U du filtre des entourages telle que U"(P,)
soit représenté sur |z|r.

On peut énoncer :

Proposition 2.3. — Sur une surface parabolique, étant donné d’une part une
suite de points (P,) convenablement répartis par rapport ¢ une structure uni-
Sforme AL définie sur S (c’est-a-dire satisfaisant a U’ hypothése H,), et d’autre part,
des parties singuli¢res o, analogues a (2.3.5), la condition (2.3.7) est suffisante
pour Uexistence d’une différentielle harmonique Q de deuxieme espéce dont la
partie analytique est A-exacte (resp. d’une différentielle harmonique exacte) qui
appartient a @' et qui posséde les singularités o, en P,,.

2.4. LES DIFFERENTIELLES HARMONIQUES NORMALES SUR S € Cy,. — On sait qu’on
appelle différentielle harmonique normale de deuxiéme espéce les différentielles
exactes admettant un seul point singulier P et la singularité

1 /ds dz

0'1;:§<?+-5z> (k>l),
en ce point, et qui est d’autre part de norme finie & I’extérieur d’un voisinage
de P. Une différentielle normale de troisiéme espéce est une différentielle de
périodes nulles admettant deux points singuliers P, et P, et les singularités :

1 (ds d3> 1 <d; dE)

op,—= - |\ — + = ]» op,—= —| — + —
2 z 2 z

= -~
K < < <

en ces points, et qui est de norme finie & I’extérieur d’un voisinage de P, et P.,.
Leur existence sur une surface S€(, a 6té démontrée par Nevanlinna. I faut
soulignericique leur existence surune surface S € C, résulte du théoréme 2.1.2.
En effet, il existe toujours des différentielles fermées normales Q € OD'f; il suffit
de les choisir nulles en dehors d’un compact simplement connexe contenant
les singularités; leurs composantes strictes de Schottky-Ahlfors convergent
vers une différentielle harmonique o qui appartient & @,.

2.5. REMARQUE sur LA conprtioN (2.3.7). — La condition (2.3.7) qui inter-
vient dans la proposition 2.3 n’est pas sans rapport avec le résultat de la pro-

(3%) Je rappelle que Co < Cyp.
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position 2.2. Je vais montrer qu’en effet, c’est une condition suffisante pour
qu'une différentielle de deuxiéme espéce Qe @} ayant les parties singu-
lieres (ay,) en (P,), sur une surface S de la classe Cy,, soit décomposable en
deux différentielles harmoniques appartenant & @}, la premiére étant limite

des différentielles é(go"—i—ip"), la seconde des différentielles dy, différentielles

relatives aux domaines S, d’une exhaustion de S et données par la propo-
sition 1.3.4.

Pour vérifier cette propriété, il suffit de calculer la norme de dg dans la
partie de S, extérieur & Ur((P,)) (mémes notations qu'au numéro précédent) :

(2.5) g [, v = 3 11y 1R,wips= }_]] g g’
s|=r

P.es, P.es,

dg, désigne la différentielle de Schottky-Ahlfors singuliere en P, et P, seu-
lement, et ayant en P, l]a méme partie singuliére que dg<dg = 2 dg\,>; I'inté-

r.es,
grale est & prendre dans le sens direct par rapport au domaine |z|=_r. On

sait [ relations (1.4.1)] que '’expression de dg, au voisinage de P, a la forme
(Q ayant la singularité o) :

1/ Pk s,
dg, = 7<I——‘A——’ —|—...+p—q" 4 gy Oy v 5 .>dz
AR o

I/ Pk, P2, — P =
-+ Zl<p——;,®" FIN e A A oci,v5+--->d~”’~

On trouve alors que pour chaque point P, :

. [y [y | oot
B ':’lng"dg“"‘—[E(H _ISLr 2 2 Pt :I

Avec les relations (2.5) ceci montre immédiatement que si la condition (2.3.7)
est réalisée, les différentielles dg relatives aux S, convergent vers une diftéren-
tielle dG qui appartient & @}, Si S€C,, on sait que Q est la limite de

~(97+9") + dy,
’ s : 1 » —r ,
et 'on en conclut donc que les différentielles g(cp + ¢") convergent également

vers une différentielle é(@"—i— @) appartenant a @}. On peut énoncer :

ProrositioN 2.5. — Sur une surface S appartenant a Cy,, une différentielle har-
monique Q€ B}, de deuxiéme espece, se décompose en deux différentielles harmo-

niques é (fI)"—I— 5") et dG, appartenant a 03 et limites des différentielles é (o"+ ")
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et dy, relatives aux domaines S, d’une exhaustion de S, dés que la condition (2.3.7)
sur les parties singuliéres de Q est réalisée. '

2.6. SUR L’EXISTENCE DES DIFFERENTIELLES DE (D}' N'AYANT QUE DES POLES SIMPLES. —
Ltudions la norme d’une différentielle harmonique (*°) o, , , €®,, dont la
partie analytique a des A-périodes nulles sur S€ C, et qui a deux poles simples
de résidus opposés en P, et P;; w,, , est exacte sur S;, c’est-a-dire sur S
coupée suivant des cycles A et un chemin /allant de P, 4 P,. Cette norme est
finie & I'extérieur de deux cercles de rayon r centrés en P, et P,. Donnons-
nous les développements suivants (w, p p,= du, », », au voisinage de P, et P,):

]

dllA,PpP,: —< ]% + Port+ P15+ > ds

I

+ < 1@+p0,1+ﬁ1,13+...>d5 en P,,

=
<=

[ SR

1 4 ‘
duyp,p, = 5 <— }i: =+ Po,a Pi,gs . > ds

I p— —_ - . -
+ 5<_£;—1 ~+ Po,a+ P1,25 +...>d; en P,.

A partir de ces développements on obtient aisément ceux de uy, p, Uy p, », €t
du » », en P, et P,. Je désigne par p, el p, (resp. p; et p)) les coefficients
constants réels des développements de u, ., », (resp. u;, ) en P, et P,. Comme
aun° 2.3 on peut choisir une exhaustion S de facon que

2 J— * *
lospp, [3—1z12n= u du* + wdu
|z|=7rP; |z |=rPy

+eaondp_y | di* (u=1usp,p,)-
t

Les deux premiéres intégrales sont a prendre dans le sens direct par rapport au
domaine envisagé, la derniére, sur le bord de la coupure ! parcourue dans le
sens direct en allant de P, a P, : en effet, si u, , ;, désigne la valeur de la fonc-
tion harmonique sur ce bord, u, , ,,— 27 Jp_, est sa valeur sur 'autre bord.
Les calculs effectués donnent

fospp, [S—iz12n=—047|p2, |logr + 2m[Rp_i(p>— p1)
242

* * < 9 o 4
A Ipa(py =P = 2 (P P D) S
0

Ce calcul est valable (*") pour r=1 et montre que le crochet qui figure au

(35) Son existence a été établie par Virtanen *.

(37) Je suppose les cercles | 5| <1 centrés en P, et Ps suffisamment petits pour qu'ils soient sans
points communs. '



FONCTIONS A SINGULARITES POLAIRES SUR DES DOMAINES COMPACTS. 287

second membre est positif, soita®; cette quantité dépend non seulement de p_,
mais encore de z par 'intermédiaire de p, — p. et p; — p;.

Supposons maintenanl donnée une suite de points (P,) et de quantités
complexes (p_, ), les points (P,) satisfaisant par rapport a la structure uni-
forme définie sur S€C,, a 'hypothése H,. On peut évidemment toujours sup-
poser les points rangés dans un ordre tel que les voisinages U,(P,)(U'cU,) de
deux points successifs soient sans points communs. Appelons w, , ., les diffe-

rentielles harmoniques, exactes sur S;,(/, joignant P, a P,,,), dont la partie
analytique est A-exacte sur S, singuliéres en P, et P, de résidus égaux &

(2.6.1) Npw enly, =¥ poy enPo
1 1

Soit a}, la quantité positive relative & w,  ,, ., quiintervient dans le calcul de sa
norme, comme coefficient indépendant de ». Par une vérification tout a fait
analogue a celle que nous avons faite dans le cas des différentielles de deuxieme
espéce, on peut montrer que si

(2.6.2)

23
—
1

2p-ne
1

2 @
N o
-+ 2 ay; < o,
1

la différentielle harmoniqueE Wy p,p,., Appartienta MY, a une partie analytique

v Pygq
1

A-exacte sur S coupée suivant les chemins /, et posséde bien aux points P, un
pole simple de résidu p_, .

Au lieu de w, y, , € @, on aurait pu utiliser les différentielles du, ,, € @,
exactes sur S coupée le long des chemins [, et possédant seulement en P, et P,
les poles simples de résidus (2.6. 1) (leur existence est donnée par Nevanlinna®).
La quantité a* relative 4 w,, , doit étre remplacée par une quantité b°
car p,— p, et p, — p: sont remplacés par des quantités p, — p, et p;" — p," qui
dépendent de » (définie de facon analogue). La condition (2.6.2) doit étre
remplacée par

v

S
1

w©

(2.6.3) >

1

+Zb3 <o}
1
et ’'on peut énoncer :

Prorosition 2.6. — Sur une surface S € C,, la condition (2.6.2) [resp. (2.6.3) ]
est suffisante pour 'existence d’une différentielle harmonique € @\ dont la partie
analytique est A-exacte sur S; (resp. d’une différentielle harmonique exacte sur S;)
ayant des poles simples en des points (P,), satisfaisant a I'hypothése H,, et de
résidus (p_, ) donnés en ces points.

Remarque. — Dans le cas ou une différentielle Q€ @ n’a que des poles
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~ simples, un calcul facile montre que ses composantes dg et é(c‘o"—{— 9") par

rapport aux domaines S,, sont orthogonales dans S,.

CHAPITRE I1II.

FoONCTIONS MULTIPLICATIVES ET FONCTIONS UNIFORMES.

Je me propose maintenant d’étudier plus particuliérement, sur une surface
de Riemann ouverte S, des fonctions méromorphes uniformes c’est-a-dire des
intégrales de différentielles analytiques de deuxiéme espéce exactes, qui
peuvent admettre une infinité de singularités polaires isolées. Suivant une idée
qu’on trouve par exemple chez H. Weyl*, je vais considérer ces fonctions comme
un cas particulier des fonctions multiplicatives, ¢’est-a-dire des fonctions méro-
morphes dont la valeur en un point P de S, suivie par continuité le long d’un
cycle, est multipliée par un facteur constant dépendant seulement de la classe
d’homologie du cycle, quand on parcourt le cycle

J(CP) = pcf(P);

S(CP) indique la valeur de la fonction fen P, obtenue aprés avoir parcouru le
cycle C, en supposant que cette valeur au point initial soit f(P); u, est le mul-
tiplicateur que I’on suppose étre de module 1. On est alors amené & considérer
une classe particuliére de fonctions uniformes, a savoir celle dont le maximum
et le minimum du module sont compris entre deux constantes positives, a
'extérieur d’un voisinage convenable des zéros et des poles.

1. Fonctions multiplicatives sur un compact.

1.1. DECOMPOSITION DES FONCTIONS MULTIPLICATIVES SUR UNE SURFACE DE SCHOTTKY. —
Soit £ une fonction multiplicative sur une surface de Schottky D. Pour fixer les
idées, nous supposerons tracées sur D un systéme de rétrosections symétriques
(si R désigne une rétrosection, R est aussi une rétrosection du systéme) qui

rend ) simplement connexe; nous entendons alors par £(P) (ou simplement /)
une détermination bien choisie de la fonction sur ce domaine simplement

connexe. Nous appellerons D, la composante de D' le long de laquelle D n’est
pas coupée.
A partir de fon peut former deux fonctions f, et f, données par
(1.1.1) 5=1G7 w=5().
de sorte que

(1.1.2) F=hfo)
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Jijouit de la propriété caractéristique d’avoir son module égale & 1 sur la fron-
tiere D’ de D. La propriété caractéristique de f;, est d’avoir son argument
constant sur chaque composante de D’ (il est nul sur D). L’ensemble des fonc-
tions fforme un groupe abélien M par rapport a la multiplication. En désignant
par M, (resp. M,) les sous-groupes de M dont les éléments sont de module 1
(resp. d’argument constant, nul sur D\ ) sur D', on peut énoncer :

Prorosirion 1.1.1. Tout élément de M se décompose de fagcon unique en la
racine du produit d’un élément de M, par un élément de M.

En effet, si /', et f, étaient deux autres composantes de fla fonction //,(/,)
aurait un module 1 sur D’ et un argument constant sur chaque composante
de D’ (nul sur D)) : ainsi £, (f,)"*=1, et par suite, également f, = /.

Ce résultat est également moins fort que celui du chapitre I sur la décompo-
sition additive de 8,, car la racine du produit d’'un élément de M, par un
élément de M, n’est pas forcément un élément de M : il ne peut étre question
ici de décomposition en produit direct.

Les éléments f, et £, de M, et M, satisfont aux relations

(1.1.3) L= o=/

ol f, et f, désignent les valeurs imaginaires conjugées de f, et f, au point
symétrique du point considéré (comme aux premiers chapitres). On voit qu’a
un zéro ou un pole de f, (resp, f,) correspond un pole ou un zéro (resp. un
zéro ou un pole) au point symétrique sur D. Inversement si une fonction,
méromorphe multiplicative sur D, a un diviseur satisfaisant 3 ¢*'=d

(resp. d=d), elle appartient a M, (resp. M,) car elle est définie de facon
unique par son diviseur et elle satisfait donc a la relation (1.1.3) qui carac-
térise I’appartenance 8 M, (resp. M,). On peut donc énoncer :

ProrositioN 1.1.2. — Pour qu’une fonction f-appartienne a M, (resp. M,) it
Jaut et il suffit qu’a chaque zéro ou pole d’ordre r sur D ou D corresponde un pole

ou un zéro d’ordre r au point symétrique sur DouD (resp. un zéro ou un pole
d’ordre r). Les multiplicateurs de f, (resp. fy) relatifs a des chemins symétriques
sont égaux (resp. imaginaires conjugués). Enfin, f, (resp. f,) a pour multipli-
cateurs 1 sur des cycles conjugués des composantes de D' (resp. sur des cycles homo-
logues aux composantes de D).

En effet les relations (1.1.3) donnent
argfy(B) =argfi(P),  arg/u(P) =— arg/fi(P),

et 'on voit que la propriété énoncée, relative aux multiplicateurs, est bien
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vérifiée parce que, par définition, on a (C et C désignant deux chemins symé-
triques ) :

H};_—_expifd(a'rgﬁ), uf%:expifd(argfo)-
[ ¢

%:expifd(argfl), P-%:eXpl’ffl(al‘g.fo)~

D’autre part, sur un chemin R =—R, en désignant R, et Ry les parties de R
situées dans D et D : '

H,“:exp[iqfl‘ d(argf.)+ifn~d(argf1)]:expIrit/Rl d(argﬁ)—i.fR d(argfl)]:L

La derniére propriété énoncée sur f, découle immédiatement du fait que
arg f,=const.
n

I'.2. ComPoSANTE DANS M, D’UNE FONCTION MULTIPLICATIVE SUR D. — On sait que sur
une surface de Riemann close une fonction multiplicative est déterminée de
facon unique (4 une constante multiplicative prés, que je néglige systémati-
quement) par la donnée de son diviseur d=[ [PV Qi (A, >0, k,>0), 4 la

v,
seule condition que la somme de ses zéros comptés avec leur ordre de multi-

plicité soit égale a la somme de ses poles comptés également avec leur ordre de
multiplicité, autrement dit si et seulement si» h,=h=k="> k, (H. Weyl*).

w
Considérons une fonction F, multiplicative sur D, & zéros et poles situés

dans D. Soit d son diviseur. Au diviseur dd=* correspond une et une seule
fonction multiplicative sur D, soit . Lafonction fa pour diviseur dd~"; comme

_elle est également déterminée de facon unique, elle est égale & /~*. Ainsi on
voit que /= f, appartient a M, et I’on peut énoncer :

PropositioN 1.2. — A toute fonction multiplicative ¥ sur D, a zéros et poles
situés dans D, correspond une et une seule fonction multiplicative sur D, appar-

tenant a My, soit f,, telle que la fonction ¥ f7" soit sans zéros et sans poles dans D.

1.3. BASE DES DIFFERENTIELLES DE PREMIERE ESPECE SUR D. — Pour énoncer le
théoréme d’Abel relatif aux fonctions uniformes de M, et M,, sur une surface
de Schottky D, sous la forme utilisée par H. Weyl pour les surfaces closes
quelconques, nous avons besoin d’expliciter une base du systéme des différen-
tielles de premiére espece sur D.

Considérons une base d’homologie canonique (n° 1.3 du chapitre I) du



FONCTIONS A SINGULARITES POLAIRES SUR DES DOMAINES' COMPACTS. 291

groupe d’homologie des cycles sur D. Si g et ¢ désignent le genre et le nombre
de courbes frontiéres de D, on peut désigner les cycles de la base par

A, By; A,, B.; ceey Aga Bg§

~ ~ ~ ~ ~ ~
(1.3.1) Ay, — By; A,, — By; e Ag, — Bg;

Ag—o—i» Bg+1 ) Ag+27 Bg+2§ s Agic, Bg+c—1-

J’ai désigné les ¢ —1 composantes de D', distinctes de D’, par les ¢ —1 der-
niers A; A(resp. B) désigne le cycle symétrique de A(resp. B), ¢’est pourquoi
apparait un signe moins qui assure que le nombre d’intersections de deux
cycles A et B de méme rang est toujours égal 3 4~1. On a évidemment les
relations

(1.3.2) A,~A,  B~v—B,  (v>g).

Définissons les différentielles de premiére espéece ¢, C=A,, B,, A,, B, en
choisissant la partie réelle de leurs périodes nulle pour tout cycle différent de C,
égale a 1 pour C.

A partir de la relation générale [ chap. I, formule (2.2.2)], vrai pour une
différentielle ¢ et un cycle quelconque :

(1.3.3) f@:f

on a
(1.3.4) GT= 0%, Gn=om,  (vZg);

d’autre part, en raison de (1.3.2), ona

(1.3.5) * 6L =0%x, Gn=—0n  (v>g)

1.4. LE THEOREME D’ABEL POUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE M, T M,. — La pro-
priété énoncée par le théoreme d’Abel est que les zéros (P,) et les poles (Q,)
d’une fonction analytique uniforme sur une surface de Riemann close sont tels
que la somme des valeurs aux zéros (P,) des intégrales de différentielles de
premiére espéce ¢ est égale a la somme des valeurs aux poles (Q,) de ces inté-
grales, modulo une somme de périodes de ¢. Pour une fonction f, €M, qui
'serait uniforme, on aurait alors, en désignant par (P,) et (Q,) ses zéros et ses
poles dans D:

P, Qv

Q

Py
(1.4.1) mep (o3t o) — D& [ (on—0x)=0 (mod1)  (nZg),

P,

P, o
Efﬂf (%,—%)—Eaf (on,—9f) =0 (mod1)  (LZg);
I~ P, y P,

p
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P, désigne un point choisi arbitrairement sur D'. Le fait important de (1.4.1)

est qu’il n’y figure aucun ¢, (v > g), les relations correspondantes étant auto-
matiquement satisfaites (**).

Pour une fonction f, €M, qui serait uniforme on aurait de la méme maniére,
en désignant également par (P,) et (Q,) ses zéros et ses poles dans D (ils
doivent &tre en nombre égal si on les compte avec leur ordre de multiplicité) :

.

ZJ{f Gn, ——2 0{ D, —=o (mod1) (L>g),

P,

Q .
(1.4.2) ¢ Ha\f (9a,+ 9%,) Zﬁi (<PA,+<PA)—0 (modr) (=),

g
N

Q.
| Zaf_ (m, cp.n—Eaf (gn+om) =0 (mod1)  (pZg)-

v

2. Convergence des différentielles de Schottky-Ahlfors de S,.

Au paragraphe 3 nous donnerons une généralisation du théoréme d’Abel en
approchant une fonction uniforme sur une surface de Riemann ouverte S par
des fonctions multiplicatives de la classe M, sur les domaines S, d’une
exhaustion de S. Les égalités généralisant(1.4.1)seront obtenues par passage
a la limite et c’est pourquoi il est intéressant de connaitre la limite des diffé-
rentielles R(9,, —9x,)[resp. R(¢y,— 91,)] quand le domaine D parcourt (8S,).
(’est I’objet du présent paragraphe.

Les différentielles R (¢,,+ oz, )[resp. R (o, + 91,)] du paragraphe 1, appar-

~ tiennent a 'espace S, des différentielles de Schottky (de premiere espéce)

sur D : en effet, sur D',
I(9x,+ 9%,)=0=[R(9a-+93,)]"  (rvesp. o= (gp,+ 9%,) =[R(9s,~+ ¢%,) ]")-

Quand D parcourt une exhaustion d’'une surface de Riemann Se&C,,, ces diffé-
rentielles convergent donc vers une différentielle harmonique de norme finie
qui a comme unique période non nulle et égale a 1, la période relative a B,
(resp. A,) : c’est une conséquence des résultats d’Ahlfors [ 1] sur les différen-
tielles de premiére espéce..Pourles différentielles R (¢, —oz,)[resp. R(oy,—oz,)]
du paragraphe 1 les résultats d’Ahlfors ne permettent pas de conclure sur leur
convergence quand D parcourt une exhaustion de S, car ces différentielles
appartiennent a la classe (**) §,. Pourtant nous allons voir qu’elles convergent
encore vers la différentielle harmonique de norme finie qui a comme seule

(38) Dans les relations (1.4.1) et (1.4.2) il faut évidemment faire figurer un point P, ou Q, autant
de fois que I'indique son ordre de multiplicité comme zéro ou pole.
() Dillérenticlles de Schottky harmoniques, de premiére espéce, nulles sur D'.
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période non nulle et égale a 1 la période relative & B, (resp. A,) sur une sur-
face S€C,. Ce résultat pourra étre atteint en utilisant une généralisation d’'un
lemme de Johansson® ; son application est possible car les différentielles
considérées sont exactes en dehors d’un compact. De facon générale, je démon-
trerai la proposition suivante :

Proposition 2. — Supposons données, sur un compact S, d’une surface de
Riemann S € C,, des périodes relatives a des cycles non homologues aux compo-
suntes de la frontiére S, de S,, et des parties singuliéres relatives @ un nombre fini
de points de S, ; la suite des différentielles harmoniques de Schottky-Ahlfors appar-
lenant aux espaces S, relatifs aux domaines (S,) d’une exhaustion de S et ayant
les périodes et les parties singulicres données sur S,, converge uniformément, sur
tout compact extérieur aux singularités, vers la différentielle harmonique unique
sur S, de norme finie a Uextérieur de S,, ayant ces périodes et ces parties singu-
lieres aux points donnés sur S, st et seulement si la somme des résidus des singu-
larités données est nulle.

Je démontrerai d’abord la généralisation suivante d’un lemme de Johansson :

Lesye (Jousnsson). — FKtant donné deux compacts D, et D,(D, €D, ) sur une
surface de Riemann, et deux fonctions harmoniques dansD,—D,, uet o, u—y¢

étant harmonique dans D,, telles que
Op; (1) < Op; (), Ong(0) < Opy (0,

0, (f)désignant I’ oscillation de fsurD’, il existe un nombre positif K indépendant
de u et ¢ tel que
Oy (v) = KOy; ().
En effet
Op; (v — ) Z Oy (¢) + Opy (1) =< Oy (¢) + Opy (10).

Or un lemme de Sario (*°) dit que
Op; (v — ) Z¢O0p (v —u)  (0<q<1).
q indépendant de ¢ — . Ainsi
Op; (¢) = Opg (v — ) + Ony () =Z Oy () + (1 ) O (),

ce qui démontre le lemme.

J’en viens maintenant a la proposition 2. Soit w, les différentielles
harmoniques de Schottky-Ahlfors appartenant aux espaces §, relatifs aux
domaines (8,) d’une exhaustion de S et définies par les périodes et les demi-

périodes nulles et les parties singuliéres données sur S, (exactes et réguliéres

(#0) Jutilise le lemme sous sa forme énoncée par Sario [2] (lemme 2). Il a été énoncé et démontré
par Sario [3] sous une forme trés voisine.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 3. 25
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en dehors de S, et S,) : ces différentielles existent parce que la somme des
résidus des parties singuliéres est nulle et d’aprés la proposition 1.1.3 du
chapitre II, il suffit pour cela que cette somme soit réelle.
On peut utiliser le lemme de Johansson avee
P AP
p = Oy, “w=—= W, (PyeS,, Pes)),
< p, Jp, :

et les domaines S, et S,; d’une part Oy, (z)=o; d’autre part

P P

05'“/‘ w.,é()sgf (O
Jp Jp.

v v

P

carf
e l)

v

w,, PES, est exacte dans S,— S, nulle sur S, et ("‘)| W, = %(@‘,—1— @)J :

I \ , .
[ w,==-J [ Oy=—= 2T 2 R résidus ¢9,=— o,
’ 1 U
s, Js

ce qui entraine que la moyenne sur S, de la dérivée normale de ¢ est nulle,
c¢’est-a-dire que cette fonction prend la valeur zéro dans §,— S,. Ainsi donc le

lemme de Johansson donne
»

Oiﬁ,f Wy << R7
P

v

B désignant une borne finie indépendante de v; comme ¢ prend au moins une
fois la valeur zéro sur S|, on a dans S,— S, :

r

[ o,
.

On a la méme inégalité en des pointsintérieurs a S,, distincts des points singu-
liers, si I’on suppose tracées dans S, des coupures de facon & entrainer 'uni-
formité des intégrales considérées (la constante B est évidemment & remplacer
par une quantité finie mais qui augmente indéfiniment quand on se rapproche
des points singuliers). Les intégrales étant bornées dans leur ensemble &
I'extérieur d’un voisinage des singularités, sur S coupée convenablement,
forment une famille normale et I’on peut extraire de toute suite partielle une
suite uniformément convergente sur tout compact de S (coupée convena-
blement) ne contenant pas de points singuliers. D’autre part, les limites des
suites partielles convergentes différent d’'une constante. Ceci démontre que la
condition énoncée dans la proposition est bien suffisante. Il est évident qu’elle
est nécessaire en vertu du théoréme des résidus vrai sur une surface parabo-
lique pour une différentielle ayant un nombre fini de singularités et de périodes
non nulles et appartenant a @, (Nevanlinna®).

P

<0y [ w<B.

e/ p,

(*1) On utilise ainsi dans sa totalité I’hypothése faite sur la somme de résidus
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3. Fonctions de la classe &3, sur une surface de Riemann ouverte.

Les résultats du paragraphe 2 relatifs aux fonctions multiplicatives sur un
compact nous donnent moins de propriétés intéressantes que les résultats cor-
respondants du paragraphe 2 du chapitre I relatifs aux fonctions considérées
du point de vue additif. Ainsi nous ne pourrons pas obtenir pour les fonctions
multiplicatives, sur une surface de Riemann ouverte, de théoréme général
analogue au théoreme 3.1. Pourtant, la proposition particuliére 1.2 nous sug-
gére de considérer une classe @3, de fonctions multiplicatives analogue a @,.

3.1. L’espack B,. — Au lieu de la norme de F nous considérons maintenant
les maximums de |F | et de [F~*| et nous posons :

DerpiNiTION 3.1.1. — L’espace @3, est ’ensemble des fonctions multiplicatives
sur une surface de Riemann, de zéros et de poles (P,, Q,) tels qu’il existe un voi-
sinage NV de (P,, Q,) dont ckaque composante connexe est compacte et tel qu ’a
Uextérieur de V, | F | et |F~'| soient bornés.

En introduisant une structure uniforme U sur S et les notations Uy, A,, U*du
chapitre I, on peut aussi considérer le sous-espace 3% de @3, défini par :

DerNiTioN 3. 1.9, — L’espace B3 est ’ensemble des fonctions multiplicatives
sur une surface de Riemann, de zéros et de poles (P, Q,), telles qu’tl existe A et U,
satisfaisant a :

1° deux points de S appartenant a une composante connexe de U((P,, Q,)),
Uc U,,sont au moins voisins d’ordre A(U)C U*;
2° il existe deux fonctions positives b(U) et B(U) satisfaisant a

0<<b(U)<min|F|<max|F|<B(U)<<e,
S—U S—U .

avec
" limd(U)=o, IimB(U) =,  pour tout UcU,.
aL aL

Le produit (**) de deux fonctions de 3 est encore une fonction de B, ce
qui n’est pas forcément vrai pour @3,. En effet, comme au chapitre I (n° 3.2),
si (P,, Q,), Uy, A, (H,, K,), V,, B désignent les zéros, les poles, I’entourage et
I'application correspondant a F et G respectivement, on peut prendre pour W,
et C un entourage satisfaisant a

W, - B(W,)c U,

et comme application C P’application W—> A(WoB(W)). Dans S-W on a évi-
demment, by, b, B et B; désignant les bornes relatives da Fet G :

(*2) B est un groupe abélien.
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Exemple. — Considérons la fonction
s 2 (3) N arae L) ; ,_'f ’ 5
e Ol @ =58(5 o), ﬁ(~)—[1[(1+,7,,>’

ol £ est entier supérieur a 1, dans le plan z (surface S). Définissons comme
métrique sur S la métrique du plan complexe a 'extérieur du cercle unité et la

P r, r | N . , . e S . . .
métrique |dZ|, Z= -, a 'intérieur du cercle unité. La fonction F est invariante
L. - h—1 .
quand on change s en £z. A I'extérieur d’un voisinage V., ¢ < ——; des points
s=rxk1, elle est bornée inférieurement et supérieurement, dans la couronne

é(l — 7‘) |zl 2(1 - /1>, par b(e) >o et B(e)< = ; elle est donc bornée
inférieurement et supérieurement, par les mémes bornes, dans S — V.((P,)),
(P,)= (= k"), c’est-a-dire 4 I'extérieur d’un entourage quelconque des zéros
et des poles de F. Cette fonction est donc bien de la classe B3%. On pourrait
donner de la méme maniére des exemples sur des surfaces plus générales, de
genre infini.

3.2. Lis roNcrioNs bE (3, LiMITES DE FONCTIONS DE M,. — Soit F une fonction de
3, ayant pour poles et zéros I’ensemble (P,) de points de S. Soit (S,) une
exhaustion de S telle que V((P,))NnS, =0 (V désigne le voisinage intervenant
dans la définition 3.1.1). Soit £, les fonctions (**) de M, correspondant a F et
aux domaines S,, normées de facon a fixer la constante multiplicative arbi-
traire dont elles"dépendent. La suite des fonctions harmoniques réguliéres
(log|F|—log| f.|) est bornée dans son ensemble, parce que F appartient a 33,
et que, sur S, |f,|=1. Ainsi on peut en extraire une suite d’indice »’,
convergent uniformément sur tout compact vers une fonction harmonique
bornée u; F est égale a la limite de la suite f,, a une fonction exp(u -+ iv) mul-
tiplicative prés, qui n’a nizéros ni poles et dont le module est logarithmique-
ment borné. Sur une surface ou toute fonction multiplicative de module loga-
rithmiquement borné, sans zéros et sans poles est une constante, c’est-a-dire
sur une surface ou toute fonction harmonique bornée est constante (leur classe
est notée Cyy ), on peut donc énoncer :

Proposimion 3.2. — Sur une surface de Riemann S&Cy,, toute fonction
multiplicative ¥ € B3, est la limite uniforme sur tout compact, des fonctions
SoE(Py) f71(Py), multiplicatives sur S, f, données par la proposition 1.2, P,
point choisi sur S.

Comme conséquence directe de cette proposition on a le théoréme d’unicité :
q prop

TutoreME 3. 2. — Sur une surface de Riemann S € Cy,, toute fonction multipli-
cative F € 03, est déterminée de facon unique par son digiseur.

(#3) Pécris fn au lieu de fi ., pour simplifier.
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3.3. UNE GENERALISATION DE LA CONDITION NECESSAIRE D’ABEL POUR LES FONCTIONS
UNIFORMES DE (3, SUR S € Cy,. — Considérons une fonetion Fe @3,, uniforme sur
une surface de Riemann Se&C,,. Soient (f,) les fonctions multiplicatives sur
(S.) données par la proposition 3.2, convenablement normées qui convergent
vers F; appelons p. leurs multiplicateurs relatifs 4 un cycle

#E:eXP[ifd(argﬁ)J'
.Y

Ces multiplicateurs ;¢ convergent donc uniformément vers 1. C'est en explici-
tant ce fait que nous allons obtenir une condition nécessaire pour que F soit
uniforme, condition qui généralise en partie le théoréme d’Abel : dans le cas
d’un nombre fini de singularités, le théoréme d’Abel consiste précisément en
ce que la condition est nécessaire et suffisante.

Soit donc A7, B} et leurs symétriques, les cycles d’une base (**) d’homologie
canonique sur S,; Oumr Purs Pros Py les différentielles de Schottky correspon-
dantes définies comme au n° 1.3. Si (P,) et (Q,) désignent les zéros et les
poles de F, appelons I, et J, 'ensemble des indices v correspondant aux zéros
et aux poles contenus dans S,, de genre g, et dont le nombre de courbes
frontiéres est ¢,. On sait (H. Weyl™) que les multiplicateurs de f, sont égaux
aux caractéres intégraux de son diviseur; on peut donc écrire, en tenant
compte des propriétés de symétrie de /,,, comme aun®1.4 (P, ,€8,):

Py Q.
. . \" .
‘u;:v" —exp — 21T rzE U\[ Pur— 22 (Rf (PB{,'] (<< L&+ cu—1),
* /P, * I
S Iu

p
0yn 0,n

P, ¥
" | , N .
i, =exp—oain| ¥ mf (QA,ﬁ?;:)—Z ﬂf (20— %) (p=8u)s
[l . d b il i
B I, Pn,n ! 3 Po,n
- . P, 0,
K, ==exp — 2T E Rl (9 ,— 9nn)— E R @ Qo (e 8n)-
B B By B B
N I, Po,n ! 3 b l‘am '

En choisissant convenablement les contours d’intégration, on voit donc que
les zéros et les poles d’une fonction uniforme de @, sur S€C,;; doivent satis-
faire aux conditions

~ o
lim Z (Rf @B,.—Z G{f ¢ | =0 (En<< P Lgu+ cn—1),
n i P, (o
1. o

i
Py “ Py .

[~ . Qv
3.3.1) li;_‘l me} (@:\;~—@3;)»~Z¢pr (¢ %32) (== 8u)s

oyn T (B

. e
b E&f} (“P";':“"’?:;O"Eafp (‘P.;;“%;)] (= gn):
0 J 0

\ | L. "

(*) Quand v £ g,, AZ et B? sont égaux a A,, B,, les cycles (A, B,) formant une base d’homologie
canonique sur S; je leur laisse l'indice n pour indiquer que je les considére sur S; cela me permet
de parler de Az et B2 en sous-entendant que je considére les symétriques sur 5,.
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On peut essayer de faire des hypothéses supplémentaires qui permettent
d’énoncer cette condition dans des cas moins généraux mais sous une forme
plus simple. Il se pose alors la question de savoir dans quelles conditions on
peut intervertir le passage a la limite etla sommation qui figure dans (3.3.1).
Considérant une surface S parabolique (&€C,), on trouve ainsi qu’il faut faire
des hypothéses sur la densité des zéros et des poles sur S, hypothéses dont la
plus simple est par exemple :

Hypothése H,. — 1° La suite des points (P, Q,) est telle que pour toute suite
convergente de fonctions harmoniques (u,), définies dans les domaines (S,)
d’une exhaustion de S, bornées dans leur ensemble, u,(P,)=o, P,€S,,
on ait

hmz u, (Py)=o, Iir_nz un(Q,) =o,
. "

I,

I, et], étant 'ensemble des indices v des points P, et Q, appartenant & S,.
2° Sip, et g, désignent le nombre des zéros et des poles dans S,, comptés
avec leur ordre de multiplicité : lim(p,—g¢,)=o.

C’est bien 1a une hypothése sur la densité de 'ensemble (P,, Q,) car si cet
ensemble ne comprend qu'un nombre fini de points le nombre des zéros doit
étre égal au nombre des poles et elle est automatiquement satisfaite, puisque
toute suite convergente de fonctions harmoniques bornées dans leur ensemble,
nulles en un point, converge vers zéro sur une surface parabolique.

Etudions maintenant 'effet qu’aurait 'hypothése H,, faite sur les poles et les
zéros d’une fonction uniforme F, sur I’énoncé de la condition (3.3.1). Celle-ci
s’écrit aussi, en substituant au point P, , €S/, un point P, indépendant de r,
a condition d’ajouter alors dans les trois équations, au premier membre,
respectivement :

. P,
(Pn_ qn) mf C?B: (gn<< ML 8t Cp— 1),
Po.n
APy
(3.3.2) (Pn—qn) j (<P o) (B8

([)/z qn) m’f ((PB" CP]‘," (+=8n)-

Or les résultats du paragraphe 2 donnent la convergence uniforme sur tout
compact des fonctions

f(?b (g/l ‘U.éé'n—-k cn'—‘l),

f (g %) (B8,
[ %)z,
\ </p,
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respectivement vers zéro, | @, ., fchP et nous dil que ces fonctions (3.5) sont
P, P,

bornées dans leur ensemble sur S convenablement coupée. Dans le cas de
I’hypothése H, la condition (3.3.1) se réduit donc a la suivante [les termes (3.3.2)

tendent vers zéro car lim(p,—¢,) = o] :

s Z ‘R‘fp pvc‘r)‘\"‘WE (le: ) A =0
v N v

o

) P, o
(Z‘Rf CPnu"‘Z (R/ Qp,=— 0.
v r, T e,

(3.6)

On peut donc énoncer :

ConprioN p’ABEL. — Pour qu’une fonction analytique F appartenant a @3, de
poles et de zéros (P,, Q,), sur une surface S & Cyy, soit uniforme il faut que les
conditions (3.3.1) soient réalisées. Si S&(, et si I'hypothése H, est réalisée il
faut que la somme des valeurs aux zéros de F d’une intégrale de différentielle
harmonique de premiére espéce et de norme finie, 4 un nombre fini de périodes
non nulles, soit égale & la somme de ses valeurs aux poles de F.
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