HUBERT DELANGE
Généralisation du théoreme de Ikehara

Annales scientifiques de | 'E.N.S. 3¢ série, tome 71,1n°3 (1954), p. 213-242
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1954 3 71_3_213 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1954, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1954_3_71_3_213_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

~ GENERALISATION
DU THEOREME DE IKEHARA

Par M. Husert DELANGE.

1. Introduction.

Dans tout ce qui suit, a(t) est une fonction réelle définie pour t>>0, non décrois-
sante et positive ou nulle (*).
“+ »
On suppose que U'intégrale f e~'a(t)dt est convergente pour Rs > a, ol a
0
est un nombre réel positif, et l'on désigne sa valeur par f(s).

Le théoréeme de Ikehara est le suivant :

Sl existe un nombre positif A tel que, pour chaque y réel, la différence

A .. . .
J(s)— = tende vers une limite finie quand s tend vers a + 1y en restant dansle

demi-plan Rs > a, on a pour t tendant vers + o :

(1) a(t)~ A e

Ceci entraine en particulier que, si la fonction f(s) a comme seule singularité
sur la drotte R s = a un pole simple de résidu A au point a, on a (1).

Il est naturel de chercher & obtenir des théorémes susceptibles de fournir
une conclusion dans le cas ou f(s), en étant encore holomorphe en tous les

points de la droite R s=a autres que le point e, aurait en ce point une singula-

rité autre qu’'un pole simple.
Un tel théoréme est par exemple le suivant :

Tutorime 1. — Soit 3(2) une fonction réelle définie pour t > o, mesurable et

() Cette derniére hypothése n’est pas nécessaire pour la validité de nos énoncés, mais ne diminue
pas réellement leur portée [si elle n’est pas satisfaite, on peut considérer la fonetion «(¢) — «(o0),
par exemple, au lieu de «(?)].
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-+

bornée sur tout intervalle fini, et supposons que l'intégrale f e 3(t) dt soit con-

0

vergente pour Rs > o et égale a G(s).

Supposons, en.outre, qu’il existe un entier positif ou nul p et une fonction réelle
v () continue et non décroissante sur un intercalle [0, l], et positive pour o< ul,
tels que : ‘

!
o Pintée - y 2
1° lintégrale /(: logY (u)du sott convergente (*).
/
2° le produit tr+*(3(t) [ ey (u)du tende vers 1 quand t tend vers + o (7).
240

Cect étant, supposons qu'il existe un nombre positif A tel que la fonction
F(s)=f(s) — AG(s — a) ait les propriétés suivantes :

1° Pour chaque y réel différent de zéro, F ¥ (s) tend vers une limite finie quand s
tend vers a + iy dans le demi-plan Rs > a;

2° Quand s tend vers o dans le demi-plan Rs > o, on a

l‘“'l’)(r,/.—}—.s')::()[ﬂ)(r) , avec  r==ls|,

7(7)

d(t) étant une fonction réelle définie pour t positif assez petit, positive et non
croissante, telle que les intégrales

‘ [Wt)dz et fﬂup(t)logT—JT)(//

sotent convergentes (*).
Alors, quand t tend vers —+ oo,

a(t) ~ Aev“B(t).

On obtient comme cas particulier un théoréme contenant celui de Ikeharaen
prenant 3(¢) =1, avec p =o et Y(u) =1 ({ positif quelconque).

Bien que le théoréme I soit suffisant pour les applications, nous en établirons
un plus fort, dans lequel les hypothéses sur le comportement de F'”'(s) au voi-
sinage de la droite Rs=a seront plus larges. Ce sera le suivant :

TutorkMe II. — Soiz B(¢) une fonction réelle définie pour t> o, mesurable et

(2) Cette condition est évidemment satisfaite si y(o) > o.

(3) Ceci entraine évidemment que {3(¢) soit positif pour ¢ assez grand.

(*) Il est clair que, si y(o) 41, la convergence de la deuxidme intégrale entraine celle de la pre-
miére. Si y(o) > o, la convergence de la premiére entraine celle de la seconde.

Notons qu'’il ne pourrait pas exister de fonction ¢ satisfaisant aux conditions indiquées si I'inté-

!
1 o
grale f log o du n’était pas convergente, comme nous le supposons.
0 b .

)
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. +x
bornée sur tout intervalle fini, et supposons que Uintégrale f e~ f(t)dt sout
0

convergente pour Rs > o et égale a G(s).

Supposons, en outre, qu’il existe un entier p positif ou nul et une fonction réelle
v(u) continue et non décroissante sur un intervalle| o, l'), et positive pour o < u =1,
tels que :

1
1° lintégrale f log 1——(—1{1—) du soit convergente;
A :
!
2° le produit 17+ 3(¢) f e"y(u) du tende vers 1 quand t tend vers 4o .
0

Cect étant, supposons qu'tl existe un nombre positif A tel que, ¥(s) étant la fonc-
tion f(s)— AG(s—a), pour chaque y réel Uune des circonstances suicantes se
présente : '

Ou bien F'/'(s) reste bornée quand s tend vers a -+ iy dans le demi-plan Rs > a:
Ou bien il existe une fonction réelle L, (t) définie pour t positif asses petit, posi-
tive et non croissante, telle que les intégrales f b, ()dt et [ J,(2)log \—(I—t—) dt soient
0 0 i
convergentes et que l'on ait pour s tendant vers zéro dans le demi-plan Rs > o
F(/‘)(u+1:)'+.s'):O[MJ, avec  r==ls.

v(r)
Alors, quand t tend vers + =,

a(t)~Aetf3(1).

Nous donnerons ensuite des corollaires particuliers dans lesquels 'hypothése
sur la fonction f(s) sera simplement I'existence d’un point singulier d’une
nature déterminée pour s =a, f(s) étant holomorphe en tous les autres points
de la droite R(s)=a (*).

Ces corollaires particuliers sont susceptibles d’applications arithmétiques que
nous nous proposons de développer dans un travail ultérieur.

2. Préliminaires.

Avant de donner la démonstration du théoréme II, nous établirons deux
lemmes.

2.1. LemMe 1. — Soit h(s) une fonction holomorphe pour x, < <z, et
1<y < y.(s=a+1ty), et bornée dans ce rectangle.

(%) Les théorémes que nous établissons ici sont, a de trés petites modifications prés, ceux que
nous avons énoncés dans notre Note : Sur le théoréme taubérien de Tkehara (C. R. Acad. Sc., t. 232,
1951, p. 465-467.
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Alors, pour chaque valeur de y satisfaisant a y, < y < y., sauf peut-étre pour
des valeurs formant un ensemble de mesure nulle, h(x +iy) tend vers une limite
finie g(y) quand x tend vers x, par valeurs supérieures.

Ce lemme se déduit aisément d’'un théoréme bien connu de Fatou, en faisant
une représentation conforme du rectangle sur le cercle unité. Nous donnerons
cependant une démonstration directe.

Nous supposerons x, =0, ce qui ne restreint évidemment pas la généralité.

D’autre part, nous supposerons que, dans le rectangle considéré, |2(s)| <M.

2.1.1. La fonction % posséde dans le rectangle une infinité de primitives,
qui difféerent entre elles par des constantes. Soit H(s) I'une d’elles.
Il est clair que I'on a, quels que soient s’ et s” appartenant au rectangle,

(2) [H(s") —H(s") [ <M |s"—s"|.

H est donc uniformément continue dans le rectangle et, par suite, on peut la
définir sur la frontiére de maniére qu’elle soit continue sur le rectangle
fermé (°).

On va voir que, I" étant le contour constitué par les segments

Liyn, @at in ]y [zt D 2at iva] et [oat iy, D)

parcouru dans le sens qui va du point zy, au point ty,, on a pour tout s intérieur
au rectangle

1 ) 1 I .
3) ho=5m [ 110 =000 =5 — g | @
L o
— 2 1o — o) I
)1
ou
S=—a+ iy et D () =H{(ir).

En effet, soit R le pourtour du rectangle.
s étant intérieur au rectangle, on a

(s — L HE) 1 (HEO—-20)
}l(S)—-—H (S)_- 2—7” "j(c_s)de— Y R;W(lt.

s’ élant extérieur, on a.
1 H(C)—d’(y)dc'

= — 5
27y, (¢—¢)

Par soustraction, on obtient

1

’ I 1
O ALCELLS) | = — = | %

(*) Nous faisons abstraction ici de la notion de prolongement analytique.
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ce qui peut s’écrire

q]'ﬂ

1 ’ 1 I
— 52 ) 0= G e |

)1

Mais |
! 1 _ hixz(t—y)
(t—s)  (@—sy  [@+C—yPF

2.1.2. Remarquons maintenant que, quels que soient ¢’ et ¢” appartenant a
I'intervalle [y., y.], on a
| @(") —®(2) | =M |t/ — |

Cela résulte immédiatement de (2), puisque
(1) — ®(¢) = lim [H(s") — H(<)].

5

Il suit de la que la fonction ® est dérivable presque partout sur Uintervalle
[,}’1, Y ‘—’]'

2.1.3. Nous allons voir maintenant que, pour toute valeur de y dans l'inter-
valle ouvert ]y,, y.[ pour laquelle ®'(y) existe, A(x 4 iy) tend vers — i®’'(y)
quand z tend vers zéro par valeurs positives.

Nous savons que, si y appartient a I'intervalle ouvert |y,, y.[, A(x+1iy)
peut s’exprimer, pour o <z < &,, par la formule (3).

y restant fixe, le premier terme du second membre tend vers zéro quand

x tend vers zéro, car la fonction sous le signe f tend vers zéro uniformément

sur I".
D’autre part, le second terme peut s’écrire, en faisant le changement de

variable 1=y + xu,
e 2u
_”f_“ Wear () iy

avec
Q(y +axu) —DP(y) pour M_},éuéyo_)’
x x @€
W, (1) = ] )
) o pour u < u ou u> 2-1.‘—) .
x x

Ici, la fonction sous le signef est toujours de module au plus égal a
2Mu?
L’intégrale tend alors vers

(D’(y)f—u(l_{_u) dzt—Q’(y)[:wztd[

et, si ®'(y)existe, elle tend vers ®'(y) (T—T—u—u) quand x tend vers zéro.

= |= ®'<y>f+”—~—;—n®'<y>.
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2.2. Lemme 2. — Sout h(s) une fonction holomorphe dans le demi-plan R s™> a.
Supposons que, pour chaque y réel, ou bien h(s) reste bornée quand s tend vers
a + ty dans le demi-plan Rs > a, ou bien il existe une fonction réelle ¢, (t) définie

pour t positif assez petit, positive et non croissante, telle que U'intégrale f o, (t)dt
0
soit convergente, et telle que l'on ait, quand s tend vers zéro dans le demi-plan Rs™> o,
f(a—+ iy +5)=O[oy(r)]  (r=]s|).
Alors, il existe une fonction g(y) sommable sur tout intervalle fini et ielle que,
quand ¢ tend vers zéro par valeurs positives,

1° la fonction h(a + e+ iy) converge presque partout vers g(y ).
2° quels que soient Y, et Y, satisfaisant a Y, <Y, et quelle que soit la fonc-
tion 9(y) continue sur Uintervalle fermé [Y,, Y, |,

H N Y,
f h(a—+e-+1y)0(y)dy tend vers f 20 00) dy.
¥ Y

1 1

Y

Dans le cas ou A(s) reste bornée quand s tend vers a + ¢y dans le demi-plan
Rs > a, on peut dire encore que l'on a, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan Rs > 0,

h(a+ @y +s)=0[o,(r)],

en prenant ¢,(¢)=1. Cette fonction satisfait encore aux conditions indiquées
pour le second cas.

Notre hypothése sur le comportement de A(s) au veisinage de la droite
R s=a peut donc s’exprimer de la facon suivante :

Pour chaque y réel, il existe deux nombres positifs M(y) et ¢(y) et une
fonction ¢, (¢) définie pour o<tz (y), positive et non croissante sur cet

iy

intervalle, et telle que I'intégrale fr )@9.(t)dt soit convergente, tels que I'on

ait pour r —o(y) et Rs >0
V(a4 iy +8) [ =M () o, (r).
Pour simplifier, nous poserons

() == ro(y) Vo
Alors, pour
o<y —2r0]ZLr()) et 0<Ceroy()),
on a

(e ) [ Z M) 9y, (VE 07— 00)2) ZMO) 90, (1) = |-
En particulier, quel que soit @ >0 et <7 (y,), on a

(2 =+ iy) [ =M (p0) ¢y, (@)
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dans chacun des rectangles

Yoo <y <<Yot (Do), 0 < < b+ 1ry()e),

et
Do—10(070) <) < Jo— 0, <<+ 1e()o)-

D’aprés le lemme 1, ceci entraine que, presque partout sur chacun des
intervalles |y, —7o(ys), yo— o[ et]yo+ w, ¥, + (o), lafonction Ala+c +1y)
tend vers une limite finie quand < tend vers zéro par valeurs positives. Il en est
donc ainsi presque partout sur I'intervalle

1¥o—70(20)s Yot ro(¥o)-

Tout intervalle fermé pouvant étre recouvert par un nombre fini de tels inter-
valles, on voit que presque partout sur tout intervalle fini, donc presque partout
sur (—®», 4+ ), h(a+ 4 iy) tend vers une limite finie quand ¢ tend vers
zéro par valeurs positives.

Soit donc g(y) la fonction définie presque partout comme limite de
h(a+ <+ iy) pour ¢ tendant vers zéro par valeurs positives.

Considérons un intervalle fermé [ Y,, Y.].

Comme on vient de le dire, il peut étre recouvert par un nombre fini d’inter-
valles de la forme |y — r,(y), y + r,(y)|. Appelons y,, y., ..., y, les valeurs
correspondantes de y.

D’aprés ce que I'on a vu plus haut, pour chaque j, si o <eZr,(y;), on a
pour y;— 7y () <y <y ro(yy) ety #;

e +e=+iy) [ = MQy)) o, (L — 051D
1l en résulte que, si o<aéM}n[/'0()?j)], onapourY,~Zy-—Y,
o Nklate+ i) U0,
ou U(y) est défini de la facon suivante :

Siy n’est égal 4 aucun des y;, U(y) est le minimum de M(y,)¢,(|y—y;])
pour les j tels que y appartienne a Uintervalle |y;— r,(v;), v, r.(y;)|.
Siy est égal al'un des y;, U(y)=—+4.

La fonction U(y) est sommable sur I'intervalle [ Y,, Y,|.

Il en résulte d’abord que g(y), comme limite de (e +c—1iy), est sommable
surY,, Y, . ‘

D’autre part, si 8(y) est une fonction continue sur |Y,, Y.], 'intégrale
J,

1

Yo Y.
h(a—+z—+1y)0(y)dy tend versf &(»)0(y)dy quand ¢ tend vers zéro par
Y,

valeurs positives, puisque la fonction sous le signe f est majorée en module
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pour ¢ assez petit par U(y)|0(y)|, qui est une fonction sommable sur [ Y,, Y,],
et tend presque partout sur[Y,, Y, ] vers g(y)0(y) (7).

2.2.1. On voit immédiatement que, si l'on modifiait I hypothése du lemme 2
en remplagant les mots « pour chaque y réel » par « pour chaque y réel appartenant
a un certain intervalle fermé [Y,, Y, |», on pourrait conclure Uexistence d’'une
Sfonction g(y) sommable sur [Y,, Y,] telle que, quand = tend vers zéro par valeurs
positives,

1° la fonction h(a—+- <+ iy) converge presque partout sur [Y,, Y, | vers g(y);

2° quelle que soit la _fonction O(y) continue sur Uintervalle fermé [Y,, Y.,

Y. hE
h(a+ce+1iy)0(y)dy tend vers f () 0(y)dy.
Y

Y, 1

3. Démonstration du théoréme II.

3.1. Nous introduirons la fonction ¢(z) définie pour 7 réel par
w4
p(t) :/ ety (u) du.
0

D’aprés nos hypothéses, quand ¢ tend vers + oo, le produit ¢#+*¢(¢) 3(¢) tend

vers I.
Il suffit donc pour obtenir la conclusion du théoréeme de montrer que, quand ¢

tend vers -+ o, le produit 7+*¢(z)e=‘a(t) tend vers A.

3.2. Il est utile de faire d’abord les remarques suivantes sur la fonction ¢(?) :

En premier lieu, il est clair que ¢(¢) est positive et décroissante.

Ensuite, quel que soit h positif, le rapport ﬁ%@ tend vers 1 quand t tend

vers + .
En effet, d’une part, comme V—(Vt(it)h—) <1,0na
_— V(t—f' Il)
i _ 7
l;I—Pw V(t) -

D’autre part, soit 7 satisfaisant a o < </
Onapourt>o

7 7
v(t—i—/z)éf e—”~‘+’l)y(u)du>e—*‘"f ey (u)du.
0 0

(7) Ul suffirait videmment que 6()) soit mesurable et bornée sur [Y;, Y:].
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Comme

K {
f e—ut‘./(u)du:w(t) ——f gﬁuty(u)du
’ n

A

1

et
]

: i
ey (u) du < e*"l‘f v(u) du,
n

de sorte que
l

0
f e“”‘y(u)du>v(t)—e‘*ﬂ‘f v(u) du,
0 n

p(t+h) B et !
oy ° ”h[‘“vmfﬂ(“)d”]'

D’un autre coté, v étant un nombre réel quelconque satisfaisanta o < v/ <7,
on a

on obtient

n n
v(2) >f ey (u)du >e*"t"f v(w) du.
0 0

On voit donc que

N -
v(w) du
v(t+h) 1)

D Tl s e — el 20
IO

f .T(u) du
0 —

liln M ;_\6—7}]‘,
t>+= V(t)

On a par suite

En faisant tendre 7 vers zéro, on obtient

lim p(t+h)

O

3.3. Introduisons maintenant la fonction A(s) définie pour ®Rs > a par
h(s)=(— I)”“fZF"”“’(S +u) y(u) du.
Cette fonction est évidemment holomorphe pour ®s > a.
3.3.1. Onvoit que, pour Rs > a,
(4) h(s):f+”e—3’tp+’v(t)Ja(t)—Ae“‘ﬁ(t)[_dt.

En effet, pour ®s > a, '
F(s):f+we—s‘[a(t)——Ae“‘ﬁ(t)] dt,
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et par suite

+»
(5) (— 1)t F<p+1><s>:f st [ (£) — A ect 3(2)) d.
0
Done, si Rs >a, on a pour u réel > o

+ =
(— 1)1 Fost] (5 ) ::f et g [o () — A et B(¢)] dl.

0

Pour s fixé, 'intégrale est uniformément convergente par rapport a u
pour o~ u_1, puisque, si u parcourt cet intervalle, le point s + « parcourt le
segment fermé [s, s+ /], ensemble compact intérieur au demi-plan de conver-
gence de I'intégrale du second membre de (5).

Il 'y a encore convergence uniforme aprés multiplication par y(u), qui est

bornée sur I'intervalle [o, [], et, par intégration sous le signe f, on obtient(4).

3.3.2. Nous allons voir maintenant que la fonction A(s) satisfait aux
hypothéses du lemme 2.

Remarquons d’abord que notre hypothése sur F(s) peut se traduire en disant
que, quel que soit y réel, il existe une fonction ¢, (¢) satisfaisant aux conditions
indiquées et telle que, quand s tend vers zéro en restant dans le demi-
plan Rs> o,

F(l’)(((—}—i}'+3):0[‘{f((,{;) I (]:;l*})
i _

En effet, dans le cas ot F'”/(s) reste bornée quand s tend vers @ + iy dans le
demi-plan Rs > a, ceci est bien satisfait en prenant ¢, (¢)=r.

Soit donc un y réel quelconque.

Il existe une fonction réelle 4, (2) définie sur un intervalle semi-ouvert Jo, T},
ou o < T I, positive et non croissante sur cet intervalle, telle que les inté-

T T
grales f ¢, (¢)de etf a[J,.(t)logY—:t—)dtsoientconvergentes, unnombre positify,
0 0
au plus égal a éa et un nombre positif M, tels que, pour Rs > o et o < r 2y,

H’Jy(")_

Fol(a 41ty +s)| <=M
| B @+ iy + )| =M T

En supposant ®Rs > o, nous écrirons
7

(=P (e ~+1iy +s)=— f Fer(a + iy + s+ u)y(u) du
"

+f Frt) (@ + iy + s + w) vy (u) du.

, . B

Le second terme du second membre reste borné quand s tend vers zéro.
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En effet, », étant un nombre positif quelconque, si r—=r, et n—u_—1, le
point @+ iy -+ s+ u se trouve sur I'ensemble des points 5+ 77 tels que
w020 Za+ {4+ \ri— (1 —r)?, le—y|Lrg,

i

ensemble sur lequel la fonction F»+) reste de module au plus égal a un nombre
positif fixe K. Donc, pour » —r,,
!
éKf v () du.
K

Pour étudier le premier terme, nous écrirons, par intégration par parties,

!
f Frt) (a + iy + s+ u) y(u) du

n
f Flerd (g + iy 4+s+u)y(u)du = FP (a + iy +s—+mn) y(n) — FP (a+ iy +5)y(0)
0

~f FP (a+ iy -+ s+ w)dy(uw).
0

Rs étant >0, on a pour o —u 1
\/r'z—i— wZls+u|Zr+ .

Supposons r =, de sorte que r + v —2nT.

Alors, comme ¢, est non croissante et Y non décroissante sur Jo, 27|, on a
pour o —u -
(|s—+uwi) “y,(\// +1/) M Dy (1)

}«(p ~M "H‘ — .
| (a+iy+s+u)| < “([s 1)) ° (\/’ +u) «‘,<\/,,z+"/~z)

Ceci donne d’abord
B0 (a4 iy + s+ ) p(u) | Z M, (/)T—,@—,—)ééerx
et en particulier '
O (a iy +s+a)y(n) | Z My (r) et (R (@ iy +s)y(0) | Z My (7).
D’autre part, on en déduit

dy(uw)

1

< My, (r)

f FP (w+ iy + s+ w)dy(u)

Mais

fﬁ dY(u) oy Y(YI) W(O) —rf (lt)(l[ ]
R I (D B O R e

= 2
d o log YW )
41—1—/ (Vs u) [v(\/—u—)] 1+ log G )
1+ log Y__{‘,f:>)2>

(8) En posant = w(u), de sorte que w(u) est continue, positive, et non croissante sur

I
)
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Au total, on voit que

:éM¢AM[3+h%1%%§2}

n
f Fo)(a + iy + s+ u)y(u) du
0

En définitive, on a montré que, quand s tend vers zéro dans le demi-

plan ®s >o,0na
h(a+ iy +s)=O0[ay(r)];

ou la fonction o, est définie pour o < #T par

op(£) = L]Jy(t)log?(it—) dans le cas ou y(0) = o,

by (2) dans le cas o y(0) > o.

De toute facon, cette fonction est positive et non croissante pour o <t T et
T
I'intégrale f o,(t)dt est convergente.
0

Dans le cas ou ¢, (¢) =1 et Y(0) > o, on pourrait dire simplement que A(s)
reste bornée quand s tend vers @ 4 ¢y dans le demi-plan Rs > a.

3.3.3. Ceci étant, il résulte du lemme 2 qu’il existe une fonction g(y)
sommable sur tout intervalle fini et telle que, quels que soient Y, et Y, satis-
faisant & Y, <Y, et quelle que soit la fonction 6(y) continue sur 'intervalle
fermé [ Y,, Y,], quand < tend vers zéro par valeurs positives,

Y

Y. 2
f h(a+ce+1iy)0(y)dy tend vers () 0(y)dy.
Y.

1 Y,
Donnons-nous donc un A positif quelconque et soit k(y) une fonction
continue sur 'intervalle fermé [— 2%, 4+ 22].
Alors, quel que soit £ réel, quand e tend vers zéro par valeurs positives,

+ oA + 2k

f h(a—+¢e—+iy)k(y)et dy tend vers f g(y) k(y) e dy.
—2\ — o\

3.3.4. Laformule (4) du paragraphe 3.3.1 montre que I’on a pour ¢ positif
et y réel quelconque

. ,
h(a+e—+1iy) :f e-(arelt e-ivtyp+to(¢) [a(t) — A e 3(2)] dt.
0

De plus, U'intégrale est uniformément convergente pour — 2% —y 4 2.

lintervalle fermé [0, ], on a

n - . —1 ’ N dew
‘/0‘ y(yrxuw)d [:Y—(‘W—:-—u—,)] =—£ (w((:)) = logw(0) — logw(n).
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On a donc

+» .
h(a+e+iy) k(y)etr= f e-lorit it k() o(2)[a (1) — Aet B(0)]
0

I'intégrale étant encore uniformément convergente pour —2A =y~ + 2.
Par intégration sous le signe fa on obtient, en posant

+2h
K(u)= k(y)ewrdy,
—2)

+2h
f h(a + ¢ + iy)k(_)/)eigﬁ'dy: el K (8 — t)tro(t)[a(t) — A et B(¢8)]dt,
—a\ .

0

ou, en ajoutant aux deux membres I'intégrale

fJMA e K (8 —)yert o) B(2) dt,

o

qui est absolument convergente puisque "' ¢(z){3(t) tend vers 1 pour ¢
infini et K(& — ¢) est borné,
-~ 9%

(6) f - /t(u—f—8+iy)k(y)eii)-dy+Af we—“K(‘g— P (t) B(t) dt

:f+we~“ KE—t)trto(t)e*a(t)dt.

St K(u) est sommable sur (— o, + =), I'intégrale
[TRe— s a
0 .
est absolument convergente et, lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives,
f+we'“K(E—l)t/’H p(t)B(t)dt tend vers fﬂl{(z——t)z/)+1 p(t)B () dt.
0 0
On voit donc que, quel que soit £ réel, I'intégrale

f et K(E—)trrto(t) e~ a(l) dt
0

est convergente pour tout e positif et, si K(u«) est sommable sur (— o, 4 ),
elle tend vers

+2\

f g(y)k(y)efirdymf K (5 — o) 00 0(2) B(2) dt
— 2\ 0

quand ¢ tend vers zéro.
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3.3.5. Sil’on prend k(y)= é[r - —|—§T‘l, on a
K(u)—_-i%\l—jl):l

On arrive ainsi au résultat suivant :

Quels que soient A positif et £ réel, I'intégrale

f = 5_1;%(1_:)2) e (1) e a (1) dr

est convergente pour tout ¢ positif et tend vers

+ 24 - X L
%‘/ g(')')| 1-%](%5‘ dy + A/ s-l;l—(:i(—l,—):)ﬂ’*' e(8)YB (1) dt
FJ 9 - ' 0t neTme

quand ¢ tend vers zéro.
sin?A (¢ —E , S, .. .
( 2')tl‘+‘ ¢(t)e " a(t) étant positive ou nulle, ceci montre

I.a fonction B

que l'intégrale

[ %(_t;—‘)tﬁ“ ety e=a(t)dt

est convergente et égale a
-+ 20 G e o ,
Y e[ D e gy [ S —E) o 8
)f/ h(.})[l 2%]0 Yy + A”O W” P () dr.

Quand £ tend vers + o, le premier terme tend vers zéro d’aprés le théoréme
de Riemann-Lebesgue.
Le second s’écrit

e

T sinAu
A We(n) du,

avec
((E4-u)yPo(E+u)B(E+u) pour u>>—=Z,
WE(”):;( ) (“ )6 ) pour i>—¢
pour u < —&.

Comme la fonction W;(u) est bornée en module par un nombre fixe et tend
vers 1 quand & tend vers + o, puisque " ¢(2) 3(2) est bornée pour 1> o0 et
tend vers 1 pour # infini, I'intégrale tend vers

sy
[ =
L ke
quand £ tend vers + .
En définitive, nous avons montré que, quel que soit A positif, l'intégrale

/ﬂv J%L/’“ p(t)ea(t)de

est convergente quel que soit & réel et tend vers = A quand £ tend vers -+ .
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3.4. Pour simplifier I’écriture, nous poserons

e () e~ o () =J(¢t).
Nous devons alors prouver que J(¢) tend vers A quand # tend vers + oc.

3.4.1. Comme J(¢)> 0, quel que soit / positif, on a pour £/ et  positif

quelconque
rrr sin?A(¢ —7) el m")\(l c)
fo T I(m/f>f S

© Mais, pouré —h—t—%+/h,ona
PR E B, ()G h), e emEN el a(f) S a(E— A,

et, par suite,

T(EY S (2 — B (5 4 By oo o (5 — )= J (2 — h) 2o 20 R)

o—h)
Done
T sin2A (¢ —%) $(Z)—-!—/l) E'+/"sin?“A(t~—’:)
—“](/ U J (5 — N) e—2h ==,
f Tr—gp A=t ey )L =
o . 4+ W . B
S J(E— ) o--2aht GE+1h) sm u du,

(52— h), Y 1u?

d’ou 'on tire

. oan PE—HR) 1 +=sin?A (¢ —E)
ety zen i T — f S e
f —du""
—h w
Il résulte de la que
2ah
(7) Tm J(6)=Tim J(; — h) £ ——————7A.
>4+ % E> f”LA sin?u
— du

— N w

En faisant tendre d’abord A vers a0, puis 4 vers zéro, on obtient

(8) Iim J(7) <A.
13> =

3.4.2. Ceci montre que J(¢) est borné pour > 0. Autrement dit, il existe
un nombre positif R tel que, quel que soit t>> o,

[3(1) ZR.

Alors, quel que soit / positif, on peut écrire pour &>/ et A positif
quelconque

T sin2d(t —F) P Z*]"sil‘l‘l)\(t — &)

E+h
sin?A (¢ Q) sin?A(L —§)
+f_ Tu—r J(/)(11+Rf —{—_—;)__—rl/.
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Au second membre, le premier terme est inférieur &
E—n

Rf sin2A( t—i)dt_Rf sin®u “a
Ae—t& T

“du.

et le troisiéme est égal a Rf
py

Comme, pour £ — Izézéﬁ-}—h,

J(O) £ (5 Ayt o(E—h) e M a(E+ h) = (¢ + h) e f“—ii - Z;

le second terme est au plus égal a

e E+n . 9 Ly + M
JE+ 1) ean 2 1) (E—A) Al —e) A E) dl:J(E+/L)€2”" (€ — h)f _sm “ du.

vET RS, ThH—E)F vET ) “

Finalement, (9) donne

T sin2d (2 —§) +"’fsm u wan V(E— 1) Mginty
[ —)\(t——)——J(t)d542R g du+J(E+h)e? G h),, @ du,

d’ou ’on tire

- += 2 2y
[y s eap— V(S —+ ) : I f sin?} (¢ —£) J(t)ydi — QRf sin “ ol
i v(E—h) /‘* " sin?u d 0 At —g)?
(7

u?

<\

Il résulte de la que

—2ah
lim J(£)= lim J(¢ + 2)> ¢

.
q]ll u
—_ | "A —2R du
+ M ey u?
>+ > g—) [ sSin-u W
du
— W\

9

w=

En faisant tendre d’abord A vers + o, puis % vers zéro, on obtient

lim ](I)AA
l} + »

ce qui, avec (8), montre que J(¢) tend vers A quand ¢ tend vers 4.

k. Remarques.

4.1. Remarquons d’abord que, si I'on veut établir seulement le théoréme I,
on n’a pas besoin des lemmes 1 ét 2.

En effet, avec les hypothéses du théoréme I, si ’on attribue a FI7/(s), en tout
point de la droite Rs=a autre que @, une valeur égale a sa limite pour s
tendant vers ce point dans le demi-plan ®Rs>>a, on obtient une fonction
continue sur ’ensemble des s satisfaisant 4 Rs> a et s~ a.
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Comme, pour Rs > a, on a par intégration par parties

!
h(s)=(—1)"'FP (s + )y (l) + (—1)? FPI(s) vy (0) + (— I)Ff Fip) (s + u) dy(u),

on voit que, pour y réel £ o, h(a+ ¢+ iy) tend vers
&)= (=1t FP(a+iy + 1)y (l) + (=1 F(a+iy)y(o)

!
4 (— I)pf FiPl (o + Ty + u) dy(u)

quand e tend vers zéro par valeurs positives. La convergence est d’ailleurs uni-
forme sur tout intervalle fermé ne contenant pas la valeur zéro [et, par suite,
la fonction g(y) est continue pour y £ o].

D’autre part, en raisonnant comme au paragraphe 3.3.2, on voit que, quand
s tend vers zéro dans le demi-plan Rs > o0, on a

hia—+$)=0[u(r)] (r=1_s]),

ou ¢ est une certaine fonction définie sur un intervalle semi-ouvert Jo, T}],

T
positive et non croissante sur cet intervalle, et telle que I'intégrale f o(t)dt
<o

soit convergente.
Il existe donc deux nombres positifs N et p, le second au plus égal a T, tels
que, si|s|Zpet Rs >o, |h(a+s)|ZNo(r).

Alors, sie— £, ona pour|y| = 79 etys£o
2 \ 2

vV

Y

(o +e+iy) | =No(VeE+12) =No(|» ).

En définitive, on voit que, quels que soient Y, et Y, réels satisfaisant &
Y, < o< Y, et quelle que soit la fonction 6(y) continue sur I'intervalle fermé
[Y,, Y.], lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives, lintégrale

Y. Y.
[ h(a—+z+1iy)0(y)dy tend vers [ g(y)0(y)dy, intégrale qui est abso-
Y, ’ Yy

lument convergente.
On peut alors continuer comme aux paragraphes 3.3.3 4 3.4.2.

4.2. Remarquons également que, si I'on élargissait les hypothéses du
théoréme Il en supposant que F(*'(s) se comporte de la facon indiquée au voisi-
nage du point @ 4 zy, non plus pour tout y réel, mais pour tout y réel de module
au plus égal a un certain nombre positif L, on pourrait conclure quel’on a

L . e (i) — e~a(l) L
AI)<?71>é"“‘ B = A B éAQ<7i>’

=

Ann, Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 3. 21
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P(p) et Q(p) étant deux fonctions déterminées une fois pour toutes et qui
tendent vers 1 lorsque w tend vers oo ().
En effet, la fonction A(s) satisferait maintenant aux hypothéses du lemme 2
modifiées comme il a été dit au paragraphe 2.2.1, avec Y,=—L et Y,=+-L.
On pourrait en conclure I’existence d’une fonction g(y) sommable sur
I'intervalle [— L, 4 L] telle que, quand ¢ tend vers zéro par valeurs positives :

1° La fonction /(a + ¢+ iy) converge presque partout sur [— L, 4+ L] vers

g(»);s
2° Quelle que soit la fonction 6(y) continue sur l'intervalle fermé [—L, 4 L],

+L , +L
f h(a+e+1y)0(y)dy tend vers f g 0(y) dy.
—L —L
Les raisonnements des paragraphes 3.3.4 et 3.3.5 montreraient alors que,

pour A = 5, I'intégrale

A=)
J Sasgrenoetand

est convergente quel que soit £ réel et tend vers A quand & tend vers + .

En posant toujours
trip(t)ye~“a(t) =J(t),

on arriverait i I'inégalité () pour h positif quelconque et h = -

En prenant, par exemple, A = ]f et h= _’i—lj’ on obtiendrait
va

—— L

\/Z
m
1 —
Vi

© cos’u
— du
, w

*";t/P-

avec

2
Te

Q(p) =

Ceci permettrait de conclure que J(¢) est bornée pour t>> 0 et que I'on a
pour A et/ positifs quelconques
E—n . 9 _ % .o
m sin2A(¢ ,g)J(t) dtéAQ<!—;>f szudu
A

ey MI—E)

+% oy +# o
fm f WJ(t)dtéAQ<E>f R
E>tan Erh (t——g)- a Mo w

(?) La méme remarque a été faite pour le théoréme classique de lkehara par H. Heilbronn et
E. Landau (Math. Z., t. 37, 1933, p. 10-16).

et
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de sorte que, pour A = —211 et & positif quelconque,

2 Eth s - R
l_ir_n sin 7\(l.’ _,E')J(t)dtércA——zAQ<Ii>f smou du.
= A /(t—:)- T\ a W -

Alors, en tenant compte de ce que, comme on I'a vu au paragraphe 3.4.2,
onapourt>h

L j .
> sin2 A (¢ —F) sanV(E—N) sin%u
fg_/, —/(t——J(t)dtéJ( + h)e? e —|—/l)f — du,

‘ 1 L -
on en déduirait que, pour A = et & positif quelconque,

. e—2ah T sintu
lim J(t)é‘_.y,““—— TA —2AQ —du |.
I'>+=% /‘T ils'lllzd W w |
— du
oW w

I . .
Pour /h = _\/ET’ ceci donnerait

lim J(2) > AP <II>

l—f—r »
avec

.,
sm-u

'___ T_‘)*Q([‘L)f Ku'-’ du

/‘ sin? “ L SV

Les plus petite et plus grande limite de J(z) pour ¢ tendant vers 2 étant
e ()
B(t)

aurait bien le résultat annoncé.

les mémes que celles de » du fait que #+'¢(¢)B(¢) ‘tend vers 1, on

5. Théorémes particuliers.

Nousallons maintenant donner des théoremes particuliers, d’énoncés simples,
qui se déduisent aisément du théoréme I.

1. Nous avons besoin de trois nouveaux lemmes.

»

5.1.1. LemMe 3. — Sotent | positif et < 1, o réel > o et m entier >~ 0. On a
pour t tendant vers + o :

/o \

i
I —mn -
/' el m"(log ;) du ~ T (p+ 1)t (logt)—".
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Ce lemme est un cas particulier d’un théoréme abélien connu relatif a I'inte-
grale de Laplace (*°). On peut le démontrer trés simplement de la fagon
suivante :

. . X I
En faisant le changement de variable u= 7 on a pour¢> (de sorte que

0

{ It

1\—m t\—m
tu g, p — — —p—1 —XYXp —
fo ety <log u> du =t~ /‘: e*X <logx) dax,

Vi ¢t \—m le ¢t \—m
S f e—xXF’(log —> X+ e f e~XXP<1og ‘ ) dx.
: X ; X

Comme on a, pour 1 =X 1,

e—XXp (log;{ >‘mé eV (lt)elog ;)bm

on voit que
1%

1~ rxXP<log )—t( )rm dX = (It — \/Z)t"~1 le <10g il >_m eV,
Jor

—o[¢tP1(logt)"].
D’autre part, on peut écrire
Ve + %

4—p—t f e—XXp <10g ;_( >~m dX = —p—! (logt)‘"’"f w (X)) dX,
Jo .

0

se—"XP logtt " pouro<Xé\/7,
W/(X):? IOgX

o) pour X > \/t_.

avec

Comme, pour o < X /1, log% >~ ; logt, on voit que, pour tout ¢ supérieur
a %, on a quel que soit X positif
0 << wi (X)L 2meXxP.
D’autre part, quand ¢ tend vers + oo, w,(X) tend vers e=*X¢ (d’ailleurs, quel

que soit ¢ positif et inférieur 4 1, la convergence est uniforme pour : ZX = €->-

Par suite, quand ¢ tend vers + oo, f w,(X)dX tend vers

fﬂ e XXedX =TI (p+1).
0

(10) Cf. DoErscn, Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation (Springer, Berlin, 1937),
p. 202,
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5.1.2. LemMe 4. — Quel que soit ¢ réel ou complexe non égal a un entier < o,

on a pour Rs >0

f e=stee dt =T (p 4+ 1)sP~' - fonction entiére de s,
1

s~ étant pris avec sa détermination principale ( c’est-a-dire celle qui est égale a

\

Y . o 7T 7—
reetem e i si s =re avee — — <0 <+ é)

Si Rp >—1, on sait que, pour Rs > o,

f e=stee de =T (p +1)s—# 1,

0

et 'on a immédiatement le résultat en écrivant

+» -+ % 1
f ety dt :f esteP di ——/ e=stee dt.
0 ' 0 0

Sinon, on voit que, pour Rs > o, la différence
+ =
f esttedt —I'(p+ 1)s—p!
1
a pour dérivée m'°
(_ I)m [f e—styp+m gy I‘(P “+m —+ l)s—p—m—l] .

1

Si m est choisi de maniére que R[p -+ m]>—1, il résulte de ce que 'on

vient de voir que cette dérivée 7™ est une fonction entiére. Ceci entraine que
la fonction elle-méme soit une fonction entiére.

5.1.3. LEMME 5. — o désignant un nombre réel quelconque et q un entier > 0,
définissons la fonction (3, , par

0 pour o <t <r,
q
Bu)t/(t): <q> .
’ ot Y )ej(w) (loge)r—/ t>1,
Z J Jer(@) (ogty=7 - pour =1
j=0
1 . d/ .
avec ¢o(w) = o) et, pour j > o0, ¢;(w)= m[co(w)J.

Alors on a pour Rs > o
o 1\7 . .
f e Buqg(2) dt = 5'°’<10g§> + fonction entiére de s,
0

i 1, . ; . . RS ’ .« - .
s~ et log- étant pris avec leur détermination principale (c’est-a-dlre que, si
s

i n L P 1 0)
s=re,avec — - O+ sonas=rve™ etlogg_—logr—ze)-
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Le cas ¢ = o résulte du lemme précédent si w n’est pas un entier = o et est
évident si w est un entier —Zo, car alors ¢;(w)=o et 3, ,(¢)=o0. Il n’y a donc
a traiter que le cas ¢ >~ 1.

E

1° Nous poserons, pour ¢ > o,

q
q . di .
bog(1) =17 <// )c,«w) (logt)r7= =T co(w) o],
j=0
de sorte que
bw,y(t) pour £ 21,

(L) =
Poa(©) { 0 pour o <<¢<{1.
Notons que b,, , a pour dérivée b,,_, ,, car
d dv. ) dr(d ]
E%W[co(w)t‘”“i] } — dT)'/{Ft[co(m Yot ;
et

%[Co(ﬁ))l"’*’ J= (o —1)co (W) 2=¢y (o — 1)t"2

2° Siw >o0, on a pour sréel >o

+ »

~ / 1 (O]
j e~Sley ()t dt:(;)
0

et, en dérivant ¢ fois sous le signe f par rapport a2 w, on obtient

+= . 1\ 1\ 1\7
e—st bm,r/ (&) dt=| - log — ) s log -] -
7 S S \ B

En raison de I'analyticité, cette relation subsiste pour s complexe tel
que Rs > o.
On peut ensuite écrire, pour Rs > o,

J

4+ »

% 1
e By, (8) dt ::f etby (L) dt —«f e~'b, () dt,
0 0
N .
=5 log;) -+ fonction entiére de s.

3° Supposons maintenant & =Zo.
En tenant compte de ce que b, , est la dérivée de b, ,, byiy,qcellede b,a

et ainsi de suite, on voit que, pour Rs > o, m intégrations par parties succes-
sives donnent

+w R
(10) f e—st @’)’,/(t) dt :] e=5tby, (1) dt
0 1

+» .
=— e‘SE boyrjg (1) 87"+ Smf € buimg (L) di.
1

i=1
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Si m est assez grand pour que w +m >0, on a

Wt ® 4+ » 1
/ 6““[7&,_,_,”),/([) dt :f et bw+m,(/ (¢)dt —f et bm+m,r7 (t)de,
1 0 0

) 1
1\’
= g w—m <10g }) —f et bw+/n,r/ (¢) dt
0

+»
1\" . N
[ e By,q (L) dt :s*“’(log;) —+ fonction entiére de s.

o \

et la formule (10) donne

5.1.4. Ajoutons les observations suivantes :

St o n’est pas un entier négatif ou nul, on a

0(9) =gy £ 0

et par suite on a pour ¢ tendant vers + o

I

4 (¢ =t (log¢)".
Bw;/\ >NI.(O)) ( el )
St w =—m, avec m entier >~ 0, on a

cy(m)=o et ()= (—1)"m!,

et par suite, st ¢ > 1, on a pour t tendant vers -+ o

Boy (&)~ (—1)"m! gt="=(logt)7—!.

5.2. Nous sommes maintenant en mesure d’établir les théorémes annoncés.
Il est entendu que, dans nos énoncés les fonctions (s —a)™, (s—a)™",

I . T .
log(s —a) et log —— qui ne sont considérées que dans le demi-plan Rs>a,
sont prises avec leur détermination principale, c’est-a-dire que, sis=a-r, e”,

avec r, >0 et —§<6,<—|—7—;, on a

(s — )= =r7® il (s — a)y~ti= ry* e,

I 1 .
=log - —{0,.
s—a ry

log(s — a) =logr:+ {0, log

De plus, les fonctions g(s) et 2(s) qui figurent dans nos énoncés ne sont évi-
demment plus celles que nous avions introduites dans les raisonnements du
chapitre 3.

5.2.1. Nous établirons d’abord le théoréme suivant :

Trkorime 111, — Soit w un nombre réel qui ne soit pas un entier = o. Supposons
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que la fonction f(s) soit holomorphe en tous les points de la droite R s = a autres
que a et que l'on ait au voisinage du point a

(11) J)=(s—a)y®g(s)+ h(s),
avec g et h holomorphes en ce point et g(a) s~ o, ou méme
(12) f(O)=(s—a)g(s)
4—2 (s — a)=i{ gj(s) cos| wilog(s — @) |-+ hj(s) sin[ m;log(s — @) |1+ A(s) ("),
avec g, h, les g; et les h; holomorphes au point a, g(a) o, les 1 et les p.; réels,

les \; inférieurs a w, et aucun \;+ ty.; n’étant un entier = o,
Alors on a pour t tendant vers 4 o

g'((l) (,‘”l tn)—l .
®)

T

Nous démontrerons ce théoréme en supposant que I'on a (12), les modifica-
tions qu’il faudrait faire si I’on avait (11) sont évidentes.

Nous appliquerons le théoréeme I en distinguant deux cas suivant que I'on a
w1 ou bien —m < w < 1—m, avec m entier >~ o.

Dans les deux cas, nous prendrons

| ? pour 0. (<1,
(“> 10— |+V gila)+ih;(a) [A,-—1+i.p.,
By = ) o 2 T+ i)
i(a) — l/t, (a)  fh—1—id
- s,
( % F(d—ipy) pour £=1
etA:I,

Ainsi, on a pour ¢ tendant vers —+ o

ﬁ(l) N {w—1

gla)
I(w)

et la conclusion du théoreme I donne bien le résultat indiqué.

(1) On peut remarquer que ;
(s—a)= { g;(s) cos [ log(s — a)] + h;(s) sin[p;log(s — a)] |
= 2 {[g/($) + ihj())(s— @)+ [g;(s) — ihy(s)] (s— @)= P+ ).
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D’autre part, d’aprés le lemme 4,
a) + th;(a)
G — o—® g/( J —7 itk
(s)=s"g(a) +2——————2 j
j=1

ygl(a) thy (a) ~) it

¥j 4 fonction entiere de s,

j=1
n

—=svg(a) —|—2 i[gj(a)cos(p;logs) + Aj(a) sin(p;logs) ]|+ fonction entiére de s.
j=1
F(s) est donc holomorphe en tous les points de la droite Rs=u« autres
que a, et ’on a au voisinage du point @

F(s)=(s —a)™[g(s) —g(a)]

n .

+ 2 (s — @il [g7(s) — g ()] cos[p;log(s — @)]+ [hj(s) — hj(@)] sin[ps; log (s — ) |}

j=1
-+ A (s) + fonction entiére de s,

= (s —a)=°g"(s)

—I—z (s —a)=ti{g;(s)cos[ p;log(s —a)]+ ) (s)sin[p;log(s —a) ||+ A*(s),

j=1
avec g%, h*, les g’ et les /% holomorphes en a.

1° Cas w>>1.

Remarquons d’abord que g(a) > o.

En effet, quand s tend vers a par valeurs réelles supérieures a a, on a
S($)~ (s —a)yg(a).

Or f(s) est > o pour s réel > a, puisque a(¢) > 0.
Alors, les hypothéses du théoréme I sont satisfaffes en prenant p = o, Z quel-
conque 1nfe11eur aret

En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur l'inter-
, .
.. ve L, 1 )
valle [o, /] et positive pour o < u 1,1 mtegralef0 log?(—u—)du est convergente,

et, d’aprés le lemme 3, on a pour ¢ tendant vers 4o
/

fe‘“‘*{(u)du.w (( ;l o

!
de sorte que tB(t)f e “y(u)du tend vers 1.

(12) Ainsi gE ))e”ftw—1> o.
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D’autre part, F(s) tend vers une limite finie quand s tend vers un point de la
droite R s=a autre que a, en restant dans le demi-plan ®s > a, puisqu’elle
est holomorphe en un tel point, et, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan ®Rs >0, on a

Fa+s)=0[r=*],

=l

2° Cas —m < w < 1—m, avec m entier > o0.

Iei, g(a) est du signe de (—1)™ (**).

En eftet, si m = o0, le méme raisonnement que plus haut montre que l'on
a g(a)>o.

Si m2>x1, on voit que, lorsque s tend vers a par valeurs réelles supérieures
aa,

avec r=|s|.

‘(— D ful(s)yve(w-+1)(w+2).. (o +m—1)g(a)(s—a)y=0"

Chacun des facteurs du produit w(w—+1)...(w—+m —1) est négatif. Or on a
pour s réel >a

(_l)mf(/u)(s) :/‘ )ce——‘”l’“a(l)dtéo.
0

Les hypothéses du théoréme I sont satisfaites cette fois en prenant p=m—+-1,
[ quelconque inférieur & 1 et

,t(1)+l‘ll

v(u)= o(@+1)..(w+mg(a)

- En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur l’inter-
!
valle [o, [] et positive pouro < u -1, l’intégralef log \—(—I") du est convergente,
0 ' i
et, d’aprés le lemme 3, on a lorsque ¢ tend vers + «

!
I'(o + m +1) I'(o)
— U np ~ — () —/n—1 — () /1
J st den s 2@

!
de sorte que ¢"** ﬁ(t)f e "“y(u)du tend vers 1.

D’autre part, Fi+*)(s) tend vers une limite finie quand s tend vers un point
de la droite ®s=a autre que a, en restant dans le demi-plan ®Rs > a, puis-
qu’elle est holomorphe en un tel point, et, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan ®Rs >0, on a

Fnr(g 4 s) = O r—o—n |,

=0l ]
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5.2.2. Nous allons maintenant établir le théoréme suivant :
Tukorkme IV. — Soit @ un nombre réel quelconque. Supposons que la fonc-

tion [(s) soit holomorphe en tous les points de la droite Rs = a autres que a et
que U'on ait au voisinage du point a

1

q _ o
== B )| log= |+ 1) (4=,
j=0

les fonctions g; et la fonction h étant holomorphes en ce point, et g,(a) étant
différent de zéro.
Alors, 1° St w n’est pas un entier = o, on a pour t infini

g(](d) a — R AY A
oa(l)~ T(o) et (logt)?;

2° St w = — m, avec m entier >~ 0, on a pour t infini

a(ty~ (—1)"m!qg,(a)est—=1(loge)r—".

Pour démontrer ce théoréme, nous appliquerons le théoréme 1, en distin-
guant trois cas suivant les valeurs de w.
Dans les trois cas, nous prendrons

q
B(0) =X 81(4)Bu(0),

j=0

avec les notations du lemme 5, et A =1.
D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 5.1.4, on aura ainsi pour ¢ tendant

vers -+ o

gq(a . .
B(t)~ ‘:i:’((w)) to=" (logt)? s1  n’est pas un entier =~ o,
et
Bty ~(— 1y m! qg,(a)t=—"(logt)—' si w=—m, avec m entier > o.

La conclusion du théoréme I donnera donc bien les résultats indiqués.
D’autre part, d’aprés le lemme 5, on aura
1

7 .
/
G(s)= s“"Zg,-(a) [log E] -+ fonction entiére de s.

j=0

On voit que F(s) sera holomorphe en tous les points de la droite Rs=a
autres que a.
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Au voisinage de ce point, on aura

1

q -
F(s)=(s— u)_‘"E [&i(s) — &)(a)] llog

j=0

7

. 1

= (s — u)““’Zgj(s) [logs —
j=0

j . .
; a] —+ h(s) -+ fonction entiére de s,

2| .

les fonctions g’ et la fonction ~* étant holomorphes en a.

1° Cas w>>1.

Dans ce cas, g,(a) est positif, car, quand s tend vers « par
valeurs réelles supérieures a a, on a

S(5) ~gy(a) (s —ay <log5 - ﬂ>”

et f(s) est > o du fait que «(z)>>o.
Les hypothéses du théoréme I sont satisfaites en prenant p = o, / quelconque
inférieur a 1 et

I ! 1\~
-y o~ . -
() {g,,(a)u'_ ‘<lo,a u> pour o << u L/,

0 pour « — 0.
En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur 'inter-
valle [o, /] et positive pouro < uél;‘l’intégralefollog Y(%)du est convergente;
et, d’apres’le lemme 3, on a lorsque ¢ tend vers 4o

i
f ey (u) dury () = (logt)—1,
0

gqr(a)
4
de sorte que t(ﬂ(t)f e "y(u)du tend vers 1.

D’autre part, F(s) tend vers une limite finie quand s tend vers un point de
la droite Rs=a autre que a, en restant dans le demi-plan ®Rs > a, puisqu’elle
est holomorphe en un tel point, et, quand s tend vers zéro dans le demi-

plan Rs >o0, 0n a ) ]
F(a+s)= O[/"'"’<log;>’/ |a

.
_O[Y(r>-

2° Cas —m < w < 1—m, avec m entier > o.

Iei g, (a) est du signe de (— 1)™.

En effet, si7n=o0, le méme raisonnement que plus haut montre que g, () > o.

Sim>>1, onvoit que, lorsque s tend vers a par valeurs réelles supérieures
aa,ona

(—omfm(s)y~vo(w-+1)(0-+2)...(0-+m—1)g,(a)(s— a)‘“’—"'"[logs _I a]’,-
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Chacun des facteurs du produit w(w +1)(w +2)...(w -+ m—1) est négatif.
Or on a pour s réel supérieur a a

(_I)mf(m)(s) :f e—s/tma(t) dtéo.
0

Les hypothéses du théoréme I sont satisfaites cette fois en prenant p=m—-1,
! quelconque inférieur a 1 et

u(.l)—!'—”l l I —q 4[
Y(u).—:{ 0(0+1)...(0+m)g,(a) < og;> pour o < u |,

o pOlll' U —=0.
En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur l'inter-
!
.. e ., I
valle [0, /] et positive pouro < u 1/, 1 mtegra\lef0 log Wdu est convergente,

et, d’aprés le lemme 3, on a lorsque # tend vers + oo

!

- r
ey (u) du ~ T(o+m~+1) == (logt)7= (@) t=0—m=1(logt)=,
o O(w—+1)...(0+m)g,(a) ° &q(a)

l
de sorte que 7"+ Q(t)f e “y(u)du tend vers 1.
0

D’autre part, F»**)(s) tend vers une limite finie quand s tend vers un point
de la droite Rs=a autre que q, en restant dans le demi-plan ®s>>a, puis-
qu’elle est holomorphe en un tel point, et 'on voit que, quand s tend vers zéro
dans le demi-plan Rs > o0, ona

F""+”((” 4 .g‘) e O[/'*mfnl<]0g ;)’/-l’

:O[T(I",)-,l.

3° Cas — w = m, avec m entier > o.
On voit comme dans le cas précédent que g,(a) est du signe de (—1)".
Les hypothéses du théoréme 1 sont satisfaites en prenant p =m 1, [ quel-

conque inférieur a 1 et
(—l)”’ 1 \'—7
———(log - pour o <<u LI,
Y(u)y=1{m!qgsg,(a) u
losi(]>1, 1sl¢g=—1, pour u=—o0.

En effet, cette fonction est continue et non décroissante sur I'intervalle o, /]
l
.. .e L, I , .
e? positive pour o < u 1,1 mtegralef0 log ma’u est convergente, et, d’apres

le lemme 3, on a lorsque z tend vers 4o
Al

’e“’”y(u) du~ (=~

—1 o 1—q
_/0 mlqg,/(/z)/ (log?)'=,

!
de sorte que 7+ B(z)/ e "v(u)du tend vers 1.
/0
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D’autre part, F"+'(s) tend vers une limite finie quand s tend vers un point
de la droite Rs=a autre que a, en restant dans le demi-plan Rs > a, puis-
qu’elle est holomorphe en un tel point, et I'on voit que, quand s tend vers zéro
dans le demi-plan Rs >0, ona

F(m+1)((l -+ S) — 0 [(]Og ;>’7J,

log—l—'
>
:O[w_r)]'

!
Or l’intégralef <log;>logﬁdt est convergente.

0
5.3. Nous ajouterons les deux observations suivantes :

1° Il est clair qu’en utilisant le théoréme IT au liea du théoréme 1, on pour-
rait remplacer dans chacun des théorémes IIl et IV ’hypothése que la fonc-
tion f(s) est holomorphe en tous les points de la droite Rs—=a autres que a
par une hypothése beaucoup plus générale, mais d’énoncé plus compliqué.

Nous avons voulu ici donner des énoncés simples.

2 1l résulte de ce qui a été dit au paragraphe 4.2 que, dans chacun des
théorémes III et IV, si 'on supprimait toute hypothése sur le comportement
de f(s) au voisinage des points de la droite Rs=a autres que a, pour ne
conserver que celle faite sur le comportement de f(s) au voisinage de a, on
pourrait donner néanmoins une conclusion (ceci parce que ’hypothése restante
implique I’existence d’un nombre positif L tel -que F(s) soit holomorphe au

point a—+ ¢y pour tout y réel différent de o et de valeur absolue au plus égale
aL).

La conclusion du théoréme III deviendrait que, pour ¢ infini, a(t) est un infi-
niment grand du méme ordre que e"'t*~'; celle du théoréeme IV que, pour
¢infini, a(2) est un infiniment grand du méme ordre que

e o1 (logt)? si w n'est pas un entier = o,

ety (logt)r—'  si w=-—m, avec m entier > o.




