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SUR

LES COURBES DEFINIES

PAR

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DANS I’ESPACE A sz DIMENSIONS

Par M. Taro URA.

INTRODUCTION.

Les travaux de . Poincaré sur les courbes définies par les équations différen-
tielles ont ouvert une nouvelle porte d’acces aux études des équations différen-
tielles, c’est-a-dire que, par 1, on a commencé les recherches qualitatives des
solutions de ces équations. Aprés lui, beaucoup de géometres ont repris ses
idées et les ont approfondies et étendues a divers points de vue. \

Je me propose de méme de traiter les courbes définies par les équations, sous
des conditions plus faibles de continuité et sous des hypothéses plus générales
sur le domaine de définition des équations, autant qu’il est possible sans perdre
des caractéres intéressants des solutions.

Ainsi, envisageant des équations dans un domaine de I’espace 4 m dimensions,
je ne suppose ni que les deuxiémes membres des équations soient holomorphes,
ni que les points singuliers soient isolés, ni a fortiori qu’ils soient de premiere
espéce. Cependant, pour confirmer I'existence et l'unicité des solutions,
je suppose que les dérivées partielles du premier ordre des deuxiémes membres
sont continues, et pour une autre raison, que le domaine de définition des
équations est borné.

Au chapitre I, nous donnons les hypothéses précises, expliquons des nota-
tions spéciales et démontrons des théorémes fondamentaux de la théorie des
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équations différentielles, les modifiant sous une forme convenable pour les
chapitres suivants.

Outre les hypothéses, le paragraphe I est consacré a la démonstration de
I'existence et a I’énoncé de 'unicité des solutions d’aprés les théorémes de
Cauchy et de Lipschitz, en portant I'attention sur I'intervalle de définition des
solutions. Nous étudions au paragraphe Il le prolongement primitif d’une solu-
tion et la continuité des solutions par rapport aux points initiaux.

Au paragraphe III, nous considérons les solutions périodiques et expliquons
la notion de caractéristiques, d’aprés la terminologie de Poincaré, et la relation
entre les caractéristiques et les arcs ou les courbes de Jordan représentés par
les solutions. Enfin nous donnons au paragraphe IV la définition de surfaces
sans contact dans |’espace, d’abord en un point, puis dans un sous-domaine du
domaine de définition des équations. Cette derniére définition semble un peu
curieuse, mais elle aura une commodité.

Au chapitre 1, nous envisageons les points limites d’une caractéristique et
les régions invariantes.

L’objet du paragraphe I est la définition des points limites d’une caractéris-
tique et la démonstration des théorémes fondamentaux, sans supposer ni que
I'ensemble des points limites soit disjoint d’avec la frontiére du domaine de
définition, ni qu'il soit contenu dans I'ensemble des points singuliers ou dans
I’ensemble des points réguliers. Contrairement au paragraphe I, nous supposons
au paragraphe II que les points limites sont contenus dans le domaine de
définition ; nous démontrons quelques théorémes, surtout en vue de traiter les
régions invariantes.

Au paragraphe III, définissant les régions invariantes, nous voyons des
propriétés fondamentales, surtout leurs relations avec les points limites des-
caractéristiques. On remarque que nous ne supposons pas qu’une reglon
invariante soit fermée.

Le chapitre III traite de notions nouvelles de prolongement. Nous définissons
au paragraphe I un ensemble D relatif 4 une caractéristique ou a un point de la
frontiére du domaine de définition des équations. Nous appelons un point de
I’ensemble D prolongement indirect d’une caractéristique ou d’un point de la
frontiére du domaine de définition des équations. Cette notion est une extension
de celle de Poincaré de prolongement d’une caractéristique aboutissant
a un col. Le paragraphe II est consacré a une extension de la notion de
prolongement indirect, par la définition d’un autre ensemble E, & titre d’intro-
duction a4 une troisieme extension. Cette derniére extension nous ameéne a
obtenir un ensemble F fermé, connexe, et 4 un certain point de vue, réversible.

Nous traitons au chapitre IV le probleme de stabilité. Au début du
paragraphe I, 'emploi de I'ensemble des points limites nous permet d’intro-
duire la notion classique de stabilité (de Liapounoff) et de I’étendre 4 une région
invariante fermée. En outre, nous étendons la notion de centres au sens de
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Bendixson au cas général d’'un nombre de dimensions arbitraire et montrons la
relation entre la notion de centres et celle de stabilité. Le paragraphe Il introduit
une notion nouvelle de stabilité plus forte que celle du paragraphe I. Cette
définition est établie a I'aide de I'ensemble E du chapitre III et nous exprimons
des propriétés d’'une région invariante fortement stable avec les ensembles E et F.

Au chapitre V, nous revenons 3 I'étude des points limites d’une caracté-
ristique. Nous les considérons dans le domaine de I’espace R,, au paragraphe I,
et dans celui du plan au paragraphe II. Mais laissant de coté les théorémes
classiques, nous étudions le cas ol les points limites d’une caractéristique
contiennent en méme temps des points réguliers, des points singuliers, et des
points de la frontiére du domaine de définition des équations.

En terminant cette introduction, 'auteur se fait un honneur d’exprimer ses
remerciments les plus vifs & MM. Chazy, Denjoy et Kunugi, pour I'intérét qu’ils
lui ont témoigné et pour les conseils qu’ils lui ont donnés au cours de la prépa-
ration de ce Mémoire.

CHAPITRE L.

THEOREMES FONDAMENTAUX.

I. — Hypothéses, existence et unicité des solutions.

1. Dans ce Mémoire, nous envisageons toujours les équations différentielles

dx, dz, dx,,

(1) =...=

Xy ( gy Xaye ooy Twm)  Xo(&r, Tayeooy Zm) Xon (&1, Zaye ooy Tim)

dans un domaine borné A de Uespace R,, @ m dimensions, dont les coordonnées
&y, Zy,...., , d’un point sont réelles. Nous supposons toujours que les m
Sfonctions X;(y, Xsy. .., @n) (I=1,2,..., m) dans les équations (1) sont conti-
nues partout dans le domaine A, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre
par rapport anx variables x,, x,,. . ., Tp.

Nous conviendrons de désigner le point (z,, x,,..., x,) par P et le vecteur

>
(4, @y, . ., x,) par P, ce qui nous fait écrire les équations (1) sous la forme

d.Ti dz, dxp,
= — — ... = o——— ==dt —— ds,
()~ X.(P) Xu(P) ’

(2) :

2

i~

introduisant deux paramétres réels z et s, dont le premier est habituellement
appelé le temps, ou bien, sous la forme

(3) dTgii:X,-(P) f=1,2,...,m)
et
(3 bis) cix-i:—Xi(P) (i=1,2,. ., m),

ds
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Remarquons que, par hypothese, les deuxiémes membres des équations (3)
et (3 bis) sont des fonctions des variables dépendantes @,, ., ..., x,, mais
elles ne contiennent pas les variables indépendantes t ou s. On dit quelquefois que
les équations (3) définissent un mouvement dans le domaine A.

Pour éviter de répéter I'exposition des notations, nous fixons une fois pour
toutes quelques correspondances entre les deux sortes de notations qui repreé-
senteront un point :

1° le point P est le point de coordonnées '\, x,,. .., z,,;
2° le point P; est le point (2, 2,,. .., &) ;
3° le point Q estle point (¥y, ¥os - - o5 ¥Ym) s

4° le point Q; est le point (¥}, ¥,,..., y.); etc.

Dans la suite, quand on considére un point, par exemple Q,, on doit savoir
que ses coordonnées sont y; (i=1,2,..., m), méme si nous ne précisons pas
cette notation y;, et inversement.

De plus pour simplifier I’exposition, nous définissons la distance de deux
points quelconques P et Q comme suit :

m
dist (P, Q):lei_;g.
i=1
Suivant cette définition, le ¢-voisinage d’un point P signifie I'ensemble des
points Q tels que I'on ait

dist (P, Q) =Y |&i— x| <o.
i=1

~ Cette distance differe de ladistance euclidienne, mais elle donne, bien entendu,
la topologie équivalente a celle de ’espace euclidien.

2. Nous désignons par S I'’ensemble des points P du domaine A qui satisfont
a la fois aux équations

X, (PYy=o, Xs(P)=0, ey Xn(P)=o;

‘nous traduisons ce fait par la formule

S=[P:X(P)=o0, Xo(P)=o0,..., Xp(P)=0, PeA].

On appelle un point P de I’ensemble S point singulier des équations.

. Soit R le complément de I'ensemble S par rapport au domaine A; nous
appelons un point de 'ensemble R point régulier des équations ; par définition,
si P est un point régulier, P€R, il y a au moins un X, qui ne s’annule pas au
point P. Nous remarquons d'ailleurs que lensemble R est ouvert dans A ainsi que
dans R,,, mais que I’ensemble S n’est pas toujours fermé dans R, bien qu’il le soit
toujours dans le domaine A, puisque A est ouvert; cependant la réunion de
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ensemble S et de la fronticre A du domaine A est fermée dans R, et en conséquence
compacte, puisque, par ' hypothése, le domaine A est borné.

3. Si m fonctions x,(¢), x.(t),..., x,(¢) définies dans [I’intervalle
— a<t< B, étant deux nombres quelconques positifs ou infinis, satisfont
aux équations (3), c¢’est-a-dire, sil’'on a

d.f;t(t) =Xi(2, (1), 22(8),. ., @m(2))  (i=1,2,...,m),

pour toute valéur de ¢ de l'intervalle —a<¢<f et que I'on a z;(0)=u;
(f=1,2,..., m),on dit que le systtme des m fonctions z, (7), z;(2),. . ., 2. (¢)
est une solution des équations (3) définie dans I'intervalle — o <z < 3, passant
par le point P a I'époque ¢=o0. Nous désignons cette solution par P(¢) pour
—a <t B. Dans ce cas il est aisé de voir que P(— s) est une solution des
équations (3 bis) définie dans I'intervalle — (3 <s <o, passant par le méme
point P a ’époque s=o, et réciproquement.

A cause de cette relation entre les équations (3) et (3 bis), si un théoreme
sur une propriété concernant z > o des solutions des équations (3) est établi,
le méme théoréme subsiste pour la méme propriété concernant s< o des
solutions des équations (3 bis). Donc, si une hypothése sur ¢>o0 des
équations (3) entraine une conclusion sur ¢z >0 (ou sur <o) des solutions
des équations (3), sous la méme hypothese sur < o des équations (3), la méme
conclusion sur <o (ou z>o0 respectivement) subsiste automatiquement.
Profitant de ce caractere, méme si des théorémes ou des définitions s’appliquent
aux deux sens de ¢, nous ne les démontrons et quelquefois ne les énoncons que
pour le sens positif.

On désigne par P(z,) le point de la solution P(?) correspondant & I’époque
t=t,, sit, est contenu dans 'intervalle de définition de P(2).

4. Soit P, un point quelconque du domaine A ; pour un nombre positif assez
petit o, 'ensemble fermé S

U=[Q:|y—a}|<Lp, i=1,2,...,m]

est contenu dans A.

Les fonctions X; (=1, 2,..., m) étant continues dans A et ne contenant pas
la variable indépendante ¢, il existe, d’apreés le théoréme de Cauchy, une solu-
tion P,(?) passant par le point P, & I’époque ¢ = o, définie et contenue dans

ensemble U, pour les valeurs de I'intervalle — = ¢~ £, a fortiori pour
! mM—"— mM

celles de l'intervalle — o< ¢<§, ot « et 3 sont égaux a ;7;%\71' >o et ouM est

une constante telle que I’on ait

[ X:(P)| M (i=1,2,..., m),



292 TARO URA.

dans Pensemble U. Il est clair que le nombre M existe, puisque les fonctions X;
sont continues dans U, et que I’ensemble U est compact.
N T . o, ,oe \ . Xm ..

D’autre part, utilisant la continuité des dérivées partielles P (i,j=1,...,m),
on démontre a ’'aide du théoréme de Lipschitz, que la solution P,(¢) passant par
le point P, &4 'époque z=o est unique, c’est-a-dire que, si I'on désigne par
P,(z) et P, (z) deux solutions arbitraires des équations (3) passant par le
point P, & I'époque ¢=o, la premiére étant définie pour — a, << f,, la
seconde pour — o, < ¢ < f3,, on a identiquement

Po(2) =Pi(2)

pour toutes les valeurs de ¢ entre — minimum (2, «,) et minimum ((3,, ,).

5. Soient P, un point qnelconque du domaine A et U et V deux voisinages
du point P,, tels que la fermeture U de Usoit contenue dans V et la fermeture V
de Vdans A :

Ucy, VcA:
je dis qu’alors il existe un nombre positif ¢ indépendant des points P de la ferme-
ture U, tel que, pour tout point P de la fermeture U, la solution P(t) soit définie

et contenue dans V pour | t| < .
En effet, soit o une valeur positive inférieure 2 la distance de ’ensemble

fermé U et de la frontiére V de ’ensemble V :

p << dist (U, V).

Cette valeur o existe, car dist (U, V) est positif, U étant contenu dans V.

D

Désignons pari(P, %) I'intervalle fermé :

s I=1,2,...,m],

f(P, i) =[Q:|yi— &l <

m
P

de sorte que, si 'on désigne par Q un point quelconque de Iintervalle

i(P,ﬁ>, ona
m

dist (P, Q):Zlyz——xilé% m=p;

i=1

sil'ona PeU, l'intervalle T(P, %) est contenu dans V. Or, il existe un nombre

positif M, tel que I'on ait
I X:(Q) =M.

pour tout point Q de I'’ensemble V et pour tout indice i =1, 2,..., m; donc,
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d’aprés le théoréme de Cauchy, si 'on désigne par P un point arbitraire de U,

la solution P(?) est définie et contenue dans 1<P, %) et a fortiori dans V
pour | ¢| < ¢, ¢ désignant le nombre positif—mﬁlqo

Soit B un sous-ensemble du domaine A ; supposons que, pour tout point P de
I’ensemble B, la solution P(z) soit définie pour —a<¢< b, a et b étant deux
nombres positifs ou infinis indépendants du point P, et que ¢, soit une valeur
quelconque comprise entre —'a et b; nous désignons par B(z,) ’ensemble de
toutes les positions al'époque z =1, des points quiappartiennent 2 B & I’époque
t=o, et qui se meuvent selon les équations (3).

6. Supposons que la solution P(z) soit définie — « <2< B, et désignons
par P, le point P(z,), ¢, étant une valeur quelconque dez entre — « et 3. Comme
les fonctions X;(P) (¢=1, 2,..., m) ne contiennent pas la variable indépen-
dante ¢, nous avons identiquement

P(t,+ ¢) =P, (),

pour toutes les valeurs de  entre-minimum (« +- ¢, o, ) et minimum (§ — ¢,, f3,),
ou P, () désigne la solution définie pour — o, <z < B,, passant par le point P,
al’époque t=o.
Quand on a
B—t<Bs,

P(t) peut étre une solution pour — a < t< B+ ¢, si 'on définit P(¥) par
I’équation
P()=Pi(t—4) pour Bot<Bi+ti;

on dit que la solution P(z) pour — « <t <3 est prolongée pour 3 <t < f3,+ ¢,
ou pour — o <t < B,+1,.
Delaméme maniére on peutprolongerlasolution P(¢) pour — o, 41, <t Z—a,
sil’ona
— oy << — a.

7. On sait que, si P est un point singulier, P(2)=P, pour — a0 <2<, est
I'unique solution qui passe par le point P a I'époque = o, et que, si P est un
point régulier et si la solution P(z) est définie dans I'intervalle —a <2<,
a, B étant deux nombres positifs ou infinis, P(z) se place toujours dans I’ensemble
R pour —a <2< .

Nous appelons réguliére une solution qui passe par un point régulier a
Pépoque = o et singulizre une solution constante du point singulier. Ce que
nous venons de voir montre que tout point d’une solution réguliére est régulier,
et que tout point d’une solution singuliére est singulier.
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II. — Continuiteé.

8. Soit P(#) une solution des équations (3) définie pour — x<¢<§,
«, 3 étant deux nombres positifs ou infinis, et soit ¢, une valeur comprise
— a et 3. 11 est aisé de voir que ’on a

lim P(¢) =P(¢,),
t>t, .

puisque la solution P(z) est continue.

Soit P un point singulier et soit P () la solution définie pour — a <2< .
Méme si o ou 3 est fini, comme nous I’avons vu, la solution P(z) est prolongeable
pour —ae < t< o, etl'ona

P(t)y=P pour —oo <t <o,
et
lim P(¢)=P.
t>tx»
9. Soit P un point régulier. Supposons qu'une des extrémités, par exemple §3,
de I'intervalle de définition de la solution — o <t <3, soit finie et qu’il existe
une suite { z,} de valeurs de ¢, telle que I’on ait

—r < h<L<...<l<...=>f et lim P(¢,)QeA;
ny>w

je dis qu’il existe ligl P(2), de sorte que I'on a
t>P—o

lim P(z)=QeA.
t>8—0

En effet, soit U un voisinage assez petit du point Q, dont la fermeture U est
contenue dans A. D’apreés le n° 5, il existe un nombre positif ¢ tel que, pour
tout point P € U, P(#) soit définie pour |z| <<, puisque, sil’on désigne par Vun
voisinage convenable du point Q, on peut avoir UCV, VCA. Or, par hypothése,
nous avons

—a << << << ...—>p et lim P(¢,)=0Q,
' ny> o

donc il existe un nombre entier positif n,, tel que I’on ait
P(¢,)el, et 0B —t,<e.

Désignons parP,, le point P(z,); les deux derniéres relations montrent que
la solution P, (z) est définie pour |z]< e, et qu'en conséquence P, (t—1¢,)
est défini pour ¢, — e <t <1, + ¢, a fortiori pour f Zt < ¢, + . Comme nous
avons — a < B<¢, +¢, lism P(t)= lirxé P(2) existe et coincide avec le point

1>B8—0 t>

QeA. v
D’aprés ce que nous venons de voir, pour qu’une solution P(¢) définie pour
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— x<t< {3 ne soit pas prolongeable au dela de la valeur § de ¢, § étant finie, il
faut que, pourtoutesles suites {z,}telles que ’on ait —a<{t, <t,<...<t,<... - B,

et telles qu'il existe lim P(z,), ce point limite appartienne & la frontiére A du
n->w
domaine A.

On peut démontrer de méme le théoréme concernant 'autre extrémité — «.

10. Profitant de cette propriété des solutions, nous conviendrons désormais de
supposer que, sinous disons qu’une solution P(¢) est définie pour — « <t < f3,
la solution P(z) n’est pas prolongeable ni pour 2> 3, ni pour = — «, et nous
fixons les notations de maniére que, s’il s’agit des points P, P;, P/, Q, etc. du
domaine A, les solutions P(¢), P;(2), P'(?), Q(2), etc. soient définies respective-
ment pour — o < ¢ <3, — ;< t < B, — ' <t < ¥, —a<t<b,etc., et que
les solutions ne soient plus prolongeables en dehors de ces intervalles, méme si
-nous ne faisons aucune remarque sur les notations «, 3, a, b, etc.

Ainsi, par exemple, quand on considere un point Q, du domaine A, on doit
savoir que la solution Q,(2) est définie pour — a, < 1< b,, et ou bien que b, est
infini, ou bien que, b, étant fini, lim Q,(z,) est un point de la frontiére A du

ny>»

domaine A, si la suite { Q,(z,) | converge pour n — o et si I'on a
<< L < Uy e < by

Tout ce qui précéde au sujet de b, est évidemment applicable & I'autre extré-

mité — a,.

11. TukoriME. — Soient P un point du domaine A et t, une valeur quelconque
fize de t dans Uintervalle — o <t <_§ de définition de la solution P(t), et posons
P,=P(t).

TN

St l’on désigne par U, un voisinage de U'arc fermé P, P, représenté par la solu-
tion P(t) avec les valeurs de t comprises entre zéro et t, (deux extrémités incluses),
et par U, un voisinage du point P, il existe un voisinage du point P, soit V, telle
que V(t) soit défini et contenu dans U, pour les valeurs de t entre zéro et t, (deux
extrémités incluses), et qu’en particulier pour t =t,, V(t,) soit contenu dans U,.

En effet, supposons que %, soit positif. Désignons par W un voisinage de

TN — . .
I'arc fermé P, P, assez petit pour que sa fermeture W soit contenue dans I'inter-
section des deux ensembles ouverts U, et A : W U, NA, et par U, le ¢,-voisi-
nage du point Py, ou ¢, est un.nombre positif assez petit pour que U,, soit
contenu dans U, : U, C Us,. -

Posons
. .
d= dist(P, Py, W) et ¢ = minimum (d, &).

Soit V;le 8-voisinage du point P, ¢ étantun nombre positif inférieur ae e, ou N
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 38
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, . - oX;| . . ,
désigne une borne supérieure de 'El(l,J:I, 2, ..., m) dans I’ensemble

fermé W, qui est contenu dans A et qui est, en conséquence, borné.
Si I'on désigne par Q un point quelconque du voisinage V;, de sorte que 'on

ait dist(P, Q)< ¢, on a

d’[ lfl' .
% — %:Xi(Q(t))—X[(P(t)) (i=1, 2, ..., m),

pour o Z¢<_minimum (b, §), ou b est 'extrémité supérieure de l'intervalle _
de définition de la solution Q(2).

‘Si le segment Q(z), P(¢) est contenu dans A, nous avons

Xi(Q (1)) — Xu(P(¢)) = 2‘—M< YO = X)) (=10, ..., m),
j=1
ou

> - — )
2(0=PO+6Q0-P@)  (i=1,2 ..., m),
chaque 0; étant un certain nombre positif inférieur a 1.

PO
Comme, par hypothése, I'arc fermé P, P, est contenu dans W et que I'on

aWCA et dist(ﬁo, W):d, le segment Q(¢), P(¢) est contenu dans W, a
Sortiori dans A, pour les valeurs de ¢ telles que I'on ait

dist(Q(¢), P(2)) < d.

Or, dist(Q, P) est inférieure & ¢ <d, et dist(Q(¢), P(z)) est continue par
rapport a la variable ¢ pour o Z¢<minimum(b, 3); donc ou bien il existe
un nombre ¢ inférieur & minimum (b, 3) tel que I'on ait

dist(Q(¢), P(t)) < d pour o=t <c,
et
dist(Q(e), P(¢))=d,
ou bien on a
dist(Q(¢), P(¢)) << d
pour toute valeur de ¢ positive et inférieure a min{mum(b, B).

En conséquence, ou bien pour o =2t =~ c oubien pour 0 =~ ¢ < minimum (b, §)
on a

dy;(ltdt) dx,(t) del(‘—il(t))( yi(t) — x,(t))

({=1,2, ..., m).

Or, si Q(2) satisfait a l’inégalité
dist(Q(2), P(2)) £ d,
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R RS .
on a Q(z)e W, puisque, par définition, on a dist(P, P, W):d; donc le seg-
ment Q(z), P(¢) appartient & W, et en particulier, on a

Z(t)eW (i=1,9, ..., m),
de sorte que I'on a
0X:(Ei(l))'

oz =N (l','j:I, 2, ..., n);

en conséquence cette inégalité subsiste ou bien pour o Z¢-¢, ou bien pour
0ot minimum(b, 3), et nous avons

dy;(t) dz;(t)
I dt— T dt

:/:ZN}y/(t)—r~x,-(l)[ (i=1,2, ..., m).
j=1

En faisant la somme de 1 4 7 de I'indice ¢, nous avons

m

X

i=1

d ; d ' m1 |
)dffl) - xrlit)lé'"NzU'/(‘)—1’/(1)1,

d’ou
| 54U, P ()| = mN dise(Q(0), P(e),

En faisant I'intégrale de zéro 4 7, nous avons finalement
dist(Q(¢), P(¢)) < dist(Q, P) ™™

ou pour o=t _c, ou pour 0 <~ ¢<_minimum(b, 3).
Je dis qu’il n’existe pas de valeur ¢ < minimum(b, ). En effet, si elle
existait, nous aurions

d=dist(Q(c), P(c)) L dist(Q, P) em™c << d emNe < d e="Nt eNe <  gmNie—ta)

d’ou une inégalité qui ne pourrait pas étre vérifiée, puisque nous avons par
hypothése ¢ < 7,.
En conséquence, nous avons

dist(Q(¢), P(t)) L dist(Q, P)emN pour o<t <<minimum (&, 3).

Je dis maintenant que nous avons & >¢,. En effet, dans le cas contraire,
nous aurions pour ¢ positif et inférieur a b,

dist(Q(¢), P(¢)) < d,
d’ou
Qt)eWcA pour oL¢<b.
Or, par hypothése, la fermeture W est contenue dans A, donc limQ(¢) existe
et elle est contenue dans A : ceci est en contradiction avec la définion du
nombre b.
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En conséquence nous avons
b> 1.

Cette derniére inégalité montre que le critérium

dist(Q(2), P(2)) Zdist(Q, P) e < ¢ &N < ol emNi=t) et < g, emNi=ly

est valable pour toute valeur de 7, 0 7 ¢,, ce qui montre que 'on a
Q(1)eWcU,  pour o=ty '
et en particulier ’
Q(#)e€Ug,cU..

Or, Q est un point arbitraire du voisinage V;=V, donc nous avons

V(t)cU, pour oLt ¢ty
et
V(&)cU,.

De la méme maniére on démontre le théoréme dans ]e cas ou 1 ona7<o,et
le théoréme est trivial dans le cas ou l’on a ¢,=o.

12. Ce dernier théoréme montre que, si une suite de points { P, } converge vers
un point P du domaine A et si la solution P(t) est définie a la valeur t,, les solu-
tions P,(t) sont définies a la valeur t, pour n asses grand et la suite { P,(t,)}
converge vers le point P(t,) pour n — .

Je dis en outre que, si une suite { t, | des valeurs de t converge vers t, pour n—o,
les points P, (t,) sont définis pour n assez grand et convergent vers P(t,) pour n — .

En effet, soit U un voisinage quelconque du point P(z,). Désignons par V et
V, deux voisinages du point P(z,) tels qu'on ait UnADYV,, V,>V. D’aprés le
théoréme précédent, pour n assez grand, les points P,(z,) sont définis et appar-
tiennent au voisinage V; or, d'aprés le n° 5, les relations ADV, et V,DV
entrainent l'existence d’un nombre positif ¢, tel que V() soit défini et contenu
dans V; pour || < e. D’autre part la convergence de la suite {z,} vers z, montre

que l'on a|z,—t,|<e pour n assez grand done nous avons P.(t.)eV,cU
pour  assez grand, ce qui achéve la démonstration.

Remarquons que la réciproque de ce que nous venons de démontrer n’est
pas toujours vraie.

III. — Solutions périodiques et caractéristiques.

13. Soit P un point du domaine A; supposons qu'il existe deux nombres z,
et z, tels que 'on ait
P(t)=P(t), —a<u<t<f.

On sait qu’alors la solution P(?) est définie pour —oc <2< et que I'on a

P(t)=P(¢t+ {(t.— 1)) ({=o0, E£i1,kx2,...) pour —oo<<t < 0.
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Comme conséquence directe de cette propriété, on voit que, pour qu'il existe
une paire de valeurs (¢, #,) (— a < #, < t.<_B) telle que 'on ait P(z,) = P(z,),
P étant un point du domaine A, il faut et il sutfit qu’il existe une valeur
positive 7 satisfaisant 4 P(0)="P(7).

Cette valeur = s’appelle période de la solution P(z), et 'on peut facilement
démontrer que, quand 7, =, sont deux périodes, £,7,+ £, 7, est une période,
ky, k, étant deux nombres entiers quelconques, si k7, k,7, est positif,
c’est-a-dire qu'une combinaison linéaire de deux périodes avec coefficients entiers
est aussi une période, pourcu qu’elle sout positive.

Soit P(¢) une solution singuliére; on a

P(t)y=P

pour toute valeur de ¢, —ax<t< . Donc, toute valeur positive de ¢ est
période de la solution singuliére.

14. Supposons qu’une solution réguliére P(t) admette des périodes et dési-
gnons par {=| I'ensemble de ses périodes. On sait que I’ensemble {7} a un
minimum T positif et que, sil'on désigne par = une période arbitraire, il existe
un nombre entier positif » tel que I’on ait

c=nT.

Nous appelons ce minimum T de ’ensemble | <| période fondamentale de la
solution P(z). Nous disons qu’une solution P(7) est périodique, si sa période
fondamentale est différente de zéro. D’aprés cette définition, les solutions
singuliéres ne sont pas périodiques, bien qu’elles admettent comme période
toute valeur positive de ¢; et les solutions réguliéres admettant des périodes sont
toujours périodiques; autrement dit, pour qu'une solution P(¢) admettant des
périodes soit périodique, il faut et il suffit que le point P soit régulier.

15. Si P désigne un point régulier, d’aprés les numéros précédents, ou bien
P(t) est périodique, étant définie pour — o< t< o, ou bien il n’existe pas
de paire (2, ¢,) telle que 'on ait

P(t,) =P (t), b= L.

Considérons le premier cas de I'alternative et désignons par T la période
fondamentale; P(¢) définit une courbe de Jordan fermée pour o =z < T, ou pour
tout intervalle de la forme ¢,=¢<¢,~+ T, car il n’existe plus de paire (¢,, t,),
telle que l'on ait P(2,)="P(s,) et t,Zt,<t, <t,+T. Nous appelons cette
courbe de Jordan fermée caractéristique (totale).

Envisageons maintenant le second cas de I'alternative; comme la correspon-
dance entre les points de lasolution P(z) etles valeurs de I'intervalle —a<¢<8
est biunivoque, la solution P(z) pour y=Zz-23 définit une courbe de Jordan
non fermée, v, ¢ étant deux nombres quelconques positifs ou négatifs, y < ¢,
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compris entre —a et 3. Nous appellons, toutefois, caractéristique (totale)
la courbe définie par la solution P(#) pour — a < ¢ < 3, suivant laterminologie
de Poincaré. |

Dans les Chapitres suivants, nous traitons surtout de la courbe P(¢) corres-
pondant aux valeurs de z comprises entre o et 3 (oinclus, 3 exclus), etappelons
cette courbe demi-caractéristique positive partant du point P, et nous la dési-
gnons par P(z). Si 'on considére la courbe correspondant aux valeurs de ¢z de
I'intervalle —a<to0, elle est appelée demi-caractéristique négative et
représentée par P(s). Dans ce cas, nous désignons la caractéristique totale
_par P(2)UP(s).

On remarque que, si P(z)estunesolution périodique, la demi-caractéristique
positive P(z), la demi-caractéristique négative P(s) et la caractéristique
totale P(2) UP(s) représentent la méme courbe fermée.

IV. — Surfaces sans contact.

16. Soient P, un point du domaine A et U un voisinage du point P,, tel que
I'on ait UCA. Soiz f(P) une fonction définie et continue dans le voisinage U;
nous supposons d’ailleurs que ses dérivées partielles du premier ordre par rapport
aux coordonnées x; (=1, 2, ..., m) du point P sont continues dans U.

Nous disons que la surface f(P)=o est une surface sans contact au point P,

définie dans le voisinage U du point P, si la fonction f(P) satisfait aux conditions
suivantes :

m

P,
1 f(Py)=o; 20 Z-‘%{—)Xi(Po)>o.

i=1
Comme conséquence directe de la deuxieme condition, pour que la surface
J(P)=o soit sans contact au point P,, il faut qu’il existe au moins une dérivée
. 0f(P) :
partielle ~0w de la fonction f(P) et une fonction X;(P) du méme indice j qui

ne s’annulent pas au point P,. En conséquence, si P, est un point singulier,
il n’existe pas de surface sans contact au point P,. Inversement, si P, est un
point régulier, il y a une fonction X, qui ne s’annule pas au point P,. Désignons

parE le vecteur non zéro [ X, (P,), Xo(Py), ..., X,.(P,)] et posons

/'(l)):<.1;—f;n)i,

.. ) . . > > —>
le deuxi¢éme membre étant le produit scalaire des deux vecteurs P — P, et .1l

est clair que f(P)=o est une surface sans contact au point P,, définie dans
I’espace R,, tout entier.
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Si une fonction g(P) satisfait a toutes les conditions excepté 2° pour que
g(P)=o soit une surface sans contact au point P, définie dans U, et si I’on a
m d o PO‘
EERIX (P <o,

=1

la surface g(P)=o est considérée comme surface sans contact, puisque alors
ona

m d o P

3 S X >0

i=1
et que g(P)=o0 et —g(P)=o0 représentent la méme surface. Mais pour
simplifier I’exposition, nous conviendrons d'apprendre que, si f(P)=o est
une surface sans contact au point P, f/(P) satisfait a la condition 2°.

17. St f(P) est une fonction continue, ayant ses dérivées partielles du premier
ordre continues dans un domaine B C A, et st elle satis fait aux conditions suivantes :

1° il existe des points P dans B, tels que U'on ait f(P)=o,
2° on a pour tous les points P du domaine B,

m

df(P)
Z'—-d—xi—xi(P) > o,

i=1

nous disons que la surface f(P)= o estune surface sans contact dans le domaine B.
On voit qu’'une surface f(P)=o0 sans contact dans un domaine B est une
surface sans contact en tous ses points appartenant a B, et le méme raisonne-
ment qu’au numéro précédent démontre que le domaine B ne contient pas de
points singuliers. ‘
Si une fonction g(P) remplit dans un domaine BC A la condition

JE
S

g(P)
C)J)i

X:(Py<o

i=

~

a la place de la condition 2° et si elle satisfait & toutes les autres conditions
pour que g(P)=o soit une surface sans contact dans B, on montre, de la
méme maniére qu'au numéro précédent, que g(P)==o est considérée comme
surface sans contact dans B. Mais, comme au numéro précédent, nous ne
disons pas que g (P)= o soit une surface sans contact a P,.

18. Soit f(P)=o0 une surface sans contact au point P, définie dans un
voisinage U du point P,; je dis qu’il existe un voisinage du point P, soit V, tel
que la surface f(P)= o soit une surface sans contact dans V, n’y ayant qu'une
branche. ‘
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En effet, par définition on a

Z

\(P0)>O

Jdf(P . . . .
et _{;—,—) et X;(P)(¢=1, 2, ..., m) sont continues dans U, ce qui entraine qu’il

existe un voisinage U, du point P,, tel que I'on ait

Zdﬂl’)x ()=

i=1

pour tout point P de U,. D’ailleurs au point P,, on a f(P,)=o0. Donc f(P)=0
est une surface sans contact dans U,.
En outre, I'inégalité

de(xpo)x (Py)> o

i=1

. ’ . L., 0
entraine qu’il existe une dérivée f( t) # 0, s0it > 0. A cause de la continuité

de d(j);]:),dans U, cette dérivée partlelle est positive dans un assez petit voisi-

nage du point P, soit U,. Donc dans U,, f(P)=o0 est soluble par rapport a
la variable x;, c’est-a-dire que la surface f(P)=o n’a qu'une branche dans U,.
- Par conséquent, si 'on désigne par V un voisinage quelconque du point P,

contenu dans I'intersection des deux voisinages U, et U,, VU, nU.,, f(P)=o0
est une surface sans contact dans V, n’y ayant qu’une branche.

Done, st l'on considére la topologie ordinaire de la surface f(P)=o dansV,
cette topologie est équivalente a la topologie de la surface f(P)=odans V mduzte
par la topologie de lespace R,,. D'ailleurs, il sagit d’une surface sans contact
J(P)=o dans un domaine B, cette équivalence subsiste dans B, puisqi’elle subsiste
dans un voisinage assez petit de chaque point de la surface f(P)= o dans B.

Remarquons que, si l’'on a m = 2, une surface se réduit 4 une courbe, et que
la surface sans contact dans un assez petit domaine représente un arc connexe
de cette courbe, ou encore une courbe de Jordan, si I'on y ajoute les deux

points d’extrémité.

19. Revenons au cas ou m est arbitraire. Soit f(P)=o une surface sans
contact dans un sous-domaine B du domaine A et soit P(z) une solution
contenue dans B pour |z]|< ¢, ¢ étant un nombre positif; il est clair par défi-
nition que I'on a

ZF(P m p
f(dl(t)) :ded(Tl)Xl(P(t))>“ pour 1l|<8.

i=1
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Je dis qu'il n’existe au plus qu’une valeur de ¢ telle que I'on ait
f(P())=o et e <e.

En effet, s’il existait deux valeurs distinctes z,, ¢, de ¢ qui satisfassent a ces
deux conditions, d’aprés le théoréme de la moyenne, on aurait une autre valeur
de z entre ¢, et ¢,, soit t,, telle que I'on ait

df(P(¢
F(P(e)) = f(P(a)) = L) (g,

dont le premier membre est zéro, puisque ses deux termes sont zéro. Or 7, se

place entre ¢z, et t,, donc on a|z;|<e, ce qui montre que P(z,) appartient au
domaine B, donc

< d f(P) _df(P(t))
24 ox; Xo(P(t:)) = dt =0

i=1

est en contradiction avec I'hypothése que f(P)= o est une surface sans contact
dans B.

Soit ¢, 'unique valeur de ¢, telle que I'on ait
f(P(&))=0 et [ 6] <e;

a cause de la continuité de la fonction f(P(2)), cette fonction f(P (7)) doit étre
positive pour ¢,< ¢ < ¢, et négative pour — e < ¢ < ¢,, puisque sa déerivée

7

df(P(2)) _~o 0f(P)
LEO) 3 2Oy rey

i=1
est positive pour — e < ¢ < ¢, pour lequel P(#) se trouve dans B. -

20. TutoriMe. — St f(P)= o est une surface sans contact au point P, définie
dans un voisinage U du point P,, pour tout point Q d’un voisinage assez petit U,
du point P, il existe une et une seule valeur de t, telle que l’on ait

SQR) =0 et |1[<s,

¢ étant un nombre positif inférieur a un certain nombre positif et indépendant du
point Q.

En effet, supposons que U soit assez petit pour que I'on ait UCA et pour
que f(P)=o soit une surface sans contact dans U. Si V est un voisinage du
point Py, tel que I'on ait Ve U, il existe, d’aprés le n° 5. un nombre positif e,
indépendant du choix du point P, tel que, pourtout point P&V, lasolution P\z)

soit définie pour |[z|< e, et que I'on ait P(2)€ U pour les mémes valeurs de .
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 39
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Par conséquent, pour tout point P€V, il n’existe au plus qu’une valeur de ¢
qui satisfasse aux conditions

Sf(P(&))y=o et 2] <e.
Posons

Ne=[0Q() : f(Q)=0,Q€V, | ¢] <z,

désignant par ¢ un nombre positif quelconque inférieur a ¢,; je dis que cet
ensemble V; est ouvert, de sorte que, si I'on désigne par U, un voisinage du
point P, contenu dans V., le voisinage U satisfait 4 toutes les conditions du

théoréme.
En effet, soit Q un point quelconque de I’ensemble V.; il existe un point Q,
et une valeur 7, de ¢, tels que I'on ait '

eV,  [f(Qo) =0, Q=0Qo(&) ou Q(—t)=0Qo et || <<e.

Soit U(Q,) un voisinage assez petit du point Q,, dont la fermeture U(Q,) est
contenue dans V; il existe un nombre positf & tel que, pour tout point P du
voisinage U(Q,), la solution P(z) soit contenue dans le voisinage V pour
— <1< 3, et que l'on ait — ¢ <— 1, %= ¢ <e. Ces deux derniéres inégalités
sont verifiees, puisque 'ona — e < — 17, <e.

Désignons par &, un nombre positif quelconque fixe inférieur a ¢, tel que
les deux points Q'=Q,(¢,) et Q"= Q,(—¢, ) appartiennent au voisinage U(Q,).
D’aprés le n° 19, on a f(Q') > o et f(Q") < o, puisque 3, est positif.

Par conséquent il existe deux voisinages U(Q") et U(Q") respectivement du
point Q' et du point Q”, tels que I'on ait

Jf(P)Y>o pour PeU(Q) et f(Py<<o pour PeU(Q"),

et que 'on ait U(Q)uU(Q")cU(Q,). Or, a cause de la continuité, si I'on
deésigne par U(Q) un voisinage assez petit du point Q, on a

C(Q)(—t+0)cU(Q) et U(Q)(—2—3d)cU(Q).

Je dis que le voisinage U(Q) est contenu dans V. : U(Q)C V.. En effe, soit P
un point quelconque du voisinage U(Q); en raison des relations précédentes,

on a
J(P(—t+0d))>0 " et  f(P(—t—23))<o,

donc pour une valeur ¢, de ¢ comprise entre — ¢,— 6, et — ¢,+6,, on a

J(P1)=f(P(&)) =0
et
(—t+0,) — 0 <<l <<— L+ 0, ou —ty— 0, < {3 << (— ty— 01) + O,

ou P, désigne le point P(z,).
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Or, les relations }
U(Qo) (5)cV  pour |£]<9 et U(Qy)>U(Q)HuU(Q")

entrainent
P,=P(4)eV,
puisque I'on a
P(—ty+0)eU(Q) et P(—t—38)eU(Q).

Donc le point P =P,(—¢,) appartient 2 I'ensemble V., carona —e < —1, <e.
Or, P est un point arbitraire du voisinage U(Q), doncona U(Q)c V.; d’autre
part Q est un point arbitraire de I’ensemble V,, done V. est ouvert.
' C. Q. F. D.

21. Soit P un point régulier quelconque et soit P,=P(¢z,) un point de la
caractéristique totale P(2)UP(s); désignons par II et II, deux surfaces sans
contact respectivement aux points P et P,. Considérons la topologie de la sur-
face IT ou II, induite par la topologie de I’espace entier R,, et désignons par V,
un voisinage du point P, sur la surface II, ; je dis qu’il existe un voisinage du
point P sur la surface II, soit V, tel que toutes les caractéristiques passant par
un des points du voisinage V a I’époque = o, passent par un des points du
voisinage V, une et une seule fois entre ¢, — ¢ et ¢, +¢, ¢ étant un nombre
positif inférieur &4 un certain nombre positif fixe.

En effet, d'aprés la définition de la topologie induite, le voisinage V, du
point P, sur la surface II, est représenté par I'intersection de II, et d’un certain
voisinage V' du point P, dans I'espace R,,; soit U, un voisinage de P, dans R,
et ¢ un nombre positif, tels que, pour tout point Q€ U, C V', Q(¢) soit définie
pour || <<, et que Q(¢) passe par un point de la surface II dans V' une et une
seule fois entre — ¢ et ¢. , ‘

D’apres le n° 11, il existe un voisinage U du point P (dans 'espace R,,), tel
que I'on ait U(z,)c U, ; posons

V=UnT,

de sorte que V est un voisinage du point P sur la surface II. On voit que V est
le voisinage qu’on recherche.

22. Soient f(P)=o une surface sans contact du point P, et { Q,} une suite
de points qui converge vers P, pour n — o} je dis qu’il existe une suite {,} de
valeurs de z, telle que I'on ait, pour n assez gra'nd,

[mn| <e et J(Qn(7)) =0,

¢ étant un nombre positif donné, et que la suite {Q,(7,)| de points converge
vers P, pour n - .

En effet, soient U et V deux voisinages assez petits du point P, UoYv, pour
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que f(P)= o soit une surface sans contact dans U et que, pour tout pointQ €Y,
Q(z) passe par un point de la surface f(P)=o0 dans U une et une seule fois
entre — & et 8, ¢ étant un nombre positif assez petit et inférieur 4 ¢. Comme,
‘par hypothése, {Q,} converge vers P, pour n— o, on a Q,€V pour n assez
grand; donc, pour n assez grand, Q,(z) passe par un point, soit Q,(z,), de la
surface f(P)=o dans U, |,]| étant inferieur 4 ¢ < e. Comme U peut étre aussi
petit que L'on veut, et que la topologie ordinaire et la topologie induite par
celle de 'espace R,, de la surface /(P)= o sont équivalentes, la démonstration
est achevée.

CHAPITRE II.

POINTS LIMITES ET REGIONS INVARIANTES.

I. — Points limites.

23. Dermnimion. — Soit P un point du domaine A nous appelons un point
point limite au sens positif.de la solution P (), s'il existe une suite{t,} de valeurs
de t, telle que l'on ait

limP(¢,)=0 et 0L <<l . <<In<...—>J3,
n»>w»
ou {3 désigne, comme d’habitude, Uextrémité supérieure de Uintervalle de défi-
nition de la solution P(t), de sorte que (3 est positif ou infini.
Nous désignons par L+(P) Uensemble des points limites au sens positi f de la

solution P (¢t). On définit de méme les points limites au sens négatif de la solu-
tion P(t), dont Uensemble est désigné par 1.=(P). Posons

L(P)=L+(P)uL—(P).
On démontre que, P désignant un point du domaine A, L*(P), L=(P) et a
Sfortiori L(P) sont non vides et que l’on a
L+(P), L-(P) et L(P)cCA,
A étant la fermeture du domaine A.

24. TukoreMe. — St P est un point du domaine A, les ensembles L+(P) et L=(P)
sont : 1° fermés et 2° connexes.

1° En effet, soient Q un point quelconque de la fermeture L=(P) et { Ux(Q)}
une suite de voisinages du point Q qui converge vers le point Q pour £ — o et
soit, en outre, { 7, } une suite de valeurs de ¢, telle que ’on ait

0L <. < Th<l...—> .
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Je dis que l'on peut extraire une suite de valeurs de ¢, soit {}, vérifiant les
relations '

P(t)eUr(Q) et ot <l, =<t (k=1,2,...),
de sorte que 'on a

lim P(#:)=0Q el 0L << . . << lp<...—>f;
k> »

relations qui ne sont autres que les conditions pour que le point Q appartienne
a L+(P). '
En effet, posons
ly=0.
Supposons que # soit déja déterminé de maniére que I'on ait
P(4:)eUr(Q) et Loy <t < U
Comme Q est un point de la fermeture L+(P ) de I'’ensemble L+(P), il existe un

point de I’ensemble L*(P), soit Q,.,, appartenant a U;,,(Q), et par conséquent,
si I'on désigne par U(Q,..) un voisinage assez petit du point Q. ,, on a

U(Qr1) Uit (Q).

La relation Q,., € L*(P) montre que, pour une certaine suite {7, } de valeurs
de ¢z, 0on a

limP(£,)=0Q et 0L <<, . << ..—>p,
ny»»

d’ou
P(£,)€U(Qps1) CUra (Q) et L < t, Thrr <1,

pour n assez grand.
Fixons un nombre n, qui satisfasse i ces conditions et posons

Uy, = tria-
Nous avons ainsi une suite {z;} de valeurs de ¢, telle que I'on ait
P(t)€Ui(Q) et 0Lty < Uiy <l bk (k=1,2, ...).
Comme Q est un point arbitraire de la fermeture ETID—)’ nous avons
L (P)cL+(P),
c¢’est-a-dire que ’ensemble L+(P) est fermé.

2° Si I’ensemble L*(P) n’était pas connexe, L+(P)serait décomposé en deux
ensembles non vides et disjoints L, et L, :

L+P)=L,;UL,, Li#o (i=1, 2), LinL,=g,

puisque L*(P) est fermé d’aprés ce que nous venons de démontrer.
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L-(P) étant contenu dans I’ensemble borné A, L*(P) est compact, done L,
et L, sont également compacts tous les deux. En conséquence il existe deux
voisinages U(L,) et U(L,) respectivement de L, et de L., dont les ferme-
tures U(L,) et U(L,) sont disjointes : U(L,)nU(L;)=g. Soient Q,€L,;
Q.€L,; d’apres la définition de I'ensemble L+(P), il existe deux suites {z,!
et { 7,} de valeurs de ¢, telles que I'on ait

P(t,) = Q, P(4,)—Q,, pour n-—»oc0,
et .
0L <<l ..<t<...—>f, oLl << L. << > B

Soient ¢, un élément de la suite {z,} satisfaisant a la relation P(z)eU(L,),
et 7, un élément de la suite {z, } supérieur a 7, tel que I’on ait P(¢,)eU(L,);
cet élément 7,, existe toujours, puisque ’on a

0L <Tlh<... <, <<...—>f et 0oL G<<pB k=1,2,...),

et que ’on a
P(#,)—>0Q.,eU(L,) pour n—>oc.

A cause de la continuité de la solution P(¢) pour o=t<B, a fortiori
pour ¢,<t < t,, et de la relation U(L,)NnU(L,) =0, nous avons

P(z)&U(L)UU(Ly)
pour une certaine valeur 7, de ¢ entre ¢, et 7.
Or, nous avons P(z,)€U(L,) pour k assez grand, donc nous obtenons ainsi
une suite {7, | de valeurs de 7 qui remplissent les conditions

P(z)&U(L,)uU(L,) el 1< T <l t)

pour k assez grand. Etant contenu dans le domaine borné A, I'ensemble { P (<)}
a des points limites, lesquels n’appartiennent ni a U(L,) ni a U(L,), d’aprés
ce que nous venons de montrer. Nous désignons un de ces points limites de
’ensemble {P(,)}| par Q. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
la suite {P(7;)} converge vers le point Q pour k-—>ow. Or, 1,< =, et 43
entrainent :

' 0L < <l <<l >,

donc Q est un point de 'ensemble L+(P) qui n’appartient ni a U(L,) ni a U(L,)
ni a fortiori & L, ou 4 L,, ce qui est en contradiction avec I’hypothése
L+(P)=L,UL,. Par conséquent L+(P) est connexe.

On remarque que L(P) n’est pas toujours connexe, tandis qu’il est toujours
fermé.

25. TukoreMe. — Soit P un point du domaine A; la fermeture P(t) de la demi-
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caractéristique positive P(t) coincide avec la réunion de l’ensemble L~(P) et de la
demi-caractéristique positive P(t) :

P(¢) =L+(P)uP(2).

En effet, il est clair quel’on a P(z) > L+(P)UP(¢). Il suffit donc de démontrer
que I'on a P(2)cL+(P)UP(?).

Soit Q un point quelconque de la fermeture P(z), de sorte qu'il existe une
suite { P(¢,)} de points, les z, étant non négatifs, qui converge vers Q pour n — .
Désignons Timz, par ¢,, de sorte que I'on a 0 ¢, 3. Sans restreindre la géné-

n—+x

ralité, on peut supposer que I'on a
lim 7, = ¢,.
n> o
Si ¢, est inférieur a 3, ou B désigne, snivant la regle d’emploi de notations
du n° 10, 'extrémité supérieure de 'intervalle de définition dela solution P(2),
on a, d’aprés le n°8, Q =P(z,). Donc Q appartient a la demi-caractéristique
positive P(2), a fortiori a la réunion L+(P)UP(2).
Supposons maintenant que 'on ait z,—=[3; on peut extraire une suite par-
tielle {¢, } de la suite {z,}, telle que I'on ait

0Lty <<ty <. . <Ulp<...=>[,

ce qui montre que Q appartient & L*(P), puisque la suite {P(z,)} et en consé-
quence sa suite partielle { P(z,) | convergent vers Q pour n — et pour n'— .
Par conséquent nous avons

P(o)cL+(P)uP (),

ce qui achéve la démonstration.
D’aprés un théoréme de la théorie des ensembles, P (z) est connexe, puisque
la demi-caractéristique P(z) est évidemment connexe. Nous désignons par K+(P)

cet ensemble P(z) fermé et connexe, et de la méme maniére nous posons
K-(P)=P(s), K(P)=K+(P)UK—(P)=P(t)uP(s),

de sorte que K(P) est la fermeture de la caractéristique totale P(z)UP(s),
puisque ’on a '

P(O)uP(s)=P()uP(s),
d’aprés un théoréme fondamental de la théorie des ensembles.

26. Remarquons que le résultat du n° 9 avec la convention du n° 10 est
exprimé par les notations de ce chapitre comme suit :

St B est fini, 1~(P) est contenu dans la frontiére A du domaine A :

L+(P)cA.
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Ou encore, on peut I'énoncer comme suit :

St Uensemble 1L+(P)N A n’est pas vide, la solution P(t) est définie pour toute
valeur positive de t. '

27. TukorkME. — Soit P un point du domaine A; si I'on désigne par Q un point
quelconque de Uintersection de ’ensemble L.+(P) et du domaine A, Q€L+(P)Nn A,
nous avons

K(Q)cL+(P).

En effet, soit ¢, une valeur quelconque comprise entre —a et b, —a et b
étant les denx extremités de I'intervalle de définition de la solution Q(7); déxi-
gnons par U(Q,) un voisinage du point Q,= Q(¢,). D’aprés le n° 11, si I'on
désigne par U(Q) un voisinage assez petit du point Q, nous avons

U(Q) (1) U(Q,).

Or, L*(P)NA>Q signifie que I'’ensemble L*(P)NnA n’est pas vide. En
conséquence, d'aprés la remarque du numéro précédent, la solution P(¢) est
définie pour toute valeur positive de z. Donc il existe une suite {¢,} de valeurs
de ¢, telle que I'on ait

ImP(,)=0Q et 0Lt < te<l...< Ul <<...—>w,
ny>»

puisque, par hypothése, Q appartient a L*(P); donc, pour » assez grand, on a

P(2,)eU(Q),
d’otlt
P 6+ 1,)€U(Q)(4)cU(Qy)
et
0 Ltnt+ tg< b~ o< .. << lnom—+ log<...—»0.

Par conséquent la suite {P(z,+¢)} converge vers le point Q,=Q(z,)
pour n - et ce point Q(¢) appartient a I’ensemble L*(P). Or, par hypo-
these, ¢, est une valeur arbitraire positive ou négative entre —a et b, donc
nous avons

QUHVQ(s) L™ (P);
d’ailleurs, d’aprés le n° 24, L+(P) est fermé, donc nous avons
K(Q)=PlOUPGI L (P).

On remarque surtout que, méme s’il s’agit de I’ensemble des points limites
au sens positif L+(P) de la solution P(¢), I'ensemble L+(P) contient la demi-
caractéristique négative Q(s) et aussi I’ensemble des points limites au sens
négatif L=(Q) de la solution Q(2).
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28. Comme nous P'avons vu au n° 24, si 'on désigne par P un point du
domaine A, 'ensemble fermé non vide L=(P) est connexe, ce qui entraine,
d’aprés un théoréme de la théorie des ensembles, ou bien que L+(P) se réduit
4 un point, ou bien que L*(P) est un ensemble qui a la puissance du continu.

Considérons le cas ou L*(P) se réduit & un point Q, de sorte que I'on a

limP(2)=0.
t>B

Supposons d’abord que (3 soit fini. D’aprés le n° 26, L+(P)=Q est un point
de la frontiére A. |

Supposons maintenant que 3 soit infini. Le point Q est ou bien un point de
la frontiére A, ou bien un point du domaine A. Si Q est un pointdu domaine A,

la solution Q(¢) est définie pour un certain intervalle de z contenant zéro. Or,
d’apres le numéro précédent, on a

O(HUQ(s) L (P) =,

done I'ensemble Q(2)UQ(s) se réduit au point Q, c’est-a-dire que, pour toute
valeur positive ou négative de ¢ dans l'intervalle de définition, on a identi-
quement

Q)y=1Q,

donc le point Q est un point singulier.
Ainsi nous avons les deux théorémes suivants :

TukorkMe. — Si la solution P(t) est définie pour toute valeur de t, et st limP ()
(> =

existe, ce point limite est ou bien un point de la frontiére A du domaine A, ou
bien un point singulier. :

TakorEME. — Pour que 'on ait
L~(P) =P,

P étant un point du domaine A, il faut et il suffit que le point P sout singulier.

Ajoutons quelques remarques pour ladémonstration de ce dernier théoréme.
La suffisance de cette derniére condition est claire d’aprés le n° 8. Si § était
fini, on aurait L*(P)=Pe&A, ce qui est en contradiction avec I'hypothése; en
conséquence (3 est infini, ce qui montre, avec ce que nous venons de voir, que
la condition est nécessaire. \

29. Nous envisageons encore le cas ou, 3 étant infini, 'ensemble L*+(P) se
réduit & un point Q, et supposons que Q soit un point de la frontiére A. Dési-
gnons par ¢ et = deux nombres positifs donnés, et posons

0 =¢r.

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. bo
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~ La convergence limP(¢) =(Q montre que 'on a
(> =

| 2:(8) — 2:(2:) | <O pour ¢y, 6L>T (i=1, 2, ..., m),
ou T désigne un nombre peositif assez grand; en particulier on a
|zi(t +7) — ()| <0 pour ¢>T (i=1,2, ..., m).

Divisant les deux membres de ces inégalités par le nombre positif <, nous
avons

xi(t+7T)— a;(t ) .
il 2. (6) < o= pour ¢>T (i=1,2, ..., m.

Or, d’aprés le théoréeme de la moyenne, nous avons

(1) — ai(8) _ day(8)

- =— =Xi(P (1)) (i=1, 2, ..., m),
t,(i=1, 2, ..., m)étant m certaines valeurs de 7 entre 7 et 1 . Par consé-
quent, nous avons '
IXi(P(&)) <z ({=1,2, ..., m).

Ainsi nous avons le

TukorkME. — Soient ¢ et = deux nombres positifs quelconques, st la solution P (t)
est définie pour toute valeur positive de t et que P(t) converge vers un point de la

fronticre A du domaine A pour t — = , il existe une valeur T de t, telle que, pour

m certaines valeurs t, (i =1, 2, ..., m) de tout intervalle de la forme (¢, t + 7)
ou t est supérieur a T, on ait
I Xa(P(e)) | <@ (i=1, 2, ....m).

II. — Ensembles L*(P) contenus dans le domaine A.

30. Dans ce paragraphe nous supposons toujours que I'’ensemble L+(P) est
contenu dans le domaine A, de sorte que la solution P(?) est définie pour toute
valeur positive de z. ’

Nous énoncons ici un théoréme que 'on démontre facilement a I'aide des
théorémes fondamentaux de la théorie des ensembles.

TatorkMe. — Soit P un point du domaine A; pour que l’ensemble L+(P) soit
contenu dans le domaine A, il faut et il suffit qu’il existe un sous-domaine B du
domaine A, tel que I’on ait

P(t)cB
pour toute valeur positive de t, et
BcA.
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31. Soit Q un point quelconque de 'ensemble L*(P); d’aprés I'hypothése
du numéro précédent, Q appartient au domaine A, donc la solution Q(¢) est
définie pour —a < ¢< b, a, b étant deux nombres positifs ou infinis. D’aprés
len® 27, on a :

LH(QUE=(Q)c L™ (P):

I'hypothése L~(P)C A entraine en outre

L*(Q)cA et L—(Q)cA.

Par conséquent, d’apres le n° 26, a et b sont infinis.
Donc nous avons le

TukorkMe. — Soit ['ensemble L+ (P) contenu dans le domaine A, P étant un
point du domaine A; sil’on désigne par Q un point quelconque de I’ ensemble L+(P),
la solution Q(t) est définie pour toute valeur positice ainst que négative de t, et
l'on a

K(Q)cL+(P).

Comme conséquence directe de ce théoréme, on a le

TntoreME. — Supposons que, outre les mémes hypothéses sur L+(P) qu’au théo-
réme précédent, U'ensemble L+(P) et la caractéristique totale P (1)U P(s) ne soient
pas disjoints; on a alors

K(P)=L+(P).

Le théoréme est facile 8 démontrer, mais on remarque que ’on a

L-(P)cL+(P).

32. Soit P(¢) une solution périodique de période fondamentale T; d’aprés
le n° 15, la demi caractéristique positive P(¢) est une courbe fermée repré-
sentée par P(¢) pour les valeurs de ¢ de I'intervalle oZt<(T, et elle est
également fermée en tant qu’ensemble dans 'espace R,,.

Posons

t,—=nT (n=1, 2, ...),

de sorte que I'on a o —¢,<t,<...<t,<...—>.Dapres la définition de la
période, on a P(z,) =P, d’ou limP(z,) =P, ce qui montre que P appartient a
n>=x
I'ensemble L+(P).
Donc, d’aprés le numéro précédent, nous avons

ILH(PY=P()uP(s)=K(P)
el

K(P)y=TP()uP(s) = P(1)UP(s)==P(2) =P(s) =L"(P) = L—~(P).
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33, Réciproquement, supposons que I’on ait
L+(P)Y="P(¢),

P étant un point régulier; je dis que la solution P(z) est périodique.

En effet, supposons que P(7) ne soit pas périodique. Soient f(Q)=o une
surface sans contact au point P et [/ un voisinage du point P assez petit pour
que f(Q)= o soit une surface sans contact dans U. Désignons par V un autre
voisinage du point P dont la fermeture V est contenue dans U, de sorte que V(z)
est défini et contenu dans U pour |¢]| < e, ¢ désignant un nombre positif assez
petit.

Soit II la partie de la surface f/(Q)=o0 contenue dans V, de sorte que la
fermeture II de 11 est contenue dans la fermeture V de V. Posons

M,=TInP(¢) et M=IAP();

on voit que I'ensemble M, est fermé, puisque la demi-caractéristique posi-
tive P(¢) est fermée, étant égale a 'ensemble fermé L~(P) par hypothése, et en
- conséquence 'on a

M;>M,

ce qui montre que tout point Q de I'ensemble M — M, s’il existe, appartient
2 VcU ainsi qu'a la demi-caractéristique positive P(7) et satisfait & I’équa-
tion f(Q)=o.

Je dis que l'enscmble M est dense en lui-méme, c’est-a-dire que, si I'on
désigne par Q, un point quelconque de ’ensemble M, il existe une suite de
points de M qui converge vers Q, dont tous les éléments different du point Q,.

En effet, supposons d’abord que Q, soit un point de I'’ensemble M, de sorte
que Q, satisfait & ’équation f(Q)=o et que Q, appartient 2 V ainsi qua la
demi-caractéristique positive P(z), qui coincide avec I’ensemble L+(P) par
hypothése. La relation UD V> Q, montre que la surface f(Q) = o est une sur-
face sans contact au point Q,, et la relation L*(P)=P(¢)®Q montre qu’il
existe une suite {7, }, 0 =8, < <. .. <2< ..., telle que I'on ait

lim P(£) = Q,:

n>w
donce, d’apres le n° 22, il existe une suite {7, de valeurs de ¢, telle que les
points P(7,) satisfassent & I'équation f(Q)=o, et appartiennent & V pour
n assez grand, de sorte que les points P(<,) appartiennent & I'ensemble M
pour n assez grand et que l’on ait ,!Ln: P(7,)=1Q,. Or, P(?) n’étant pas pério-
dique, tous les points P(«,) différent du point Q,.

Supposons maintenant que Q, soit un point de I'ensemble M — M, il est clair,

d’aprés la définition de la fermeture, qu’il existe une suite de points de
I'ensemble M qui converge vers Q,.
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Donc I'ensemble fermé M est dense en lui-méme.

Si ’on désigne de nouveau par Q, un point quelconque de I'ensemble M, on
a Q, =P(<(Q,)) pour une certaine valeur positive ©(Q,) de ¢, et l'on
a f(P(7(Qo))) =o. Puisque Q, appartient a V, Q,(¢) ne satisfait a I'équa-
tion f(Q)==o pour aucune valeur de 7 entre — ¢ et ¢, excepté zéro, a fortiori
entre zéro et ¢ (deux extrémites exclues).

Or, d’aprés un théoréme de la théorie des ensembles, un ensemble fermé
dense en lui-méme a la puissance du continu. Donc nous obtenons ainsi une
correspondance biunivoque entre tout intervalle [7(Q,), T(Q,)—+¢] de
longueure et un point d’'un ensemble ayant la puissance du continu, tandis que
tous ces intervalles sont disjoints et que la réanion de tous ces intervalles est
contenue dans I'ensemble des nombres réels positifs; ceci est impossible
d’aprés un théoréme de la théorie des ensembles. Donc ['hypothése faite
que P(z) n’est pas périodique est absurde. Par conséquent, pour que l'on
ait L+(P)=P(¢), il faut que P(?) soit périodique.

34. Soit P un point quelconque de I’ensemble R; si la demi-caractéristique
positive P(z) est fermée en tant qu'ensemble dans I’espace R,,, on a

K+(P)=P(¢) =P (2)>L+(P),
d’ou )
L+(P)cR et P(¢)nL+(P) # g,

puisque 'ensemble L~(P) n’est pas vide, d’apres le n° 23.
En conséquence nous avons

P(¢)cL+(P), dou  P(z)=L+(P).

Par conséquent, d’aprés le numéro précédent, la solution P(z) est perlodlque
En combinant les résultats obtenus depuis le n° 32, nous avons le

TukoriMe. — St 'on désigne par P un point régulier, les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1° la solution P(t) est périodique ;
2° la demi-caractéristique positive P(t) coincide avec L+(P);
3° lademi-caractéristiquue positive P (1) est fermée en tant qu’ensemble dans R,,,.

1II. — Régions invariantes.

35. Soit M un sous-ensemble du domaine A ; nous dés'ignons par L+(M) la
réunion U L+(P) et par K*(M) la réunion U K+=(P).

rem res
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De la méme maniére on définit I'ensemble L~ (M) et I'ensemble K—(M) et
I'on pose
L(M)=L+(M)uL—(M) et  K(M)=K*+(M)uK-(M).

Comme nous avons, pour tout pointP du domaine A,

L+(P)cA, L—(P)cA,
nous avons
L+(M)cA, L-(M)cA,

DirivitioN. — Soit M un sous-ensemble du domaine A, tel que M(t) soit défini
pour toute valeur de t, — oo <t < ; nous appelons ’ensemble M région inva-
riante, ou simplement invariant, st l'on a

M(2)=M

pour toute valeur de t, — oo < t< >, etsil’ona

L(M)cM.

Nous remarquons que, méme si chaque ensemble L*(P) est fermé, la
réunion L+-(M) n’est pas toujours fermée, en accord avec la théorie générale des
ensembles.

36. Soit M un sous-ensemble du domaine A; supposons qu'il existe un
nombre positif , tel que M(¢) soit défini et contenu dans M pour | 7| <e; je dis
que M(z) est défini pour toute valeur de 1, — o <t <o, et que 'on a

M(t)=M pour —oo<{t<{.

En effet, soient ¢, une valeur positive quelconque de ¢ inférieure 4 ¢ et P un
point quelconque de I'ensemble M. Désignons par P, le point P(z,), de sorte
que P, appartient a I’ensemble M(z,).

L’hypothése M(¢,)CM entraine P, €M, de sorte que P,(z) =P(z,+t) est
défini et contenu dans M pour |z| < ¢; en conséquence, d’aprés le n° 9, P(#) est
défini et contenu dans M pour — ¢ <t < t,+¢. Or, t, peut prendre toute valeur
positive inférieure a ¢, donc P(7) est défini el contenu dans M pour — ¢ < ¢ < 2e.

Ainsi de suite, on démontre que P(z) est défini et contenu dans M
pour — e <2< ng, n étant un nombre entier quelconque; en conséquence P(7)
est défini et contenu dans M pour toute valeur positive de z.

De méme on démontre que P(z) est défini et contenu dans M pour toute
valeur négative de ¢, et en conséquence pour_toute valeur positive ou négative
de z. '

Supposons que, pour une valeur ¢, de z, M—M(%,) ne soit pas vide, et
désignons par P un point de I'ensemble M —M(z,); I'hypothése PeM
entraine P,=P(—1¢,)€M, d’ou I'on a

P,(¢) =PeM(s),



SUR LES COURBES DEFINIES. . 317

ce qui est en contradiction avec la conséquence directe PM(z,) de I'hypo-
thése P& M — M(z,".
Donc nous avons le

Lemme. — Soit M un sous-ensemble du domaine A 5 st M(t) est a’e’ﬁhi et contenu
dans M pour |t| <z, ¢ étant un nombre positif, M(t) est défini et coincide avec
l’ensemble M pour toute valeur positive ou négative de .

37. TukoreMe. — Pour qu’un sous-ensemble M du domaine A soit invariant, il
Saut et il suffit que, pour tout point P de I’ensemble M, on ait

K(P)=L(P)uP(&)uP(s)cM.

En effet, si M est invariant, pour tout point P de ’ensemble M, P(z) est défini
et contenu dans M pour toute valeur positive ou négative de ¢ et en outre nous
avons L(P)cM, donc nous avons

KP)=L(P)uP(H)uP(s)cM.
Réciproquement, supposons que, pour tout point P de ’ensemble M, on ait
L(PYuP(HHuP(s)cM;

M étant contenu dans A, on a L(P)CA, donc la solution P(z) est définie pour
toute valeur de z. Or, I’hypothése P(z)UP(s)cM pour tout point de M
entraine M(z)CM, pour toute valeur de z; donc, d’aprés le lemme précé-
dent, on a
M(¢)=M

pour toute valeur de ¢.

En outre I’autre hypothése L(P)cM pour tout point P de M entraine L(M)CM,
ce qui achéve la démonstration.

38. Le théoréme du numéro précédent montre que la région invariante,
a laquelle un point P du domaine A appartient, contient ’ensemble K(P).

En conséquence, si K(P) contient un point de la frontiére A du domaine A,
soit Q, il n’existe pas de région invariante contenant le point P, puisque Q(?)
n’est pas défini.

Supposons que K(P) soit disjoint d’avec la frontiére A du domaine A, ¢’est-a-
dire que K(P) soit contenu dans le domaine A, de sorte que la solution P(¢)
soit définie pour toute valeur de z, — o0 < ¢ < . Si I’on désigne par Q un point
quelconque de I'ensemble L(P)CK(P), on a

K(Q)cK(P),

Q(t) étant défini pour toute valeur de 7, — o0 < ¢ < oo, d’apreés le n° 31 ; d’autre
part, si Q est un point de la caractéristique P(z)UP(s), on a K(Q)=K(P),
et Q(2) est défini pour toute valeur de 7, — oo <t < 0.
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Donc K(P) est une région invariante et d’ailleurs, la plus petite parmi les
régions invariantes contenant le point P.
Ainsi nous avons le

TutoriME. — Pour qu’il existe une région invariante contenant un point P du
domaine A, il faut et il suffit que I’ensemble K(P) soit contenu dans le domaine A.

S’il en existe au moins une, K(P) est la plus petite région invariante contenant le
point P.

39. TukoriMeE. — St les ensembles M;(i€1) sont des régions incarianies,

I désignant lensemble d’indices, la re’um'onU M; et Uintersection n M; sont

. . iel i€l
également invariantes.

St M, e¢e M, sont deux régions invariantes, M, étant contenu dans M,,
Uensemble M, — M, est invariant, pourvu que M, — M, soit fermé.

En effet, soit P un point quelconque de la réunion UM,~; pour un certain
: i€l
indice k€I, on a P&M,; I'hypothése que M est invariant entraine que,
P(z) étant défini pour —oc <2< oz, on a

K(P)=L(P)UP(£)uP(s)cMy,

d’ou
K(Pyc \JM;
iel
or, P est arbitraire, donc U M; est invariant, d’aprés le n° 37.

i€l
Soit P un point quelconque de l'intersection n M;, de sorte que le point P
. iel
appartient & M pour tout indice k€1, donc, P(2) etant défini pour — oo <2<l ¢,
on a, pour tout indice k€1, K(P)CM;, d’ol

K(P)c n M,.
iel
Comme P est arbitraire n M; est invariant.
il
Soit P un point quelconque de 'ensemble M, —M,, de sorte que l'on a
PeM,, PgM,. L’hypothése que M, est invariant entraine que ’on a K(P)CM,
et que P(z) est défini pour — e <t <.
Je dis que l'on a ‘
{P(O)UP(s)} nM: =g,
de sorte que I'on a
P()UP(s)cM; — M,.

En effet, dans le cas contraire, pour une valeur ¢, de #, on aurait P(z,) € M..
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Désignons par P, le point P(z,), de sorte que P, appartient & M,. Comme, par
hypothése, M, est invariant, nous avons

Po()uPo(s)cM,,

en particulier, .
P =Py (—t,)eM,,

~ ce qui est en contradiction avec I’hypothése P &M, — M,. Donc nous avons
P(tyuP(s)cM,— M,
pour tout point P de ’ensemble M, — M..
Or, st M, — M, est fermé, nous avons

K(PY=P(t)uP(s)cM,— M,
pour tout point P de I'ensemble M, — M,, donc la démonstration est achevée.

40. Tukorkme. — Si M est une région invariante dont la fermeture M est
contenue dans A, la fermeture M est une région invariante.

En effet, si P est un point de M, K(P)CM est trivial. Donc nous pouvons
supposer que P est un point de M — M ; alors il existe une suite { P, de points
de 'ensemble M qui converge vers le point P pour n — w. Soit P(¢,) un point
quelconque de la caractéristique totale P(/)UP(s); d’aprés le n° 11, on a

lim P,(t)="P(z,). Or, les points P, appartenant & I’ensemble M, on a
n>»

P,(t,)€M, puisque, par hypothése, M est invariant. Donc nous avons P(z,)€M.
Comme ¢, est arbitraire, nous avons

P(tyuPl(s)cM, dou K(P)=P(t)uP(s)cM.

Or, P est un point arbitraire de I’ensemble M, donc M est invariant.
Comme conséquence directe des deux théorémes précédents, on a le

CoroLLAIRE. — St B est un sous-domaine invariant du domaine A dont la ferme-

ture B est contenue dans A, la fermeture B et la frontiére B du domaine B sont
invariantes. ’

CHAPITRE III.

PROLONGEMENT.
1. -~ Prolongement indirect.
41, Dirmtion. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A; nous

appelons un point Q point de prolongement indirect au sens positif du point P,
s'il existe une suite {P,} de points du domaine A et une suite {1, de valeurs non
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 41
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négatives de t, telles que l'on ait .

Iim P,—=P et Lim P,(¢,) = Q.
n> = n>»
On définit de méme les points de prolongement indirect au sens négatif d'un point
de la fermeture A.
Nous désignons par D*(P) et par D= (P) les ensembles des points de prolonge-
ment du point P au sens positif et au sens négatif respectivement, et nous posons

D(P)=D+(P)uD—(P).

TutoriME. — St P est un point de la fermeture A du domaine A, Pensemble D*(P)
contient le point P et, de plus, si P appartient au domaine A, il contient la demi-
caractéristique positive P(t).

En effet, puisque P est un point de la fermeture A du domaine A, il existe une
suite {P,} de points du domaine A qui converge vers P pour n . Posons
t,=o03 nous avons P,(z,)=P,, d’ot lim P,(z,)=P; par conséquent P est un

n>®
point de I’ensemble D+(P).

“Supposons que P soit un point du domaine A, de sorte que la solution P(¢)
soit définie pour — « <t <. Soit z, une valeur positive quelconque inférieure
af3; posons

P,=P et th=1t,;

on voit facilement que ’on a

lim P, =P et lim P,(2) =P ().
ny« n>»
Par conséquent P(z,) appartient & D~(P). Or, ¢, est une valeur positive
quelconqueinférieurea 3, donclademi-caractéristique positive P(¢) est contenue
dans D+(P).

42. Soit Q un point quelconque de I’ensemble D*(P), P étant un point de la
fermeture A du domaine A ; supposons que le point Q appartienne au domaine A,
de sorte que la solution Q(¢) soit définie pour — a < t< b, a, b étant positifs
ou infinis. Soit ¢, une valeur quelconque de comprise entre — a et b, et posons
Q= Q(t).

Désignons par U(Q,) un vmsmage quelconque du point Q,; d’aprés le
théoréme du n° 11, pour un voisinage assez petit U(Q) du point Q, on a

U(Q) (2)CU(Qu)-

Or, par hypothése, Q appartienta D*(P), doncil existe une suite { P,} de points
du domaine A et une suite {¢,} de valeurs non négatives de ¢, telles que I'on ait

lim P,=1P et Lim P, (¢,) =0,
n>w n>=»
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d’otr .
' Pn(tn)eU(Q)
pour n assez grand.
Par conséquent, on a, pour n assez grand,

P.(t,+ )€ U(Q) (£&,)cU(Q,), d’ou Lm P, (t,+ t,) = Q= Q(&).
n>w»

Donc, si I'on peut extraire une infinité d’éléments non négatifs 7, + ¢z, de la
suite | ¢, ¢,{, Q(¢,) appartient & I'’ensemble D*(P).
Posons

lim ¢, = 1> o,
> %

de sorte que, si 'on désigne par ¢ un nombre positif quelconque, on a, pour
n assez grand, , '
{,>t—z¢, d’ou Ly 1> 0,
sil'ona ¢, > —¢;en conséquence Q(¢,) appartient 3 D~(P).
Supposons d’abord que l'on ait —a < —¢—o0, de sorte que Q(—1) soit
défini et appartienne & la demi-caractéristique négative Q(s).
D’aprés la définition de ¢ donnée ci-dessus, on peut extraire une suite

partielle {7, de la suite {,], telle que I'on ait lim ¢, = ¢, de sorte que l'on ait
n>»

lim ( t, ——?) = o.
>

Désignons par Q,, les points P, (4, ), de sorte que l'on a

(;)/I’ ("7) — P/t’(’/l' _;> 5

d’autre part nous avons

lim Q=0 et limQu(—¢)=Q(—17).
n'y>»

n>=»
Or, on a, pour »’ assez grand,

Qu(—t)=Ply—t)=P, dott  lim Qu(— t,)=Q(—7)=lim P,, =P,
nw>» n>w

d’apreés le n° 12, puisque I'on a l,im (—ty)=—1, et que la suite { P, | est une
suite partielle de la suite { P, |, cent?e”derniére étant convergente vers P.
L’égalité Q(— 1) =P signifie que le point P appartient i la demi-caractéris-
tique négative Q(s), ce qui revient a dire que le point Q appartient & la demi-
caractéristique positive P(2), et’ona Q= P(¢). Doncla condition —a<’—7—~0
est équivalente a la condition o —¢ < 3.
Supposons maintenant que I’on ait

lim 1, == t; ",

no>n
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pour toute valeur ¢, de ¢, —a <t,< b, il existe une infinité d’éléments non
négatifs z,+¢,, donc la caractéristique totale Q(¢)UQ(s) est contenue dans’
D+(P).

En conséquence, s’il existe une suite {¢,} de valeurs non négativés»dé t, telle
que 'en ait

lim P,(¢) =Q et lim ¢,>. a,
n>x n>ax

avec une certaine suite | P,} de points du domaine A qui converge vers le
point P pour n—>oc, la caractéristique totale Q(2)UQ(s) est contenue dans
D+(P).

Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant :

TutoriME. — Soit Q un point quelconque de ’ensemble D+(P), P étant un point de
la fermeture A du domaine A ; si le point () appartient au domaine A, ou bien la
caractéristique totale Q1)U Q(s) est contenue dans D+(P), ou bien il existe une
valeur —t, 0 =t < a, telle que Q(t) soit contenu dans D+(P) pour — t — 1 < b.
Pour que Uon soit dans le second cas de Ualternative, il faut et il suffit que le point Q
soit un point P(Z), ?\ﬁ o, de la demi-caractéristique positive P(t), P appartenant
au domaine A et que Uon ait

ot=lim¢, <fB
n->z

pour toute suite | L, } telle que U'on ait

lim P, (£,) = Q,
ny>=»
avec une certaine suite | P} de points du domaine A'qui converge vers le point P
pour n— .,

¢

43. Considérons d’un peu plus prés le second cas de I'alternative du théoréme
précédent, et conservons les notations. On peut cependant supposer sans
restreindre la généralité que 'on a

lim ¢,= ¢.
n>»

Soit P’ un point quelconque de ’ensemble D+(P) n’appartenant pas a la demi-
caractéristique positive P(z), de sorte qu’il existe une suite { #,} de valeurs non
négatives de ¢, telle que I'on ait

lim P, (¢,) =P, lim #/= ¢>5,

n>» rl.;o.o
avec une certaine suite {P,} de points du domaine A qui converge vers le
point P pour n—> .
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Désignons par Q, les points P (4,) (n=1,2...), de sorte que I'on a, d’apres
le n° 12,
Iim Q,=lim P, (£,) =0Q = P(Z},
npw® >

puisque I’on a lim P, =P et lim ¢,= ¢, par hypothése. Or, nous avons
ny» n>=

lim Q,(7,) =lim P, (¢, +7,) =P,

n>» n>w»

ou 7, désignent les différences z,—7,, qui sont positives pour n assez grand,

puisque, comme on I'a vu, lim 7, est au moins égale a 3, donc supérieure 2 z.
n>=

Par conséquent P’ appartient & D+(Q) et d’ailleurs P’ n’appartient pas a la
demi-caractéristique positive Q(z), puisque cette derniére est contenue dans la
demi-caractéristique positive P(z), qui, par hypothése, ne contient pas le
point P’.

Réciproquement, supposons que Q' soit un point de I'ensemble D+(P)
n’appartenant pas a la demi-caractéristique positive Q(z). D’aprés le théoréme
précédent, il existe une suite { 7.} de valeurs non négatives de z, telle que
I'on ait

lim Q) () =Q', _I_I_IE >0,

n>=» n>
ou {Q,} désigne une certaine suite de points du domaine A qui converge
vers Q pour » — «.

Comme nous avons Q = P(z), nous avons lim Q,(—z)=P; donc, si I'on
>»

désigne par P’, les points Q),(—17), on a
lim P,=P et lim P,(r,+¢)=lim Q) (z,) = Q".
ny>w nyw» : nyw

Or, les valeurs 7, sont non négatives et I'on a lim 7,5, donc on a
ny>»

im (t,+2)> b4 1.
ny>» A

Puisque, par hypothése, on a Q=P(z), on a
B=b-+1¢, dou lim(r,+12)X0,
n>®
c’est-a-dire que le point Q est un point de ’ensemble D+(P) n’appartenant pas

a la demi-caractéristique positive P(2).
Par conséquent nous avons le

TutoriME. — Soit Q un point de la demi-caractéristique positive P(t), P étant
un point du domaine A ; si la demi-caractéristique négative Q(s) n'est pas contenue
dans Uensemble "D+(P), lensemble D+(Q) — Q(¢) coincide avec [ensemble
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D+=(P)—P(t),0uQ(t) et P(1)désignent les demi-caractéristiques positives partant
des points Q et P respectivement. ‘

4. Revenons au premier cas de l'alternative du théoreme du n° 42, et
supposons que Q soit un point de la demi-caractéristique positive P(z), P étant
un point du domaine A, de sorte que ’on ait P(z,)=Q,. ou ¢, désigne une
certaine valeur non négative de 7, 0= ¢,< .

Soit Q" un point quelconque de la caractéristique positive P(z), de sorte que
I'on ait Q'=P’(?'), ol ¢’ est une certaine valeur non négative de z; je dis qu’il
existe une suite {¢,} de valeurs non négatives de ¢ et une suite { P} de points du
domaine A qui converge vers le point P pour n >0, telles que ’on ait

lim P, (£,) = Q' et lim £, 6.
ny = n>x»

En effet, d’aprés le théoréme du n° 42, il existe une suite {z,} de valeurs non
négatives de ¢, telle que I'on ait

im P, (2,)=0Q ‘et lim#,=1>3,

n>x P
ou {P,} désigne une certaine suite de points du domaine A qui converge vers P
pour n— o . Posons

P, =P, et =+ (I'—¢t,),

de sorte que l'on a

lim P/ (£,) =lim Py (tut (' — t,)) = Q';

n>=» n>»

donc il ne reste plus a démontrer que la condition
lim #,> 3.
e
Si ' — ¢, est non négatif, ou si 3 est infini, ladémonstration est déja achevée.
Supposons donc que ¢ —¢, soit négatif et que { soit fini. Or, les inégalités

lim 7,> 3 > ¢, entrainent
ny>»

lim ¢, =00+ (I — 1) > ¢,

n>=

donc, si nous avions lim ¢, = ¢ <3, nous aurions
ny»»

lim P, (4,) =P(¢)=0Q' =P(¢),
n>x»

c’est-a-dire que P(#) serait périodique, de sorte que {3 serait infini, contraire-
ment 4 notre hypothése. Donc on a lim ¢/ f3.
ny»
Par conséquent, d’aprés le théoreme du n° 42, la caractéristique totale

Q'(2)UQ'(s)est également contenue dans 1'ensemble D+(P), pour tout point Q'
de la caractéristique positive P(z). Je dis en outre que D*(Q) coincide avec
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D*(P). En effet, soit P’ un point quelconque de I'ensemble D+(Q), de sorte qu’il

existeune suite { z,} devaleurs non négatives dez, telle que 'onaitlim Q () =P,
ny» »

ou Q' désigne une certaine suite de points du domaine A qui converge vers le
point Q=P(z) pour n—>ow. A cause de cette derniére convergence, on a
lim Q/, (— ¢) = P. Désignons par P, les points Q,(— r>(n =1, 2,...), de sorte

N>
que 'on a

limP,—=P et limP,(¢,+¢)=P';
n> % ny»
donc le point P" appartient a D+(P).

Soit Q’ un point quelconque de 'ensemble D+(P), de sorte qu ‘il existe une
suite{¢,} de valeurs non négatives de ¢, telle que 'on ait

lim Q,(¢,) =0’ et lim t,lkﬁ
- ny= n)w'

avec une certaine suite {(Q’,} de points du domaine A qui converge vers le point P
pour 7 — a. Désignons par Q’, les points Q! (¢) (n=1, 2,...);0na

lim Q;, (4, —2)=0Q et limQ,=Q,
n>=»

puisque 'on a Q,= Q' (—¢); et les deux inégalités lim 7,>~. B et ¢ < { entraine
ny>
t,— t>> o0 pour n assez grand, ce qui achéve la démonstration.

En conséquence nous avons le

THEOREME.
par un point Q de la demi-caractéristique positive P(t) est contenue dans
U’ensemble D+(P), pour tout point Q' de la caractéristique totale P(1)UP(s),
Densemble D+(Q") coincide avec l'ensemble D+(P). '

En rappelant le second cas de I'alternative du théoréme du n° 42, on voit
facilement le ’

TutoriMe. — Soit P un point du domaine A ; supposons qu’il existe une suite {1,
de valeurs non négatives de t, dont la limite inférieure soit supérieure ou égale a 3
et une suite { P,} de points du domaine A qui converge vers le point P pour n —~ =,
ces deux limites étant telles que la suite | P,(t,)} converge, pour n— o, vers un
point de la demi-caractéristique positive P(t). Alors la caractéristique totale
P(2)UP(s) est contenue dans U'ensemble D+(P); si l'on désigne par Q un point
quelconque de la caractéristique totale P(t)UP(s), U'ensemble D*(Q) coincide avec
Lensemble D+(P).

45. TatorREME. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A ; les ensembles
D*(P), D=(P) et D(P) sont : 1° fermés et 2° connexes.
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En effet, soit Q un point quelconque de la fermeture D~(P), de sorte qu’il
existe une suite { Q,} de points de I'ensemble D+(P) qui converge vers Q pour
n->x. L’hypothése Q,€D*(P) entraine que, pour chaque nombre =, il existe
une suite {z,.} de valeurs non négatives de 7 et une suite {P,.| de points du
domaine A, telles que 1'on ait

Lim P () = Qn et lm P, =P (rn=1,2,...).
k>m k> =

Soient { U,(P)} et { U,(Q)} deux suites de voisinages de P et Q qui tendent

respectivement vers P et Q pour /o ; I'hypothése lim Q,=Q montre
ny»»

que 'on a Q, € U,(Q) pour = assez grand. Soit 7, un nombre 7 qui satisfasse a

cette condition ; sil’on désigne par U(Q,,) un voisinage assez petit du point Q,,,,.

on a U(Q,)cU,(Q). Or, les hypothéses limP,,=P pour tout nombre n et
k>

E.Lm P,.(t..) =Q, entrainent, pour / assez grand,
PoueU(P) et Pou(tu)eU(Q,)cl,(Q).
Soit &, un nombre £ qui satisfasse a cette condition ; posons
Pu, =Py, gy = 11y
de sorte que ¢ soit\ non négatif et que I’on ait
Pe UI(P,) et P;(¢)eU;(Q).

Comme les deux suites {U,(P)} et {U,(Q)} tendent respectivement vers P et
Q pour />, les suiles { P;} et { P,(#)} ainsi déterminées convergent respecti—
vement vers P et Q pour/— .

Par conséquent le point Q appartient a I’ensemble D+(P). Donc nous
avons D*(P)c D+(P), ce qui montre que I'ensemble D+(P) est fermé.

De la méme maniére on démontre que ’ensemble D—(P)estfermé; en consé-
quence la réunion D (P) des deux ensembles fermés D~(P) et D=(P) est fermée.

Etant donné que D+(P) est fermé, si D*(P) n’était pas connexe, il existerait
deux ensembles fermés non vides et disjoints, soient F, et F,, dont la réunion
serait D+(P):

D+(P)=F,UF,, Fi#a (t=1, 2), F,.nF,—=a.

Soient U(F,)et U(F,) deux voisinages des ensembles fermés F, et F, respec-
tivement, tels que I'on ait

UF)nTU(F,) =g.

Supposons que le point P appartienne & I'ensemble F, et désignons par Q un
point de 'ensemble F,. Larelation Q € D*(P) entraine qu’il existe une suite {z,}
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de valeurs non négatives de ¢ et une suite { P, de points du domaine A, telles
que I’on ait

lim P,=P et lim P,,(t,L) =,
">z n>=z

de sorte que I’on ait ;
P,eU(F,) et P.(t:) e U(F,)
pour n assez grand.

Or, les solutions P,(¢) sont continues, donc pour ohaque valeur assez grande
de n, il existe une valeur 7, de  comprise entre zéro et z,, telle que I'on ait

Po(t) & U(F)uT ().
Soit Q' un pdint d’accumulation de ’ensemble {P,(<,)}; on voit que 'on a
Q'¢U(F,)uU(F,),

done, on peut extraire une suite {P,.(=,.)} de ’ensemble | P,(<,)!, de maniére
p i t
que P'on ait
lim P, (7, ) = (.
ny>»

Or, la suite {P,} converge vers P pour n— o, donc sa suite partielle {P,, |
converge vers P pour n’ — o, ce qui montre que le-point Q" appartient a D+(P).
Puisque Q' n’appartient ni & U(F,), ni a U(F,), ni a fortiori A F, ou a F,, cette
conclusion Q'€D*(P) conduit 4 une contradiction avec I’hypothése

D+(P)=F,uF..

Par conséquent D*(P) est connexe.

On démontre de méme que I’ensemble D~(P) est connexe. Etant donné que
les deux ensembles D*(P) et D—(P) sont connexes, leur réunion D(P) est
‘connexe, puisque le point P appartient 2 D*(P) ainsi qu’a D—(P).

46. Soit P un point quelconque de la fermeture A du domaine A; si Q est un
point de Pensemble D+(P) appartenant au domaine A qui ne soit pas situé sur
la demi-caractéristique positive P(7), on a, d’apres le théoréme du n° 42,

Q(6)uQ(s)cD*(P).
Or, I'ensemble D+(P) est fermé, donc nous avons
K(Q)=Q(6)uQ(s)cD*(P).

Méme siQappartientala demi-caractéristique positive P(¢), ona Q(¢) c D*(P),
d’out
K+(Q)=Q()cD*(P).
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 42
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En' conséquence nousavons le

TutoriME. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A; si Q est un point
de U'ensemble D+(P) appartenant au domaine A, nous avons toujours

K+(Q)c b+ (P).
En outre st Q n’appartient pas a la demi-caractéristique positive P (t), nous avons

K(Q)=K*(Q)UK~(Q)cD+(P).

A7. TutoriMe. — Sotent P et Q deux points de la fermeture A du domaine A ;
pour qu'il existe deux suites {P,} et {Q,} de points de la fermeture A, telles que
Uon ait ’

lim P, =P, lim Q,=Q et 0, eD+(P,) (n=1, 2, ...).
n>w ny»

il faut et il suffit que Q appartienne d‘D““(P).

En effet, il est clair que la condition est suffisante, puisque D*(P,) contient
la demi-caractéristique positive P,(?) et le point P,,.

Pour démontrer qu’elle est nécessaire, désignons par { U,(Q)} une suite de
voisinages du point Q qui tend vers Q pour k- . L'hypothése Q,&D*(P,)
entraine qu’il existe, pour chaque nombre n, une suite {P.,} de points
domaine A et une suite { ¢, | de valeurs non négatives de ¢, telles que 'on ait

limP,,=P, et LmP,(¢,) = Qx (n=1,2, ...).
I>% ~ [>w

Soit { Us(P)} une suite de voisinages du point P qui tend vers P pour # >«
nous avons, pour n assez grand,

P,e Ui(P) et QnEUk(Q).
Soit 7(k)un nombre n qui satisfasse a ces conditions; si I'on désigne par U(P,u)

et U(Quu ) deux voisinages assez petits des points P, et Q, ) respectivement,
on a, pour / assez grand,

PIII(/{\EU(PHM‘»)CLJ/C(P) et le/.‘ EU(‘Q;[(AH)CF/\'((\?)-
Désignant par /(£) un nombre / qui satisfait a ces conditions, posons
Pl(km(/ﬂ = P’L R o < Lykynihy = l’k.

Comme la suite { Ux(P)} et la suite { U,(Q)} tendent vers P et Q respectivement
pour k£ — o, nous avons

limP,=P et limP,(£)=0,
k> k>

ce qui montre que le point Q appartient a D*(P).
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48. TuroriME. — Sotent P et ) deux points de la fermeture A du domaine A ;
pour qu’il existe deux suites | P,} et | Q,} de points du domaine’A, telles que l’on
art '

lim P,= P, lim Q, =) et Q.€ K+ (Py,) (n=1, 2, ...),
nyz "y =

il faut et il suffit que Q appartienne a D*(P).

En effet, d’aprés le théoréme précédent, il faut que 1'on ait Q& D+(P), car
'on a
K+(P,)cD*(P,);

et, par définition, il suffit que I'on ait Q€ D+(P), puisque I'on a
K+(P,)>P.(8).

49. Si M est un sous-ensemble dela fermeture A du domaine A, nous posons
comme toujours

DH(M) = U DH(P),  D—(M)= U D—(P)
PeM reM

et
D(M)=D+(M)uD—(M).

Supposons que U soit un sous-ensemble ouvert du domaine A; soit Q un
point quelconque de ’ensemble D*(U), de sorte qu’il existe un point P de
I’ensemble ouvert U, tel que 'on ait Q&€ D*(P). D’apres le théoréeme précédent,
il existe une suite { P, } de points du domaine A qui converge vers P pourn — o,
et telle qu'une certaine suite { Q, }, chaque Q, étant extrait de ’ensemble D+(P,),
converge vers Q pour n — .

En conséquence on a, pour n assez grand,

P,eU et Qne K+(P,)cK+(U),
d’ou
QeK+(U);
comme () est un point arbitraire de I'ensemble D*( U), nous avons le

TrrorEME. — Si l’on désigne par U un sous-ensemble ouvert du domaine A, on a
K=(0)>D+(U).

50." Supposons que M soit une région invariante et désignons par P un point
de la fermeture A n’appartenant pas i la fermeture M. Supposons que l'inter-
section de I'ensemble D+(P) et de I'intérieur M de la région M ne soit pas vide
et désignons par Q un point de I'intersection D+(P)n M.

L’hypothése Q€M entraine que, pour un assez petit voisinage U(Q) de Q,
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on a U(Q)cM et I'hypothése P M montre qu’il existe un voisinage U(P) du
point P, tel que I'on ait U(P)NM =¢; en conséquence on a
' UP)NUQ)=go.

A cause de 'hypothése Q€D*(P), il existe une suite {z,} de valeurs non néga-
tives de ¢z, telle que ’on ait
. limP,(t,)=0Q,
ny»=»
avec une certaine suite {P,| de points du domaine A qui converge vers P
pour n — . Donc, pour n assez grand, on a
l)nEU(P) et Q,,—_—P,,(In)EU(Q),
d’ou S
Q.,€eU(Q)cMcM et  P,=0Q.(—t)eM,
ce qui est en contradiction avec I’hypothése que M est une région invariante.
Donc nous avons le

Tutorime. — St M est une région invariante, pour tout point P en dehors de la

fermeture M de la région M, Uensemble D+(P) est disjoint d’avec Uintérieur M
de M. '

Si M est ouvert, I'intérieur M de M coincide avec M. En conséquence nous
avons le ‘

CoroLLAIRE. — St M est une région invariante ouverte, et si l’on désigne par P

un point quelconque en dehors de la fermeture M de M, Uensemble D*(P) est
disjoint d’avec I’ensemble M.

51. TutorimE. — Soit P un point du domaine Aj; st Q est un point de
Uensemble L+(P), U’ensemble D+(Q) ainsi que U’ensemble D=(Q) contiennent
Uensemble L+(P).

En effet, soit Q" un point quelconque de I'ensemble L*(P); comme Q appar-
tient également a L~(P), il existe deux suites {#,} et {#, | de valeurs de ¢, telles

que I'on ait
limP(z,)=0Q, limP(¢,)=Q'
¢ n>w n»x»
e

0LL< << < Uy, .—>f3, 0Lt < < <>

4 cause des deux derniéres.conditions, on peut extraire une suite par-
tielle {¢,,,} de la suite{z,} et une suite partielle {7, } de la suite {z,}, telles que
I'on ait . ‘
. tn<tyim et 0Ll <l <o < lmy<<...—>B,
e
L<tm et o=l <lp< - <lym<...>f

pour tout nombre .
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Posons
P,=—P(¢,), b=l — tn>0 et ly=l,— ln<o;

on voit qu'en tant que suite partielle de la suite { P(7,)}, chacune des deux
suites | P,(2,){ et } Py, (2,) } converge vers le point Q' pour n-»%, puisque
I'on a :
Pu(l)=P(4,) et Pu(l)=P).

Donc nous avons

D+ et D=(Q)>30Q/,
puisque nous avons \

Pr=P(t,)->0Q pour n-»>cc.

Or, Q est un point arbitraire de 'ensemble L*(P), donc nous avons
D=(Q)>L+(P) et D-(Q)>L+(P).
On remarque que I'ensemble des points de prolongement indirect au sens

négatif d’un point limite Q au sens positif du point P contient ’ensemble des
points limites au sens positif du point P.

52. Considéronsencore 'ensemble D~(P), P étant un point de la fermeture A
du domaine A. Si ’on désigne par Q un point quelconque de ’ensemble D+(P),
il existe une suite { P, | de points du domaine A et une suite {7, | de valeurs non
négatives de ¢, telles que 1’on ait 4

limP,—=P et lm P, (¢) =Q.
P n>w

Posons '

Qn="P.(t,) el U, =— ty,
de sorte que les valeurs ¢, sont non positives, et que ’'on a

lim Q,=Q et lim Q,(¢,) =P.
ny> o= ny»

Par conséquent nous avons le
TukoriMe. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A; si U'on désigne
par Q un point quelconque de ’ensemble D+(P), on a

D—(Q)>P.

Nous appellerons réversibilité cette propriété du prolongement indirect.

53. Soient P un point de la fermeture A du domaine A et Q un point de
I'ensemble D+(P). Le théoréme précédent montre que I’on a

D-(Q)>P;

donc, d’aprés le théoréme du n° 42, si le point Q n’appartient pas a la demi-
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caractéristique positive P(¢), ou si le point P n’appartient pas a la demi-carac-
téristique négative Q(s), on a

D=(Q)>P(£)uP(s)
et dans le cas contraire, on a _
D=(Q)>P(¢),
d’ou
D=(Q)5K(P) et D=(Q)>K~(P)
respectivement.

Donc nous avons le

TutorkMe. — Soit P un point du domaine Aj si Q désigne un point de
l’ensemble D*~(P), on a
D=(Q)>K+(P)
st le point ) appartient a la demi-caractéristique positive P(1), et

D-(Q)>K(P)

st le point Q n’appartient pas a la demi-caractéristique positive P(t).

Il. — Prolongement secondaire.

54. DeriNiTION. — Soiz P un point de la fermeture A du domaine A; on dit
qu’un point () est point.de prolongement secondaire direct au sens positif du point P,
s"tl existe un nombre fini, soit N—1, de p()z'nts P, P,, Py, ..., Py, tels qué Uon
ait

PeD+ (Vi) (i=1,2 ...,N),

P, Py désignant les points P et  respectivement.

On définit de méme les points de prolongement secondaire direct au sens négatif
du point P. Nous désignons par E*(P) et E-(P) les ensembles de points de prolon-
gement secondaire direct du point P respectivement au sens positif et au sens
négatif. Nous posons comme toujours

E(P)y= B+ (Pyuki-(D).
55. On démontre facilement le théoréme suivant :

THEOREME. — 1° Soit P un point de la fermeture A du domaine A, on a

L+ (P)sDh+(P)aP et E-(P)>D-(P)>P.
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2 Soit Q un point de I'ensemble E+(P), P étant un point de la fermeture A du
domaine A, on a

EX(P)2EX(Q)>D*(Q)3Q et E~(Q)>E~(P)>D(P)>P.

Nous appellerons réversibilité cette derniére propriété du prolongement secon-
daire direct.

3° Pour tout point Q de E+(P), si P est un point dela frontiére A du domaine A,
ou pour les points n’appartenant pas a la demi-caractéristique positive P(t), quand
bien méme P serait un point du domaine A, on a

E+(P)>Q(£)uQ(s).

On remarque que les ensembles E+(P), E-(P) et E(P) ne sont pas toujours
fermés, mais on démontre facilement qu’ils sont connexes.

Soit M un sous-ensemble de la fermeture A du domaine A ; on pose

E+(M)=— U E~(P), E-(M)= U E-(P)

reM PeM
et ~
E(M)=E+(M)uE~-(M).

56. Derinition. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A ; nous appe-
lons un point Q de la fermeture A point de prolongement secondaire indirect au
sens positif du point P, sil existe deux suites {P, | et {Q,} de points de la ferme-

<

ture A, telles que U'on ait

limP,=P, LimQ,=Q et E~(P,)30Q,.
ny o n>»

On définit de méme les points de prolongement secondaire indirect au sens
négatif du point P.

Nous désignons par ¥+(P) et F=(P) les ensembles de points de prolongement
secondaire indirect du point P respectivement au sens positif et au sens négatif, et
posons

F(P)=F+(P)uF-(P).

Soit Q un point quelconque de ’ensemble E*(P), P étant un point de la fer-

meture A du domaine A; posons
P,=Pr et =0,
de sorte que I’on a

lim P,—=P, 1limQ,=0Q., E+~(P,)30,,
n>=z "z

ce qui montre que le point Q appartient a I'ensemble F+(P); or, Q est un point
arbitraire de ’ensemble E+(P), donc nous avons le
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TukoriMe. — ST P est un point de la fermeture A du domaine A, on a

Fr(P)>E+(P).

57. Soient P et Q deux points de la fermeture A du domaine A; supposons
qu’'il existe deux suites {P,} et {Q,} de points de la fermeture A, telles que
Pon ait

lim P,=P, 1limQ,=Q et F~(P,)30Q,.

n>= ny> =
Soient { Uy(P) et | U, (Q)| deux suites de voisinages des points P et Q qui
tendent respectivement vers les points P et Q pour £ — o la convergence des
suites { P, } et {Q,} entraine que Ion a, pour n assez grand,

lrik(P)BPn et l,A(Q)anlﬂ

en conséquence il existe deux voisinages U(P,) et U(Q,) des points P, et Q,
respectivement, tels que I'on ait ’

L(Pa)clg(P)y et U(Qu)Cl4(Q).

Or, I'hypothése Q, € F~(P,) montre que, pour chaque nombre », il existe deux
suites { P, | et {Q;, |, telles que I'on ait

llm l)lu: l)/u liIIl (\)/n: (\)u et (\)//z € Dy (Pllt )7
[> = [>=»

donc on a, pour / et n assez grands,
PreUi(P) et Qe U,(Q).

Soit [{( k), n(k)] une paire des deux nombres m et n, qui satistasse a ces condi-
tions;.posons ’
Pie="Punmry, Q= Qupnits>
de sorte que 'on a
lim P, =P, limQ,=0 et O,eE*(Py);
k> »n hk>w
c’est-a-dire que Q appartient a I’ensemble F+(P).
Réciproquement, si I'on désigne par Q un point de 'ensemble F+(P), il est
clair qu'il existe deux suites {P,} et {Q,} de points de la fermeture A, telles

que l'on ait
lim P,=P, Iim Q=20Q et Qe F+(P,),
nyw» ny o )
puisque I'on a
E+(P,)cF+(P,),
d’apres le n° 56.
Donc nous avons le

Tukorkme. — Sotent P et Q deux points de la fermeture A du domaine A5 pour
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qu'tl existe deux suites { P} et | Q, | de points de la fermeture A, telles que I'on ait

lim P,=P, IimQ,=Q et Q,eF+~(P,),
n>» ny»>»

il faut et il suffit que le point Q appartienne a l’ensemble F+(P).

58. TutorkME. — Si P est un point de la fermeture A du domaine A,
Densemble F+(P) est : 1° fermé et 2° connexe.

1° Eu effet, soit Q un point d’accumulation quelconque de ’ensemble F+(P),
de sorte qu’il existe une suite {Q,} de points de I'ensemble F+(P), telle que
Pon ait lim Q,= Q. Posons

" P,—P;
nous avons
lim P,=P et Q.eF+(P,);
\ n>w»

donc Q appartient a I'ensemble F+(P), d’aprés le théoréme du numéro preé-
cédent. Par conséquent I’ensemble F+(P) est fermé, puisque, par hypothése,
Q est un point d’accumulation arbitraire de ’ensemble F~(P).

2° Supposons que F+(P) ne soit pas connexe; nous pouvons décomposer
’ensemble F+(P) qui est fermé, d’aprés ce que nous venons de démontrer, en
deux ensembles fermés non vides et disjoints F, et F, :

F+(P)=F,uF,, F£¢ (i=1,2), F,nF,=g.

Soient U(F,) et U(F,) deux voisinages des deux ensembles fermés F, et F, res-
pectivement, tels que l'on ait

UF)nU(F,)=g.

Supposons que le point P appartienne a I’ensemble F,, et désignons par Q un
point de I'ensemble F,.

Comme I'on a Qe€F+(P), il existe une suite {Q,} de points, dont chaque
élément Q, appartient & 'ensemble E+(P,), ou { P,} est une certaine suite qui
converge vers le point P, et telle que ’on ait [im Q,= Q. Donc nous avons

n> o

P,eU(F,) et Qre€ U(F,),

pournassezgrand. A causede cesrelationsetde laconnexitédel’ensemble E+(P,,),
on peut extraire un point Q, de chaque ensemble E+(P,), tel que I’on ait, pour
n assez grand,

Q.¢ U(F,) u U(F.);

en conséquence on peut extraire une suite partielle { Q). } de la suite {Q.}], telle
que I'on ait

lim Q,=Q/,
n' > w
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 43
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Q' étant un point de la fermeture A n’appartenant ni 2 U(F,), ni & U(F,), ni
a fortiort a ¥, ou F,.

Or, la suite { P, {, en tant que suite partielle de la suite | P, |, doit converger
vers le point P, donc le point Q' est un point de ’ensemble F+~(P), puisque

I'on a
an’e E+(Pn’)’
ce qui nous conduit & une contradiction avec I’hypotheése
Fr(P)=F,uUF,.

Par conséquent F+~(P) est connexe.

CoroLLAIRE. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A, on a
F+(P)> E+(P).
En effet, d’aprés le n° 56, nous avons
F+(P)>1(P);
or, F+(P) est fermé, donc nous avons
F+(P)> E+(P).
59. TutoriMe. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A; si Q est un

point de l'ensemble ¥+(P), on a
F-(Q)>P.

Nous appellerons réversibilité cette propriété du prolongement secondaire
indirect.

En effet, il existe une suite | Q, | de points de la fermeture A, qui converge
vers Q pourn — o, et dont chaque élément Q, est extrait de ’ensemble E+(P,),
{P,} étant une certaine suite de points de la fermeture A qui converge vers le
point P pour n —o. Or, en raison de la réversibilité du prolongement secon-

daire direct, on a
E-(Q,)>P,, don F-(Q)>P.

60. Soit M un ensemble contenu dans la fermeture A du domaine A; nous
posons, comme toujours,

F+(M) = U F+(P), F—(M)= U F-(P)

PeM PeM
et

F(M) = F+(M)uF-(M).
TutoreME. — S7 U désigne un sous-ensemble ouvert du domaine A, on a

E+(U) >F+(U).
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On démontre ce théoréme en remplacant K et D par E et F respectivement
dans la démonstration du théoréme du n° 49.

61. TukoriMe. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A; si Uon
désigne par ) un point de ’ensemble ¥~(P) appartenant au domaine A, on a

K+ (Q)cF(P);

en outre, st l'on suppose que, quand P appartient au domaine A, le point Q n’est
pas un point de la demi-caractéristique positive P(t), on a

K(Q)cF+(P).

En effet, par définition, il existe deux suites {Q, } et | P, ! de points de la fer-
meture A, telles que I'on ait

lim P,=P, lim Q,=Q et O, €Er(P,).
ny» n>=»

.

Soit ¢, une valeur quelconque de l'intervalle de définition de la solution Q(¢),
et désignons par {U,(Q(%)) | une suite de voisinages du point Q(z,) qui tend
vers le point Q(¢,) pour £ —>o.
D’aprés le n° 11, il existe une suite { U,(Q)}| de voisinages du point Q, telle
que I’on ait
Ur(Q) (L) cUr(Q(t)) (k=1, 2, ...).

Or, la convergence de la suite {Q,} vers le point Q pour » — o entraine que
I'on a, pour » assez grand,

Q.eUr(Q)  (k=1,2,...),
donc si ’on désigne par (k) un nombre » qui satisfasse a cette condition, on a
Qi (o) € Ur(Q) (4) € Ux(Q (%)) (k=1, 2, o)

Posons
Ppy= P} et Qny (%) = Q% (k=1,2, ...);

par hypothése, on a
) E+(P) > Q% (— &) = Qnp-
Or, d’apres le n° 55, on a
E+(P%) > E*(Qngt) D Quer (2)

et, si P est un point de la frontiére A du domaine A, ou si Q n’appartient pas a
la demi-caractéristique positive P(z), quand bien méme P serait un point du
domaine A, on a

E+(P) S E*(Qux) D Quiy (£) U Qnity (5) 5
donc nous avons

E+ ()3 Q%
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ou bien pour toute valeur ¢, de ¢, ou bien pour toute valeur non négative ¢, de ¢
dans l'intervalle de définition de la solution Q(¢). En conséquence nous avons

F+(P)>Q(t)uQ(s) ou  F+(P)>Q(4).

Or, F+(P) est fermé, donc le théoréme est démontré.

CHAPITRE 1IV.

STABILITE.

I. — Stabilité faible.

62. DeriNitioN. — Nous disons qu'une région invariante fermée M est faiblement
stable au sens positif, si, pour tout voisinage U de ’ensemble fermé M, il existe
un voisinage V de M, tel que nous ayons

K+(V)cU.

La région invariante fermée M étant contenue dans le domaine A, si 'on
désigne par U un voisinage assez petit de M, U est contenu dans A. Donc K*(V)
est contenu dans A, a fortiori L+(V) également, ce qui montre que V() est
défini pour toute valeur posmve de z.

On définit de méme une région invariante fermée fazblement stable au sens
négatif.

Nous ajoutons le mot « faible » ou « faiblement » afin de distinguer une autre
sorte de stabilité que nous définirons dans le prochain paragraphe. Mais, si
nous ne considérons que la stabilité faible, comme dans ce paragraphe, nous
supprimoné le mot « faible » ou « faiblement ».

Nous disons qu’une région invariante fermée est stable aux deux sens, st elle est
stable au sens positif ainsi qu’au sens négatif. Une région invariante stable aux
deux sens, soit M, est dite centre au sens de Bendixson, si, pour tout point P en

dehors de M, on a
L(P)nM=g.

63. Turorime. — Soient M une région invariante fermée, et U un voisinage
quelconque de Uensemble fermé M ; chacune des trois paires de conditions suivantes
est équivalente.

1° M est stable au sens positif; il existe un voistnage de M, soit V, tel que on ait

D+(V)c U;

2° M est stable au sens négatif; il existe un voisinage de M, soit V, tel que l’on

ait '
D=(VYc U;
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3° M est stable aux deux sens; il existe un voisinage de M, sott V, tel que l'on
ait
D(V)cU.

En effet, supposons que M soit stable au sens positif, et désignons par U, un
voisinage de I'ensemble fermé M, dont la fermeture U, est contenue dans le
voisinage donné U de M. Par définition, il existe un voisinage V de M tel que
I'on ait K*(V)cU,. En conséquence, d’aprés le n° 49, nous avons

D+(V)cK+(V)cU,cl.

On démontre facilement la réciproque de ce que nous venons de démontrer,
car, d’aprés le théoreme du n° 42, on a toujotirs D*(P)>K+(P), pourvu que
le point P appartienne au domaine A, d’ou

D+(V)>K+(V),

puisque, si V est assez petit, V est contena dans A.

On démontre de méme ’équivalence de la deuxiéme paire de conditions et
celle de la troisiéme.

Nous remarquons que, d’aprés ce théoreme, méme si I’on remplacait K+, K-
par D+, D—, on ne pourrait pas faire extension de la notion de stabilité.

64. TrtorkME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit stable au sens
positif, il faut et il suffit que, pour tout point P n’appartenant pas a M, on ait

D-(P)nM =g.

En effet, supposons que M soit une région invariante stable au sens positif
et que l'intersection des deux ensembles D=(P) et M ne soit pas vide, P étant
un point n’appartenant pas a M, et désignons par Q un pointde I'intersection de
D-(P)etde M: QeD~(P)nM. L’hypothése MP P entraine que, si 'on désigne
par U(M) un voisinage assez petit de M et par U(P) un voisinage assez petit du
point P, ona UM)NU(P)=g.

Soit V(M) un voisinage quelconque de 'ensemble fermé M contenu dans
U(M). L’hypothése D=(P)>Q montre qu’il existe une suite { P, } de points du
domaine A et une suite {7, | de valeurs non positives de ¢, telles que I'on ait

limP,=P et  limP,(z)=0,
N>« np o

de sorte qu’a cause de I’hypothése Q€M, on a, pour n assez grand,
P,eU(P) et P,(t,)eV(M).
Soit 7, un nombre n satisfaisant i ces conditions et posons

Q'=P,(t,) et '=—1t,,
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de sorte que 'on a Q'(¢')=P, € U(P), ¢ étant non négatif. Or, par hypotheése,
nous avons U(P)NU(M) =g, donc nous avons

()¢ UM).
En conséquence, pour tout voisinage V(M) de I’ensemble M, la condition

V(M) (£)cU(M)

n’est pas vérifiée pour une certaine valeur non négative de .
Par conséquent, pour que M soit stable au sens positif, il faut que, pout tout
point P n’appartenant pas a M, on ait

D-(P)nM =g.

Supposons réciproquement (;ue, pour tout point P n’appartenant pas & M,
on ait D=(P)AM =g, M n’étant pas stable au sens positif. Je dis que cette
hypothése conduit a une contradiction. En effet, soit {V,(M)| une suite de
voisinages de I’ensemble fermé M qui tend vers M pour n > oo; il existe un
voisinage U de M, tel que, pour un certain point P, de chaque voisinage V,(M),
on ait

Pu(t)&U,

Z, étant une certaine valeur non négative de ¢, puisque, par hypothése, M n’est
pas stable au sens positif, Comme les points P,(z,) sont contenus dans le
domaine borné A, I'ensemble {P,(z,)} a des points d’accumulation dans la
fermeture A du domaine A; nous désignons un de ces points par P, de sorte que
’on peut extraire de la suite {P,(z,)! une suite partielle {P,(z,)}, telle que
cette suite converge vers le point P pour n’ - o et que la suite correspondante
{ P} soit également convergente; désignons par Q le point limite de la suite
{ P}, de sorte que 'on a D*(Q)2P, dou D-(P)3Q.

Comme, par hypothese, { V,,(M){ tend vers M pour ' — o, en tant que suite
partielle de la suite {V,(M)|, P, étant contenu dans { V,,(M)|, onaQe&M, ce
qui entraine que I'on a

D-(P)nM # g,
P n’appartenant pas a M, contrairement a notre hypothése.
Donc, pour que M soit stable au sens positif, il suffit que I'on ait

D“(P){'\M:Q,
pour tout point P n’appartenant pas a la région M.
Comme conséquence directe du théoréme que nous venons de démontrer,
onale
CorOLLAIRE. — Pour qu’une région invariante fermée M soit stable au sens

posttLf, 1l faut et 1l suffit qgue, pour tout pornt P n’appartenant pas a la région M,
I s que, p P 'pp P 8

on ait
E-(P)nM=g.
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65. TEOREME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit stable aux deux
sens, il faut et i suffit que, pour tout point P n’appartenant pas a la région M,
on ait

D(PYnM =g ou E(P)nM =g.

En effet, en combinant les deux conditions pour la stabilité au sens positif
et au sens négatif, on démontre ce théoréme.

Bien que nous ayons supposé dans la définition des centres au sens de
Bendixson que, pour tout point P en dehors de la région invariante fermée M
stable aux deux sens, nous avons L(P)NM =g, le théoréme précédent montre
que cette derniére condition est automatiquement remplie par toutes les régions
invariantes M stables aux deux sens, car nous avons D(P)DL(P) pour tout
point P du domaine A.

Donec nous avons le

TukorEME. — Pour qu’une région invariante fermée M soit centre au sens de
Bendixson, il faut et il suffit que M soit stable aux deux sens. '

66. TukoriME. — Pour qu’une région invariante fermée M soit stable au sens
positif, il faut et il suffit que, pour tout point P de la région M, on ait
DH(PyC M,

c’est-a-dire que lon ait
D+(M)C M.

En effet, s’il existait un point de M, soit P, tel que 'on ait D*(P)¢M, on
aurait D-(Q)>P €M, de sorte que I'on aurait

D=(Q)nM =g,

ou Q désigne un point de D*(P) n’appartenant pas i M.

Or, d’aprés le théoréme du n° 64, alors M n’est pas stable au sens positif,

donc pour que M soit stable au sens positif, il faut que, pour tout point de M,
“on ait
D+(P)cM.

Réciproquement, si M n’était pas stable au sens positif, pour un point Q en
dehors de la région M, on aurait D*(Q)NM £ g, d’apreés le n° 63. Désignons
par P un point de Vintersection D=(Q)NM; 'hypothése D=(Q)>P entraine
D+(P)2Q¢&M, P étant un point de la région M.

Donc, pour que M soit stable au sens positif, il suffit que, pour tout point P
de la région M, on ait

D+(P)c M. )
Comme au n° 64, on déduit facilement le

CorROLLAIRE. — Pour qu’une région invariante fermée M soit stable au sens
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posttif, il faut et il suffit que, pour tout point P de la région M, on ait
EX(P)cM,
c’est-d-dire que l'on aut
-E+(M)cM.

67. De la méme maniére qu’au n° 65, on voit que la condition nécessaire et
suffisante pour la stabilité aux deux sens d'une région invariante fermée M est

D(M)c M.

Examinons cette derniére condition d’'un peu plus prés. Cette condition
entraine que, pour tout point P de I'ensemble M, la caractéristique totale
P(¢)UP(s) est contenue dans M, puisque 'on a P(2) UP(s)cD(P). Donc nous
avons

M(¢)cM,

pourvu que M(¢) soit défini. Or, par hypotheése, M est fermé, done, il existe un
nombre positif ¢, tel que M(?) soit défini pour [¢|<e. A I'aide du lemme du
n® 39, considérant que M est fermé, on démontre que I’ensemble M est invariant.
Donc, méme si I’on ne suppose pas que M soit invariant, M doit étre une région
invariante stable aux deux sens, pourvu que 'ensemble M soit fermé et que I'on
ait D*(M)c M.

Ainsi nous avons le

TutoriMe. — Pour qu’un sous-ensemble fermé M du domaine A soit une région
invariante aux deux sens, il faut et il suffit que ’on ait

D(M)cM.

On remarque que les trois conditions suivantes sont équivalentes :

D(M)cM, DM)=M, EM)=M,

M étant un sous-ensemble du domaine A.

.II. — Stabilité forte.

68. Par analogie avec la définition des points isolés, nous disons qu'un
ensemble fermé satisfaisant & une condition (C) est isolé en tant qu’ensemble
satisfaisant a la condition (C), s'il existe un voisinage U de I’ensemble fermé M,
dans lequel il Wy a plus d’ensembles satisfaisant a la condition (C), excepté les
sous-ensembles de M.

69. DermiTioN. — Nous disons qu’une région invariante fermée M est fortement
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stable au sens positif, si, pour tout voisinage U de ['ensemble M, il existe un
voisinage de M, tel que Uon ait
E+(V)cU.

On définit de méme la stabilité forte au sens négatif.

Une région invariante fermée fortement stable au sens positif ainsi qu’au sens
négatif est dite fortement stable aux deux sens. Une région invariante fermée M
Jortement stable aux deux sens est appelée centre au sens fort, si, pour tout point P
en dehors de la région M, on a :
E(P)AM =g.

Si I'on désigne par B un sous-ensemble quelconque de I’ensemble A et par P
un point quelconque de A, nous avons, d’aprés le n° 55,

+(B)>K*(B), E~(B)>K-(B), E(B)>K(B)
et
E(P)>K(P).

Donc on démontre facilement le

TueoriME. — Une région invariante fermée fortement stable au sens positif, au
sens négatif, ou aux deux sens est respectivement faiblement stable au sens positif,
au sens négatif, ou aux deux sens.

Un centre au sens fort est un centre au sens de Bendixson.

70. Tuorime. — Soit M une région invariante fermée; pour que M soit forte-
ment stable au sens positif, il faut et il suffit que, pour tout voisinage U de
Uensemble fermé M, il existe un voisinage V de Uensemble fermé M, tel que
lon ait

F+~(V)ycU.

En elfet, soit U, un voisinage assez petit de M, dont la fermeture U, est
contenue dans U. Si I'on suppose que M est fortement stable au sens positif,
par définition, il existe un voisinage V de M tel que'on ait E+(V)c U,, de sorte
que I'on a v

E+(V)cU,cU.

Or, V étant ouvert, on a, d’aprés le n° 60, F*(V)C E~(V), d'ou
F+(V)cU.
Par conséquent la condition du théoreme est nécessaire.

Réciproquement, la relation générale F*(V)DE*(V) montre que, pour que
M soit fortement stable au sens positif, la condition du théoreme est suffisante.

71. Profitant de la réversibilité énoncée au n° 59, on démontre les deux
théorémes suivants, de la méme maniére que les théorémes des n* 64 et 65.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 44
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TukoREME. — Pour qu’une région invariante fermée M soit fortement stable aux
deux sens, il faut et il suffit que, pour tout point P en dehors de la region'M, on ait

F—-(PYnM =g.

TukOREME. — Pour qu’une région invariante fermée soit un centre au sens fort,
il faut et il suffit qu’elle soit fortement stable aux deux sens.

72. On démontre, de laméme maniére qu’aux n® 66 et 67, les deux théorémes
suivants.

-

TukoriME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit fortement stable au
sens positif, il faut et il suffit que, pour tout point P de I'ensemble M, on ait

F(P)cM,
c’est-a-dire que Uon ait
(M) c M.
TukoreME. — Pour qu'un ensemble fermé M soit une région invariante fermée

Jfortement stable aux deux sens, il faut et il suffit que, pour tout point P de
’ensemble M, on art

F(PycM,
c’est-a-dire que Uon ait

F(M)cM.

D’ ailleurs, cette derniére condition est équivalente a

F(M)=M.

73. TukoriME. — Pour qu’une région invariante fermée M farblement stable au
sens positif soit fortement stable au sens positif, il suffit que la région M soit isolée
en tant que région invariante fermdée qui n’est pas fortement stable au sens positif,
ou a fortiori en tant que région invariante.

En effet, si la région invariante fermée M faiblement stable au sens positif
n’était pas fortement stable au sens positif, il existerait un point P en dehorsde
la région M tel que I'on ait

D«(P)YnM=0u et F=(P)nM Z g.

Soient U un voisinage quelconque de la région fermée M, et U, un voisinage
de M dont la fermeture U, est contenue dans U et ne contient pas le point P.
D’apres la définition de la stabilité faible au sens positif, il existe un voisinage
V de M, tel que P'on ait K*(V)c(l,. Nous supposons que ce voisinage V est
assez petit pour que 'on ait VAD(P) = 0. Puisque I’ensemble fermé D—(P)
est disjoint d’avec I'ensemble fermé M, cette hypothése ne restreint pas la
généralité.
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Or, d’aprés le'n® 58, F~(P) est connexe, donc il existe un point de F(P),
soit Q, contenu dans V et n’appartenant pas a M. Les relations Q€V et
VND~(P)=¢ montrent que Q n’est pas un point de la demi-caractéristique
négative P(s) et que 'on a

L~(Q)c F~(P) et Q(t)cU,
d’ou
L+(Q)cU,cU.

Donc nous avons démontré qu’il y a dans U une région invariante fermée L+(Q).

Or F-(P)>Q montre F-(P)NnL*(Q)>44, P n’appartenant pas a U, ni
a fortiori 3 L*(Q), donc la région invariante L+(Q) n’est pas fortement stable
au sens positif, ce qui achéve la démonstration. '

CHAPITRE V.

Porxts ivrres (I1).

I. — CGas ou m est arbitraire.

74. Nous revenons a 'étude des points limites, et considérons ’ensemble
L*(P), P étant un point régulier du domaine A. ,

Nous commencons par le cas ou 3 est fini, de sorte que L+(P) est contenu
dans la frontiére A du domaine A. Supposons que L*(P) ne se réduise pas 4 un
seul point; désignons par M I’ensemble des points Q pour lesquels il existe une
suite { z,} de valeurs de ¢, telle que I’on ait

0L L<t<<...<,<...—>[, leP(t,,):Q

et

m

lim ¥ X(P(£,)) | = o

O

On voit sans peine que M est contenu dans L+(P). Je dis d’abord que
I’ensemble M est partout dense dans L~(P).

En effet, désignons par Q, un point quelconque de L~(P) et par U un voisi-
nage quelconque du point Q,. Comme, par hypothése, L*(P) ne se réduit pas a
un seul point, il existe un point Q, de L+(P) différent de Q,. Soient U, et U,
deux voisinages bornés du point Q,, tels que la fermeture U, de U, soit contenue
dans U et ne contienne pas le point Q, et que la fermeture U, soit contenue
dans U,.

Les hypothéses Q, € L*(P), Q.€L*(P) entrainent qu’il existe deux suites
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7.}, 1<, | de valeurs de ¢, telles que I’on ait
lim P(7,) =Q,, 02T <<l LTl >
n>=»

et

lim P (7)) = Q, 0T < Ty << L < T, < > B
ny>»

sans restreindre la généralité, on peut supposer que 'on a
0L < T, < << . <<, < T, <<...>B.

Or, le point Q, n’appartient pas a U, ct U, contient le point Q,, U, étant
contenue dans U,, donc, & cause de la continuité de la solution P(¢), il existe
des valeurs ¢, (n=1, 2, ...) de ¢, telles que 'on ait

P(¢)cU,— U, T, <7, (=1, 2, ...)
et
P(el pour T,Zt1, (n=1, 2% ...).

Comme U, est borné, I'’ensemble {P(z,)} a des points d’accumulation dans
U, — U,. Nous désignons par Q, un de ces points d’accumulation, de sorte que
I'on peut extraire de la suite { P(z,)} une suite partielle { P(z, )] telle que 'on

ait lim P(7,) = Q,. Mais, sans restreindre la généralité, on peut supposer que
n' >

la suite { P(#,)} elle-méme converge vers le point Q,.
Le point Q; n’étant pas contenue dans U,, il differe du point Q,, de sorte que,
pour un certain indice de coordonnées des points Q, et Q,, soit £, on a

Yi—yiF o

A cause de la convergence des deux suites {P(<,)} et { P(7,)} vers les points
Q. et Q, respectivement, si l'on désigne par ¢ un nombre positif inférieur
a|yi—y.|, ona, pour n assez grand,

Zr () — xx(7a) J
: 7 7 9
ly—Tn t,— T

@i(8,) —xr(Ta) [ >0,  don

les valeurs #, — 7, étant positives.
Or, d’aprés le théoréme de la moyenne, il existe une valeur ¢, de ¢ comprise

entre =, et ¢, telle que I'on ait

no

Xi(8)) —@i(wn) _ dap(bn)
l/"_ Ta i dl - xk(P(t’l)%

donc on a

IXk(P(8)) >

7
n Tll

En outre, la convergence des suites {7,} et {<, ] vers 3 entraine celle de la
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suite {z,] vers {3, en conséquence celle de la suite {|#,—7,|} vers zéro pour
n—w. Donc on alim|X,(P(¢,))|=w, a fortior
n>z
m

lim Y [ Xi(P(4,)) ] = .
ME (P(£0))

D’ailleurs, a cause de la condition
0L < < << LT, << Ty << < T by, <T<l...—>(,

ona
0L <t<l...<<ti<<...—>(.

~ Or, l'hypothése P(1)€ U, pour =,< t < £, entraine P(z,)€ U, (n=1, 2, ...),
donc les points d’accumulation de 'ensemble {P(z,)} sont contenus dans U,,
a fortiori dans U. Désignons un de ces points d’accumulation par Q; on peut
extraire de la suite {7, } une suite partielle {7, | telle que I’on ait

]im 1)([nl) = (\).
n>»

En outre, {#, | étant une suite partielle de la suite {z,}, on a
0Lty <Uly<l...<tpy<...—>j,

ce qui montre que le point Q appartient 4 L*(P). On voit d’ailleurs qu’en tant

que suite partielle de la suite { Z]X;(P(t,,))|}, la suite {EJX,(P(tn)M} tend

i=1 i=1

vers l'infini pour »’ — o . Donc le point Q appartient a M.

Or, Q, est un point arbitraire de I'ensemble L+(P) et U est un voisinage
arbitraire de Q,, donc la démonstration que M est partout dense dans L*(P) est
achevée.

75. Je dis maintenant que M coincide avec L*(P). En etfet, désignons de
nouveau par Q un point quelconque de L*(P). Etant donné que M est partout
dense dans L*(P), on peut extraire une suite de points de I’ensemble M,
soit { Q.}, qui converge vers le point Q pour n .

L’hypothese Q,€M entraine que, pour chaque », il existe une suite {#,,} de
valeurs de ¢, telle que I'on ait

0Ly << by <o . < t<l...—> [ lim P (¢,) = Q.
1>

et

m

lim Xi P i, | =o0.
f*“gl (P ()

Soit {U,(Q)} une suite de voisinages du point Q qui tend vers le point Q

our k£ — o0 ; posons
p
U= 1{y,.
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Supposons que 7, soit déterminée de maniére que I’on ait

L << Uiy L b, Ur(Q)aP (&)
et

m

/:—1<Z[X,¢(P(tk))[.

i=1

La convergence Q,— Q pour 7 — o montre Q,€ U,,(Q) pour n assez grand,
et la convergence P(z,) = Q, pour [ — o entraine

m

Po)€Uia(Q) et DIX(P(t)) >k,

i=1
pour / assez grand, et i cause de la convergence des suites {z, | (n=1, 2, ...)

vers (3 pour /o, on a
[/;< t/zl et t1k+1é 129}

pour / assez grand. Soit { », [} une paire d’indices satisfaisant 4 ces conditions.
Posons
L1 = Ly

Ainsi nous avons une suite { £, | qui satisfait aux conditions

0L <<tb<<...<L<<...—>f, lim P(¢)=0Q
k>
et

/};niﬁlxiwm»::w;

i=-

donconaQeM et en conséquence L+(P)CM, puisque Q est un pointarbitraire
de I’ensemble L~(P).

Par conséquent on a
L~(P)=M,

car, comme |’on a remarqué au numéro précédent, on a

L+(P)>M.
» Donc nous avons

TutorkME. — Soit P un point régulier du domaine A; si la solution P(t) n’est
pas définie pour toute valeur positive de t, et que I’ensemble L+ (P) ne se réduit pas
a un seul point, pour tout point Q de l’ensemble L+(P), il existe une suite {t, ! de
valeurs de t telle que l’on ait

0L <t<l...<U<<...—>f, Lim P(¢,)=20Q
ny o
et .
lim Y | X (P(4)) ]| = oo,
lim X1 Xi(P (1)) | = oo,

i=1
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ot 3 désigne, comme toujours, I’extrémité supérieure de Uintervalle de définition
de la solution P(t).

76. Supposons désormais que la solution P(¢) est définie pour toute valeur
positive de z, P étant un point régulier du domaine A.

Envisageons d’abord le cas ou I'ensemble L~(P) ne contient pas de points
réguliers, de sorte que I'on a

L+(P)cAuS.

Comme I'ensemble L=(P) est connexe, d'aprés le n° 24, L=(P) appartient & une
composante connexe de I'ensemble fermé AUS. De plus, L*(P) ne contient pas

de points de I'intérieur S de 'ensemble S, puisque tous les points d’une carac-
téristique réguliére sont réguliers. Par conséquent L~(P) appartient 2 une

composante connexe de la réunion de la frontiére A et de la frontiére S.

Si une composante connexe de la frontiére S qui n’est pas disjointe d’avec
L+(P) est fermée en tant qu’ensemble dans I'espace R, la frontiére A et cette
composante connexe fermée sont séparées, donc L+(P) est contenu dans cette

composante connexe fermée de la frontiére S.
Ainsi nous avons le

Tutorime. — Soit P un point régulier du domaine A. Supposons que la solution
P(¢) soit définie pour toute valeur positive de t; st ’ensemble L*(P) est disjoint
d’avec U'ensemble R des points réguliers, L+(P) constitue un sous-ensemble connexe
contenu dans une composante connexe de la réunion de la frontiere A du domaine A
et de la frontiére S de 'ensemble S des points singuliers.

En particulier, si [’ensemble S est fermé en tant qu’ensemble dans Uespace R,,,
L+(P) est ou bien entierement contenue dans une composante connexe de la
Jfrontiére A, ou bien entiérement contenue dans une composante connexe de la
[frontiére S de Uensemble S.

On démontre le théoréme suivant qui est un peu plus fort que la derniére
partie du théoréme précédent.

TutoriMe. — St les points singuliers appartenant a 'ensemble L+ (P ) constituent
un ensemble non vide et fermé en tant qu’ensemble dans U’espace R,,, et que

L=(P)n A nlest pas vide, L+=(P) contient des points réguliers.

77. Supposons que I'ensemble L+(P) ne soit pas disjoint d’avec AUS, et
posons
L(P)n(AuS) =M.

Chacun des trois ensembles du premier membre étant fermé, M est également
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fermé, donc nous pouvons décomposer I’ensemble M en composantes connexes
fermées M; (¢ €1), I désignant I'ensemble d’indices.

Envisageons une composante connexe fermée M, (o €I et supposons que M,
ne coincide pas avec L+(P), de sorte que 'on a ou bien RNL+(P) £ g, ou bien
M £ M,. Mais le second cas de I'alternative montre que I’ensemble M n’est pas
connexe, donc on a L*(P)NR £ ¢. Par conséquent on a, dans tous les cas,

L=(P)nRz=g.

Supposons de plus que, si 'on a M=£M,, M, est isolé en tant que sous-
ensemble de M, et désignons par Q' un des points réguliers de’ensemble L+(P).
Soit U un voisinage quelconque de I'’ensemble M,; je dis qu’il existe deux points
réguliers Q, et Q, de ’ensemble L+(P), tels que I’'on ait

L+(Q)cU et L—(Q,cl.

En effet, soient U, et V deux voisinages bornés de M,, tels que la fermeture U,
ne contienne ni le point Q' ni d’autres points de M que ceux de M,, et U, soit
contenu dans U et que la fermeture V de V soit contenue dans U,.

A cause de I’hypothése L+(P)DM,, il existe une suite {z,} de valeurs de ¢,
telle que I'on ait

0oL <bL<<...<tp<<...—>w, lim P (¢,)=Q,
no«
Q désignant un point fixe de M,, et 'autre hypothése L*(P)> Q' entraine qu'’il
existe une suite {7, } de valeurs de ¢, telle que I'on ait

0Lt <t <<...<U,<<...—>, lim P(¢,) =Q'".
n>wo

Donc on a
P(5,)¢U, et P(L)eV,

pour n assez grand. Nous pouvons supposer sans restreindre la généralité

0L < < << l<...<l,<l,<...>x.

A cause de la continuité de la solution P(2), il existe des valeurs =,
ett,(n=r1, 2, ...), telles que 'on ait,.pour » assez grand,

P(.,)€eU,—V, 8, <t <ty P(z,)eU,—YV, th< T, <t

et
P(t)eU, pour T,<t<ly, ou <<t <7,

L’ensemble U, — V étant borné, on peut supposer qu’il existe limP (1)), soitQ,,
. >
de sorte que Q, appartient 2 U,— V. On voit facilement que Q, est un point
régulier de L+(P).
Envisageons la demi-caractéristique négative Q.(s) et supposons qu'il existe
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une valeur négative <, de ¢, telle que 'on ait Q,(=,)€ U,. Soit W un voisinage

< . . .
de I'arc fermé Q., Q.(7,) de la demi-caractéristique négative Q.(s), assez petit
pour que W soit disjoint d’avec I'ensemble fermé M,. D’aprés le n° 10, pour un
voisinage assez petit V(Q,) du point Q., on a V(Q,)(z)Cc W pour o> 7> 7.
Or, par hypothése, on a limP (<)) =Q., donc on a, pour » assez grand,

nw >
P(Tllz)EV(Q2)7
d’on
P(©,+0)cW pour o> ¢ 7,.
Considérons la suite {7,— < |, et posons

oxlim (t,— 7)) =r.
n>w»

On peut supposer sans perdre la généralité que I'on a

hm (¢,— 7)) =r7.
n>=»

“n

Supposons d’abord que I'on ait <> <,. Nous avons P(z,) =P(t,+ (t,— <)),
donc Phypothése lim(¢,— <)) =< entraine que 'on a P(¢,)€ W, pour n assez
ny>»

grand, d’olt —
lim P(2,) =Q.(7)eW,;
ny>»«

ceci est une conclusion contradictoire avec ’hypothése limP(z,)=QeM,,
n > x

puisque W est assez petit pour que I'on ait WM, = ¢, donc ’hypothése = >=,
est absurde.

Supposons maintenant que l'on ait ©"7,; soit ¢ un nombre positif quel-
conque inférieur 4 |=,|. L’hypothése le(l,l—ti, =< 1,< o entraine, pour

v

n assez grand, o >7,+¢ >1,— 7, dou 7, > + 7.+ >, donc I'on a,
pour n assez grand,

P(T’n-!’" To + E)EUU

puisque, par hypothése, on a P(¢)e U, pour <, >1>1,.

Or, I’hypothése limP (<)) = Q, entraine
ny»

hm P (7,4 7+ &) = Qs (70 + ¢),
n>»

donc¢ nous avons
Qe(fo-i— e)e U,

conclusion qui n’est pas vérifiée, puisque, & cause de la continuité¢ de la
solution Q.(2), on a.Q,(7,+¢<)€gU pour « assez petit, Q.(7,) n’appartenant
pas i ’ensemble fermé U,. Done I'hypothése =<, est aussi absurde.

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 45
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Etant donné que les deux hypothéses = ><,, =7, sont toutes les deux
absurdes, I'autre hypothése qu’il existe une valeur <, doit étre également
absurde, donc nous avons

Q.(s)cU, dou  L—-(Qy,)cU,cU. :

De la méme maniére on démontre que 1'on a L+(Q,)c U, ou Q, désigne un
des points d’accumulation de ’ensemble {P(<,)}.
Donc nous avons le

TugoREME. — Supposons que I'ensemble L+(PYn | AU S| ne soit pas vide; soit M,

une composante connexe de l’ensemble L+(P)n g AuUS ; Si L=(P) ne coincide pas
avec My, pour tout voisinage U de Uensemble fermé M,, ou bien il existe deux
points régutiers Qy ¢t Q, de Uensemble L+(P) tels que U'on ait

L+(Q,)cU et L=(Q,)cU,

ou bien il existe dans U des points de Uensemble 1.-(P)N }AU St n’appartenant
pas a M,.

78. Nousenvisageonsiciles résultats da numéro précédentd’un peu plhs pres.
Si M, est isolé en tant que sous-ensemble de 'ensemble L*P)n{AuS|=M,
par définition, pour un voisinage assez petit U de I'ensemble M, il n’existe plus
dans U de points de Uensemble L+(P)n{ AUS|{ excepté ceux de M, ; or il existe
deux points réguliers Q, et Q, de ’ensemble L+(P), d’aprés le numéro préce-
dent, tels que ’on ait

L~(Q)cU et L-(Q,cU.

D’autre part, la relation Q, € L*(P) entraine L*(Q,)cL*(P), donc, si l'on
suppose que L+(Q,) est disjoint d’avec M,, L*(Q,) est une région invariante
fermée dont tous les points sont réguliers. Donc nous avons le

TuroriMe. — Soit M, une composante connexe de ’ensemble 1.+(P)n } Ay Sﬁ
que nous supposons non vide, et supposons que ’ensemble L+(P) ne coincide pas
avec My; si M, est isolé en tant que sous-ensemble de 1-(PYN|A US|, pour tout
voistnage U de U'ensemble fermé M, ou bien il existe deux points réguliers Q,
et Q, de Uensemble L+(P), tels que U'on ait

L (Q)nMy£d et L=(Q,)nM, g,
ou bien 1l existe une région invariante fermée constituée de points réguliers

de L=(P) et contenue dans U.

79. Supposons par ailleurs que M, ne contienne pas de points de la fron-
tiere A, de sorte que M, soit une région invariante fermée. Désignons par U un
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voisinage de I'ensemble M,, tel que U ne contienne pas de points'de la

frontiére A ; et supposons qu’il existe un point régulier Q de I'ensemble L+=(P),
tel que 'on ait

L+(Q)cU. .
Dans ce cas, méme si L*(Q) n’est pas disjoint d’avec M,, L*(Q) est une région
invariante, puisque M, ne contient pas de points de la frontiére A.Donc, sil’on

suppose de plus que M, est isolé en tant que région invariante fermée contenue
dans L+(P), il faut que L*(Q) soit contenu dans M,. Donc nous avons le

TugoriME. — Supposons qu’une composante connexe M, non vide de I’ensemble
L=(PYN}AUS| soit disjointe d’avec la frontiére A et que L+(P) ne coincide pas
avec My; st My est isolé en tant que sous-ensemble de L*(P)n 3 AUS ﬁ ainst que
région invartante contenue dans L+(P), il existe deux points Q, et Q, tels que

Uon ait
L+(Q,)cM, et L-(Q.,)cM,.

80. Changeons maintenant de sujet et supposons que, pour tout point Q de
I’ensemble L*(P), nous ayons
L(P) = K(Q);

je dis que, pour tout point Q de 'ensemble L*(P), on a
LQ)n{Q(HUQ(s) } = o.
~ En effet, supposons qu’il existe un point Q de L+(P) tel que I'on ait
LQ)n{Q(HUQ(s) | =0,

et désignons par Q, un point de L(Q). Puisque '’hypothése Q, €.(Q) entraine
L(Q)DK(Q,), nous avons

L(P) — K(Q:)>Q(£)uQ(s) # o;
ceci est en contradiction avee ’hypothese L*(P)=K(Q,), puisque Q, appar-
tient a L+(P).

Etant donné que, pour tout point Q de L*(P), on a L(Q)N{ Q1)U Q(s) | 5£0,
nous supposons que l'on a :
LH(Q)n{Q(HUQ(s) | =9,
de sorte que

K(Q)=L(Q)=L"(Q)=K+(Q)>K~(Q)>L~(Q).
_ Supposons que L*(Q) ne coincide pas avec L~(Q) et désignons par Q, un
point de L=(Q), de sorte que 'on a L=(Q)D>K(Q,). Donc K(Q,) ne coincide
pas avec L=(P), conclusion contradictoire avec notre hypothése. Donc on a,
pour tout point Q de 'ensemble L+(P),

LH(P)=L+(Q)=L~(Q)=K+(Q)=....
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Puisque la réciproque de ce que nous venons de démontrer est triviale, nous
avons le

TutoriMe. — Soit P un point du domaine A pour que Uon ait
L+ (P) =K(Q)
pour tout point Q de Uensemble 1.+(P), il faut et il suffit que I’on ait
L+(P) =L"(Q) =L~(Q)

pour tout point Q de I'ensemble L+(P).

II. — CGourbes dans le plan. :

81. Comme application de résualtats que nous avons obtenus, nous envi-
sageons toujours dans ce chapitre le cas ott 'on a m = 2, c’est-a-dire que nous
étudions les courbes définies par les équations

dans un domaine borné A dans le plan II, ou X, et X, sont deux fonctions
continues dans le domaine A ainsi que leurs dérivées partielles du premier
ordre par rapport a @, et x,.

82, TukoriME. — Soit Q un point régulier de U'ensemble L =(P), P étant un
point régulier du domaine A ; soit eQe' un arc sans contact au point Q, assez petit
pour que Uarc eQe' soit sans contact en tout point de eQe'. Si, pour deux valeurs
posttives t, et t, de t (1,< t,), on a

P(¢))€eQe et P(t,)eeQe,

ou bien le point P(t,) appartient & I'arc partiel P@,\Q de 'arc eQe, ou bien les
trois points P(1,), P(t,) et Q coincident.

Pour que Uon soit dans le second cas de I’ alternative, il faut et il suffit que P (1)
sott périodique, et que t, —t, soit une de ses périodes.

On remarque que, dans ce théoréme, on ne suppose pas que L+(P) soit
contenu dans ’ensemble R des points réguliers.

Pour démontrer le théoréme, supposons que les trois points P(7,), P(¢,)
et Q ne coincident pas. Soit z; une valeur de 7 plus grande que ¢,, telle que
I'on ait

P(t,)eeQe et P(t)ygeQe pour ¢, <<t<t.
On voit, d’aprés le n° 25, que cette valeur #, existe toujours, puisque P est
régulier. Je dis que les points P(¢,) et P(#,) ne coincident pas.
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En effet, s'ils coincidaient, la solution P(¢) serait périodique de période
fondamentale ¢, — ¢,, puisqu’il n’existe pas de valeurs de ¢ comprises entre ¢,
et ¢, pour lesquelles P(¢) appartient & I'arc ¢Qe', a fortiori coincide avec le
point P(z,). Donc la caractéristique P(¢) est représentée par les points de la
solution P(¢) correspondant aux valeurs de ¢ comprises entre ¢, et ¢, (¢, inclus
et ¢, exclus). Or dans cet intervalle seul le point P(¢,) appartient a I’arc ¢Q¢’,
donc le point P(Z,) doit coincider avec le point P(¢,); ceci est en contradiction
avec notre hypothése. En conséquence on a

P (1) = P(1).

Done, d’apres le n° 15, P(¢) pour ¢,=t-Zt, est une courbe de Jordan et,

y . ’ . A b 3
d’apres le n° 18, I'arc partiel P(z,), P(z,) de 'arc ¢Qe’ est une courbe de Jordan,
donc ces deux courbes constituent une courbe de Jordan fermée, soit C,

puisque, d’apres la définition de la valeur ¢, Parc P(z,), P(z,) de la caractéris-

tique P(2)UP(s) et arc P(¢,), P(¢,) de I'arc ¢Qe' n’ont pas de points communs
autres que leurs extrémités P(z,) et P(7,).

Par conséquent, d’apres le théoréme de Jordan, la courbe Cdécompose I — C
en deux régions 1L, et II,. Considérons les points P(z,—+ 7), o = peut prendre
toute valeur positive. On voit facilement que, si t est assez petit, P (z, + <) appar-
tient & une méme région, soitIl,, entre les deux régions II, et II,, de sorte
que P(z,—='") appartient a la région IL,, <’ étant une valeur positive assez
petite. '

Je dis que, pour toute valeur positive de =, le point P(¢,+ <) appartient i la
région II,. En effet, é¢tant donné que, pour un nombre positif assez petit =,

P(¢,+ ) appartient a II,, s'il existe une valeur positive de <, soit 7,, pour

laquelle P(z, + <,) n’appartient pas a II,, il existe une valeur <, entre zéro
et 7,, telle que 'on ait
P(t,+1)€0 et ~ P(t,+)ell pour o7 <7y

Supposons que P(¢,+7,) appartienne a I'arc P(¢,), P(¢,) de la caractéris-
tique P(¢)UP(s), de sorte que P(¢,~+ 7,) coincide avec un point P(¢"), ¢’ étant
une valeur de ¢ comprise entre ¢, et ¢,. Alors la solution P(¢) est périodique de
période ¢, + <, — ', donc on a

P(t"+¢)=P(ti+7+¢) -

pour toute valeur positive ou négative de ¢.
Si ¢’ n’égale pas ¢,, désignons par ¢ un nombre positif quelconque inférieur
gale p ) 8 P {
at'—¢, etat,, de sorte que 'on a
L<l'—d<ti el L<lL+T—0<l+T

et
P('—8)=P(t,+7,—3).
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. . o, . N N - N
Le premier membre de cette égalité appartient a I'are P(¢,), P(¢,) et le second
membre & la région IL,; donc cette égalité n’est pas vérifiée et I’hypothese faite
est absurde.

Si ¢” égale ¢,, pour un nombre assez petit g, on a
P(6—o)ell
’ . N .
comme nous ’avons vu plus haut; mais, si 2 est plus petit que <,, on a
L<lL—+7—0<li+1y,

donc le point P(¢,+ <, —3), qui doit coincider avec le point P(¢,— 2), appar-
tient & II, ; cette conclusion est également impossible.

Par conséquent I'hypothése faite que P(z,+ 7,) appartient 4 I'arc P(¢,), P(¢,)
de la caractéristique P(2)UP(s) est absurde. Dornic on a

P(t)el, pour ¢>> ¢,

P g ’ /-\ ’ !
car aucune caractéristique ne peut traverser I'arc P(z,), P(z,) de'arc eQe’ de 11,
a ll,, eQe’ étant sans contact en tous ses points.

Comme P(¢)appartient & II, pour toute valeur de ¢ supérieure a ¢, si P(¥)

3 \ . > '//\
traverse I’arc ¢Q¢’ a une valeur de ¢ plus grande que ¢,, soit ¢, 'arc P(z,), P(?')
de V'arc eQe’ contient le point P(z,). Or, par hypothése Q est un point de L~(P),
done, d’apres le n° 22, Q est un point d’accumulation de 'intersection de L*(P)

. . ) 7 ~
et de I’arc eQ¢'. En conséquence Q n’appartient ni a II, ni a 'arc P(z,), P(z,) de

'arc eQé’, nia arc P(z,), P(¢,) de I'arc eQ¢’, de sorte que I'arc P(z,), Q contient
le point P(%,).

Ce que nous venons de voir démontre en méme temps que, pour que les
trois points P(¢,), P(,) et Q coincident, il faut et il suffit que P (¢) soit pério-
dique, et que t, — t, soit une de ses périodes. '

83. On démontre a I'aide du théoréme précédent les deux lemmes suivants :

Lemme. — Soit P un point du domaine Ay si L=(P) contient le point P, ou bien

P est un point singulier, ou bien la solution P(t) est périodique, de sorte qu'on a

toujours
LH*(P)=L~(P)=P()=P(s)=....

Lemme (Tutorime pE BENpIxson). — Soit P un point régulier du domaine A ; st

tous les points de L+(P) sont réguliers, pour tout point Q de L+(P), la solution Q(t)
est périodique.

Cependant le sujet de ce paragraphe est d’établir la réciproque de ce der-
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nier lemme. On remarque que, comme hypothése, on ne suppose pas que
I’ensemble L+(P) soit contenu dans I’ensemble R des points réguliers.

LemMe. — Soit P un point régulier du domaine A ; s'tl existe un point régulier ()
de 1.+(P), tel que la solution Q(t) soit périodique, L~ (P) coincide avec la caracté-
rl'stiqué Sermée K(Q) = Q(¢), de sorte que tous les points de 1.+(P) sont réguliers.

En effet, supposons que L*(P) ne coincide pas avec la caractéristique
fermée K(Q), et désignons par Q" un point de I’ensemble non vide L+(P) — K(Q),
et par T la période fondamentale de la solution périodique Q(z). Soit Q¢ un arc
sans contact au point Q et soit U un voisinage du point Q assez petit pour que
I'arc ¢Qe’ soit sans contact dans U et que U ne contienne pas le point ('.
D’aprés les n> 5 et 20, si 'on désigne par ¢ un nombre positif assez petit et
par V un voisinage du point Q assez petit, V() appartient & U pour toute valeur
de ¢, || <, et il existe une et une seule valeur de ¢, telle que 'on ait

Q"(t)eeQe et [ <,

ou Q" désigne un point quelconque de V.

Désignons par W un voisinage de la caractéristique fermée K(Q) qui ne
contient pas le point Q. D’aprés le n° 11, il existe un voisinage V' du point Q,
tel que I’on ait

Vi(it)eW pour oZtLZT et V(T)cV,
car, comme Q et Q(T) représentent le méme point, V est un voisinage de Q(T).
Or, 'hypothése L*(P)>Q entraine qu’il existe une valeur positive ¢, de ¢,
telle que I'on ait
P4, +t)eW pour ot ~-T et P(ti+T)eV,
donc on a 4
P(¢+7)€eQe et P(ti+7)el,

< étant un certain nombre tel que U'on ait [T — 7| <z.
Pour simplifier les notations, posons

P,=P(¢) et P,=P (¢, + 7).
Le méme raisonnement qu’a la démonstration du théoréeme du n° 81 démontre

N N
que l'arc P,, P, de la caractéristique P(2) UP(s) et I'arc P,, P, de l'arc ¢Q¢’
constituent une courbe de Jordan fermée, soit C'. D’ailleurs la caractéristique
fermée K(Q) est une courbe de Jordan, que nous désignons par C.

Puisque, par hypothése, L*(P) — K(Q) n’est pas vide, Q n’appartient pas a
la caractéristique P(¢2)UP(s), donc les points P,, P, et Q ne coincident pas, ce

i . . s TN
qui montre, d’apres le théoréme du n° 81, que le point P, appartient a 'arc P,, Q
de l'arc eQe', et que, si I'on désigne par II, la région entourée par C et (7,
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P(¢) appartient a Il, pour ¢ > ¢, + <. Or, Q" est un point de L*(P), et Q' n’appar-
tient ni & W, en conséquence niall,, nia C, ni & C'. Donc nous sommes conduits
a une contradiction; 'hypothése que L*(P) — K(Q) n’est pas vide est absurde.

84. En combinant les lemmes précédents, nous avons un théoréme contenant
celui de Bendixson.

Turorime. — Si lon désigne par P un point du domaine A, les guatre conditions
suteantes sont équivalentes :
1° il existe un point Q de L™(P), tel que la solution Q(t) est périodique
2° tous les points de ’ensemble L.-(P) sont réguliers ;
3¢ Uensemble L+~(P) ne se réduisant pas & un seul point, on a, pour tout point ()
de L+(P),
LH(P) =L"(Q);
4o Lensemble 1.7(P) ne se réduisant pas a un seul point, il existe un point
t P / ) P
de L+(P) tel que U'on ait
' L(P) =1"(Q).

Remarque. — Comme nous l'avons défini au chapitre I, dans ce Mémoire
nous ne considérons pas les solutions singuliéres comme solutions périodiques.

85. Supposons que I'ensemble L*(P) ne soit disjoint ni d’avec I’ensemble R
des points réguliers, ni d’avec la réunion de la frontiére A du domaine A et de

la frontiére S de I'ensemble S des points singuliers. Soit Q un point régulier
quelconque de L+(P). Comme conséquence directe du théoréme précédent,
on a

L(Q)niSUA =g
mais je dis de plus que, pour tout point Q de I'ensemble L+(P), L*(Q) est
~ contenu dans une composante connexe de SU A.
En effet, pour le voir, il suffit de démontrer que I'on a
L*(Q)nkR =g,
pour tout point régulier Q de I’ensemble L*(P), puisque I'on a

A=RuUS et ADLQ).

Supposons que L*(Q) et R ne soient pas disjoints et désignons par Q" un
point de l'intersection de L*(Q) et de R. Soit ¢Q’e’ un arc sans contact au
point Q' assez petit pour que ¢Q’e’ soit sans contact en tous ses points.

L’hypothése Q'€L*(Q) montre qu’il existe une valeur ¢, de ¢, telle que I'on
ait Q(¢,)€eQ’¢’. Soit ¢, la plus petite valeur de ¢ supérieure i ¢,, telle que I’'on

. A . .
ait Q(¢,)€eQ’e’. Larc Q(2,),Q(t,) de la caractéristique Q(2)UQ(s) et
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'arc Q(¢y), Q(¢,) de 'arc ¢Q’¢’ constituent une courbe de Jordan fermée, soit C,
qui décompose II — C en deux régions II, et II,.
D’apreés le théoréme du n° 81, on a

TN )
Q(4), Q2Q(4).

Done, si I'on suppose que le point Q" appartient a II,, Q(¢,~+ t) appartient
all, et Q(z,—) a II,, pour toute valeur positive de <. Soit P’ un point quel-
conque de la région II,; on peut montrer que P’(¢) appartient a II, pour toute
valeur positive de ¢, par le méme raisonnement qu’au n° 82. Or, les hypo-
theses Q' €ll, et Q'€L+(Q)c L+(P) entrainent qu’il existe une valeur ¢ de ¢,
telle que l'on ait -

P(ell,

de sorte que P(¢'—+¢) appartient a 1I, pour toute valeur positive de ¢; mais cela
est impossible, puisque I'on a Q(¢z,— 7)€ L+(P), Q(¢,— 7) appartenant a 11,
pour toute valeur positive de =. Donc 'hypothése L+(Q)NR £ ¢ est absurde
et I'on a

L*(Q)cAuSs.

D’ailleurs, puisque L*(Q) est un sous-ensemble connexe de L+(P), L+(Q) est
contenu dans une composante connexe de 'ensemble L+(P)n{Au §/.

De la méme maniére on démontre le méme résultat pour L=(Q).

En combinant ces résultats avec le théoréme du n° 76, nous avons le

TrkoniMe. — Supposons que 'ensemble 1.+(P) ne soit disjoint ni d’avec la
réunion de la frontié¢re A du domaine A et de la frontiére S de S, ni d’avec
U’ensemble R, P étant un point régulier du domaine A; si l’on désigne par Q un
point quelconque de Uensemble L+(P), L*(Q) ainsi que L=(Q) sont contenus dans
une composante connexe de I'ensemble 1L-(P)n | A U S|,

86. Avec les mémes hypothéses sur L*(P) qu'au numéro précédent, nous
considérons 1'ensemble L+(PYn{AUS{=M et décomposons cet ensemble
fermé M en composantes connexes M;(¢€1l), I étant 'ensemble d’indices.

Supposons qu’une composante connexe M,(o€&l) soit isolée en tant que
sous-ensemble de M, de sorte que, dans un voisinage assez petit U de [’ensemble
fermé M, il n’y a plus de points de M sauf ceux contenus dans M,. Or, d’aprés
le théoréme du n° 77, on bien il existe deux points Q, et Q., tels que I'on ait

Le(Qi)nMyzzg et L(Q.)nM, 2 g,

ou bien il existe dans U une région invariante fermée constituée de points
réguliers de L+(P). '
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 46
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Je dis que ce dernier cas de I'alternative n’est pas vérifié. En effet, s’il existait
une région invariante fermée constituée de points réguliers de L~(P), soit B,
on aurait

L+(Q)cBcR et L+ (Q)cBcL+(P),

pour tout point Q de B. Donc, d’apres le théoréme du n°® 84, L+(Q) coinciderait
avec une caractéristique fermée, en conséquence, toujours d’aprés le méme
théoréme, on aurait

L=(P)ch,

contrairement & notre hypothese. Donc il existe deux points Q, et Q, tels que
I’on ait
LT(Q1) nM, £ g, L=(Q)nMy= ¢
et
Q:eL+(P)nkk (i=1, 2).

Or, d’aprés le théoréme du numéro précédent, L+(Q,) est contenu dans une
composante connexe de M, dont il est contenu dans M, : L*(Q,)cM,.

De la méme maniére on démontre que I'on a L=(Q.)CM,.

Donc nous avons le

TutorEME. — Avec les mémes hypothéses sur L+(P) qu’au théoréme précédent,
désignons par M Uensemble L+(P)n}A U S| et décomposons M en composantes
connexes M;(i€1), 1 étant I’ensemble d ’zndzces

St une composante connexe M,(o €l) est isolée en tant que sous- —ensemble de M,
il existe deux points réguliers Q, et Q, de I’ensemble L+ (P), tels que 'on ait

L+(Qs)c M, et L-(Q,)cM,.




