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SUR

LES COURBES DÉFINIES
PAR

LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DANS ^ESPACE A m DIMENSIONS

PAR M. TARO URA.

INTRODUCTION.

Les travaux de H. Poincaré sur les courbes définies par les équations différen-
tielles ont ouvert une nouvelle porte d'accès aux études des équations différen-
tielles, c'est-à-dire que, parla , on a commencé les recherches qualitatives des
solutions de ces équations. Après lui, beaucoup de géomètres ont repris ses
idées et les ont approfondies et étendues à divers points de vue.

Je me propose de même de traiter les courbes définies par les équations, sous
des conditions plus faibles de continuité et sous des hypothèses plus générales
sur le domaine de définition des équations, autant qu'il est possible sans perdre
des caractères intéressants des solutions.

Ainsi, envisageant des équations dans un domaine de l'espace à m dimensions,
je ne suppose ni que les deuxièmes membres des équations soient holomorphes,
ni que les points singuliers soient isolés, ni a fortiori qn^ûs soient de première
espèce. Cependant, pour confirmer l'existence et l 'unicité des solutions,
je suppose que les dérivées partielles du premier ordre des deuxièmes membres
sont continues, et pour une autre raison, que le domaine de définit ion des
équations est borné.

Au chapitre I, nous donnons les hypothèses précises, expliquons des nota-
tions spéciales et démontrons des théorèmes fondamentaux de la théorie des
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équations différentielles, les modifiant sous une forme convenable pour les
chapitres suivants.

Outre les hypothèses, le paragraphe 1 est consacré à la démonstration de
l'existence et à l'énoncé de l'unicité des solutions d'après les théorèmes de
Cauchy et de Lipschitz, en portant l 'attention sur l'intervalle de définition des
solutions. Nous étudions au paragraphe II le prolongement primitif d'une solu-
tion et la continuité des solutions par rapport aux points initiaux.

Au paragraphe III, nous considérons les solutions périodiques et expliquons
la notion de caractéristiques, d'après la terminologie de Poincaré, et la relation
entre les caractéristiques et les arcs ou les courbes de Jordan représentés par
les solutions. Enfin nous donnons au paragraphe IV la définit ion de surfaces
sans contact dans l'espace, d'abord en un point, pu is dans un sous-domaine du
domaine de définition des équations. Cette dernière définition semble un peu
curieuse, mais elle aura une commodité.

Au chapitre II, nous envisageons les points limites d'une caractéristique et
les régions invariantes.

L'objet du paragraphe 1 est la définition des points limites d'une caractéris-
tique et la démonstration des théorèmes fondamentaux, sans supposer ni que
l'ensemble des points limites soit disjoint d'avec la frontière du domaine de
définition, ni qu'il soit contenu dans l'ensemble des points singuliers ou dans
l'ensemble des points réguliers. Contrairement au paragraphe I, nous supposons
au paragraphe II que les points limites sont contenus dans le domaine de
définition ; nous démontrons quelques théorèmes, surtout en vue de traiter les
régions invariantes.

Au paragraphe III, définissant les régions invariantes, nous voyons des
propriétés fondamentales, surtout leurs relations avec les points limites des
caractéristiques. On remarque que nous ne supposons pas qu'une région
invariante soit fermée.

Le chapitre III traite dénotions nouvelles de prolongement. Nous définissons
au paragraphe 1 un ensemble D relatif à une caractéristique ou à un point de la
frontière du domaine de définition des équations. Nous appelons un point de
l'ensemble D prolongement indirect d'une caractéristique ou d'un point de la
frontière du domaine de définition des équations. Cette notion est une extension
de celle de Poincaré de prolongement d'une caractéristique aboutissant
à un col. Le paragraphe II est consacré à une extension de la notion de
prolongement indirect, par la définition d'un autre ensemble E, à titre d'intro-
duction à une troisième extension. Cette dernière extension nous amène à
obtenir un ensemble F fermé, connexe, et à un certain point de vue, réversible.

Nous traitons au chapitre IV le problème de stabilité. Au début du
paragraphe I, l'emploi de F ensemble des points limites nous permet d'intro-
duire la notion classique de stabilité (de Liapounoff) et de l'étendre à une région
invariante fermée. En outre, nous étendons la notion de centres au sens de
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Bendixson au cas général d'an nombre de dimensions arbitraire et montrons la
relation entre la notion de centres et celle de stabilité. Le paragraphe II introduit
une notion nouvelle de stabilité plus forte que celle du paragraphe I. Cette
définition est établie à l'aide de l'ensemble E du chapitre III et nous exprimons
des propriétés d'une région invariante fortement s table avec les ensembles E et F.

Au chapitre V, nous revenons à l 'étude des points l imites d'une caracté-
ristique. Nous les considérons dans le domaine de l'espace R^ au paragraphe I,
et dans celui du plan au paragraphe II. Mais laissant de côté les théorèmes
classiques, nous étudions le cas où les points limites d'une caractéristique
contiennent en même temps des points réguliers, des points singuliers, et des
points de la frontière du domaine de définition des équations.

En terminant cette introduction, l 'auteur se fait un honneur d'exprimer ses
remercîments les plus vifs à MM. Chazy, Denjoy et Kunugi, pour l'intérêt qu'ils
lui ont témoigné et pour les conseils qu'ils lui ont donnés au cours de la prépa-
ration de ce Mémoire.

CHAPITRE I.

THÉORÈMES FONDAMENTAUX.

I. —- Hypothèses, existence et unicité des solutions.

1. Dans ce Mémoire, nous envisageons toujours les équations différentielles

dx^_____ _ _____dœ.j_____ _ _ _____dxm_____
Xi(.3?i, ^2,. . ., 3 C , n ) X 2 ( ^ i , ^2,. . ., ^m) ' ' * X^ ( X^, X^ . . . , X,n)

dans un domaine borné A de V espace R^ à m dimensions^ dont les coordonnées
.PI, a?2,... ., Xn, d'un point sont réelles. Nous supposons toujours que les m
fonctions X,(.Ti, x^,. . . ,x,n) (? = i ,2,. . ., m) dans les équations ( i ) sont conti-
nues partout dans le domaine A, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre
par rapport aux variables x^ x^ . . ., x^.

Nous conviendrons de désigner le point (o?i, ^37 • • • » ^m) par P et le vecteur
—————————> -^
( x ^ , ^2,. . ., x,n) par P, ce qui nous fait écrire les équations ( i ) sous la forme

dx^ _ dx^ _ _ dœ^ ___ _ ̂
(2) x^-x^^—x^-^-"^

introduisant deux paramètres réels t et s^ dont le premier est habituellement
appelé le temps, ou bien, sous la forme

(3) ^=X,(P) ( .=1,2, . . . ,m)

et
Hnr

(3bis) ^^-X,(P) (^1,2,. .,^),
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Remarquons que, par hypothèse, les deuxièmes membres des équations (3)
et (3 bis) sont des fonctions des variables dépendantes x.^ x ^ , . . . , x^, mais
elles ne contiennent pas les variables indépendantes t ou s. On dit quelquefois que
les équations (3) définissent un mouvement dans le domaine A.

Pour éviter de répéter l'exposition des notations, nous fixons une fois pour
toutes quelques correspondances entre les deux sortes de notations qui repré-
senteront un point :

i° le point P est le point de coordonnées ^ ' i , ^2,. . ., x^ ;
2° le point P, est le point Çx\, x\^ . . ., x\^) ;
3° le point Q est le point (ji, y,>, . . ., y m) ;
4° le point Q, est le point (y\, y\,. . ., j^) ; etc.

Dans la suite, quand on considère un point, par exemple Qo, on doit savoir
que ses coordonnées sonty? (i= 1 , 2 , . . . , m), même si nous ne précisons pas
cette notation j?, et inversement,

De plus pour simplifier l'exposition, nous définissons la distance de deux
points quelconques P et Q comme suit :

in

dist(P,Q)=^|^-r,|.

Suivant cette définition, le S-voisinage d'un point P signifie Fensemble des
points Q tels que l'on ait

m
d i s t (P ,Q)==V Xi—yi\<Q.

Cette distance diffère de la distance euclidienne, mais elle donne, bien entendu,
la topologie équivalente à celle de l'espace euclidien.

2. Nous désignons par S l'ensemble des points P du domaine A qui satisfont
à la fois aux équations

X , ( P ) = = o , X , (P)==o , . . . , X,,(P)=o;

nous traduisons ce fait par la formule
S==[P : X , ( P ) = o , X , ( P ) = : o , . . . , X ^ ( P ) = = o , PeA].

On appelle un point P de l'ensemble S point singulier des équations.
Soit R le complément de l'ensemble S par rapport au domaine A; nous

appelons un point de l'ensemble R point régulier des équations ; par définition,
si P est un point régulier, PeR, il y a au moins un X,^ qui ne s'annule pas au
point P. Nous remarquons d'ailleurs que l'ensemble R est ouvert dans A ainsi que
dans R,^, mais que l'ensemble S n'est pas toujours fermé dans R^, bien qu'il le soit
toujours dans le domaine A, puisque A est ouvert; cependant la réunion de



SUR LES COURBES DÉFINIES. 30;

l'ensemble S c< ûfe Za frontière À rfa domaine A est fermée dans R^ ̂  ̂  conséquence
compacte, puisque, par l'hypothèse, le domaine A c.rt éorne.

3. Si m fonctions x^t\ x,(t),..., x^t-) définies dans l'intervalle
- a < t < p, a, (3 étant deux nombres quelconques positifs ou infinis, satisfont
aux équations (3), c'est-à-dire, si l'on a

dxt{t)
dt :X,(x,{f}, . X , ( t ) , . . . , X,n(t)) (<=r l , 2 , . . . , w ) ,

pour toute valeur de t de l'intervalle — a < < < p et que l'on a x,{o')=Xi
( î=i , a , . . . , w ) , o n dit que le système des m fonctions x, (t), a^),.. .,x^(t)
est une solution des équations (3) définie dans l'intervalle — a < t < ?, passant
par le point P à l'époque ï==o. Nous désignons cette solution par P(f) pour
— o c < < < p . Dans ce cas il est aisé de voir que ?(—,?) est une solution des
équations (3 bis) définie dans l'intervalle — p < , < ^ a , passant par le même
point P à l'époque s== o, et réciproquement.

A cause de cette relation entre les équations (3) et (3 bis), si un théorème
sur une propriété concernant <> o des solutions des équations (3) est établi,
le même théorème subsiste pour la même propriété concernant ^<o des
solutions des équations (3 bu). Donc, si une hypothèse sur ^>o des
équations (3) entraîne une conclusion s u r ï > o (ou sur ï<o) des solutions
des équations (3), sous la même hypothèse sur ï<o des équations (3), la même
conclusion sur <<o (ou ï> o respectivement) subsiste automatiquement.
Profitant de ce caractère, même si des théorèmes ou des définitions s'appliquent
aux deux sens de t, nous ne les démontrons et quelquefois ne les énonçons que
pour le sens positif.

On désigne par P(^) le point de la solut ion P(t) correspondant à l'époque
t==ti, si t, est contenu dans l'intervalle de définition de P ( t ) .

4. Soit Pô un point quelconque du domaine A; pour un nombre positif assez
petit p, l 'ensemble fermé

î^tQ : \yi-^ ^p, (=:i,2,....w]
est contenu dans A.

Les fonctions X,( î= i, 2,. . ., m) étant continues dans A et ne contenant pas
la variable indépendante t, il existe, d'après le théorème de Cauchy, une solu-
tion P,(ï) passant par le point Pô à l'époque î== o, détinie et contenue dans
l'ensemble U, pour tes valeurs de l ' intervalle — ^^t^——, a fortiori pour

celles de l'intervalle — a < t < (3, où a et ? sont égaux à ̂  > o et où M est
une constante telle que l'on ait

|X,(P) |^M (<•=!, 2 , . . . , W ) ,
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dans l'ensemble U. Il est clair que le nombre M existe, puisque les fonctions X,
sont continues dans U, et que l'ensemble U est compact.

D'autre part, utilisant la continuité des dérivées partielles — ( i, j == i,..., m),
on démontre à l'aide du théorème de Lipschitz, que la solution Po(Q passant par
le point Pô à l'époque t=o est unique, c'est-à-dire que, si l'on désigne par
Po(Q et Pô (?) deux solutions arbitraires des équations (3) passant par le
point Pô à l'époque t=o, la première étant définie pour — a o < ^ < ^ P o ? la
seconde pour — a^ t<^ ̂ , on a identiquement

P,(t)=P',(t)

pour toutes les valeurs de t entre — minimum (o^, a^) et minimum (j^, po).

5. Soient Pô un point quelconque du domaine A et U et V deux voisinages
du point Pô, tels que la fermeture U de U soit contenue dans V et la fermeture V
de V dans A :

UcV, V c A :

ie dis qu'alors il existe un nombre positifs indépendant des points P de la ferme'
ture U, tel que, pour tout point P de la fermeture D, la solution P(?) soit définie
et contenue dansV pour t <^£.

En effet, soit p une valeur positive inférieure à la distance de Pensemble
fermé U et de la frontière V de l'ensemble V :

p<d i s t (U ,V) .

Cette valeur p existe, car dist (D, V) est positif, U étant contenu dans V.
Désignons par l ( P,^-) l 'intervalle fermé :

^^^[Q^-^1^-^1525 ' " 7 m ] î

de sorte que, si l'on désigne par Q un point quelconque de l'intervalle
î f P , - ^ \ o n a
\ m )

dis t (P ,Q)=^ |^-^ |^^m=p;

si l'on a P € U, l 'intervalle î (P , m-} est contenu dans V. Or, il existe un nombre
positif M, tel que Pon ait

|X, (Q) |^M.

pour tout point Q de l'ensemble V et pour tout indice î = i , 2 , . . . , w ; donc,
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diaprés le théorème de Cauchy, si Von désigne par P un point arbitraire de U,
la solution P(t) est définie et contenue dans î(P, ̂ \ et a fortiori dans V

pour t < £ , £ désignant le nombre positif-13-.r mM
Soit B un sous-ensemble du domaine A ; supposons que, pour tout point P de

l'ensemble B, la solution P ( t ) soit définie pour - a < ̂ < 6, a et b étant deux
nombres positifs ou infinis indépendants du point P, et que t, soit une valeur
quelconque comprise en t re— -a et 6; nous désignons pa rB(^) l'ensemble de
toutes les positions à l'époque t = t, des points qui appartiennent à B à l'époque
t == o, et qui se meuvent selon les équations (3).

6. Supposons que la solution P(t) soit définie — a < r < p , et désignons
par Pi le point P(^), t, étant une valeur quelconque de t entre — a et?. Comme
les fonctions X,(P) {i= i, 2 , . . ., m) ne contiennent pas la variable indépen-
dante t, nous avons identiquement

P(t,+t)^p,(t),

pour toutes les valeurs de t entre-minimum (a +1,, o^ ) et minimum (? — t,, ?,),
oùP,(t) désigne la solution définie pour — a, < ̂ < ?,, passant par le point P,
à l'époque t=o.

Quand on a
P-^<(3i,

P(Q peut être une solution pour — a < r < p , + ^ , si l'on définit P(r) par
l'équation

P(t)=:P,(t-f,) pour (3^<^-4-^;

on dit que la solution PÇt) pour — a < t < ? est prolongée pour p ̂  < Ri + ̂
ou pour — a <^ ^ <; ̂  + ̂ .

Delamêmemanièreonpeutprolongerlasolut ionP(^)pour—ai+^<^^—a,
si l'on a

— a i + ^ i < — a .

7. On sait que, si P est un point singulier, P(t)=^P, pour —oo< ^<oo, est
l'unique solution q u i passe par le point P à l'époque t= o, et que, si P est un
point régulier et si la solution P{t) est définie dans l 'intervalle — a <^< ?,
a, ? étant deux nombres positifs ou infinis, P ( t ) se place toujours dans l'ensemble
R p o u r — a < 0 < C P *

Nous appelons régulière une solution qui passe par un point régulier à
l'époque t=o et singulière une solution constante du point singulier. Ce que
nous venons de voir montre que tout point d'une solution régulière est régulier,
et que tout point d'une solution singulière est singulier.
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II. — Continuité.

8. Soit P(t) une solution des équations (3) définie pour — a <^ / <^ 8,
a, ^ étant deux nombres positifs ou infinis, et soit ^ une valeur comprise
— a et P. 11 est aisé de voir que Fon a

l i m P ( ^ ) = = : P ( ^ ) ,
t>t,

puisque la solution P(^) est continue.
Soit P un point singulier et soit P(t) la solution définie pour — a < ^ ? < ^ p .

Même si a ou ? est fini, comme nous l'avons vu, la solution P(t) est prolongeable
pour—oo <^ t<^ oo, et l'on a

P ( < ) = = P pour — o o < ^ < o o ,
et

lim P ( t ) = z P .
t^±^

9. Soit P un po in t régulier. Supposons qu'une des extrémités, par exemple p,
de l ' intervalle de définition de la solution — a <^ t <^ ?, soit finie et qu'il existe
une suite { tn} de valeurs de t, telle que Fon ait

— a < ^ < ^ < . . . < ^ < . . . - > | 3 et lim P (^ )QeA;
n>^

je dis qu'il existe lim P(^), de sorte que Fon a
t>^-0

lim P(t)=OçA.
t^^-o

En effet, soit U un voisinage assez petit du point Q, dont la fermeture U est
contenue dans A. D'après le n° 5, il existe un nombre positif £ tel que, pour
tout point P e U, P(t) soit définie pour 1 1 <^ £, puisque, si l 'on désigne par V un
voisinage convenable du point Q, on peut avoir UcV, VcA. Or, par hypothèse,
nous avons

— a < ^ < ^ < . . . <tn< . . . -^P et l i m P ( ^ ) = Q ,
* n^w

donc il existe un nombre entier positif /ii, tel que l'on ait

P(^)€U, et o < p — ^ < £ .

Désignons par P^ le point P(^) ; les deux dernières relations montrent que
la solution P^(^) est définie pour \t <^£, et qu'en conséquence P^(t—t^)
est défini pour t^— £ < t<^ t^+ e, a fortiori pour P^^< ̂ + £. Comme nous
avons — a <; ? <; ̂ + £, lim P(^) == lim P ( t ) existe et coïncide avec le point

/>p-0 Ï>?

QeA.
D'après ce que nous venons de voir, pour qu'une solution P(r) définie pour
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— a <^ <^ p ne soit pas prolongeable au delà de la valeur p de t, ? étant finie, il
faut que, pour toutes les suites {^} telles que l'on ait—a<^<^<^...<^<\..->p,
et telles qu^il existe lim P(^), ce point limite appartienne à la frontière À du//->«
domaine A.

On peut démontrer de même le théorème concernant l'autre extrémité — a.

10. Profitant de cette propriété des solutions, nous conviendrons désormais de
supposer que, si nous disons qu'une solution P(^) est définie pour — a <^ t<^ ̂
la solution P(^) n'est pas prolongeable ni pour t^^, ni pour t^_ — a, et nous
fixons les notations de manière que, s^ i l s'agit des points P, Py, P7, Q, etc. du
domaine A, les solutions P(^), Py(^), P7^)» Q(Q? ^c. soient définies respective-
ment pour — a <^ t<^ p, — ay<^ ^<^ ?y, — ^f <^t<^ ^/, —a<^t<^b, etc., et que
les solutions ne soient plus prolongeables en dehors de ces intervalles, même si
nous ne faisons aucune remarque sur les notations a, p, a, b, etc.

Ainsi, par exemple, quand on considère un point Qu du domaine A, on doit
savoir que la solution Qo(Q est définie pour —ûo<^ t<^ bo, et ou bien quefco est
infini, ou bien que, bo étant fini, l im Qo(^i) est un point de la frontière À du

7î> 30

domaine A, si la suite {Qo(^ )} converge pour n -> oo et si l'on a

—ao</ i< /2< • • • < tn< ... <b,.

Tout ce qui précède au sujet de bo est évidemment applicable à l'autre extré-
mité — ao.

1 1 . THÉORÈME. — Soient P un point du domaine A et to une valeur quelconque
fixe de t dans ^intervalle — a <^ t <^ ? de définition de la solution P(^), et posons

Po=P(^o) .

Si Von désigne par Ui un voisinage de V arc fermé P, Pô représenté par la solu-
tionnât) avec les valeurs de t comprises entre zéro et to (deux extrémités incluses),
et par U^ un voisinage du point Pô, il existe un voisinage du point P, soit V, telle
que V(^) soit défini et contenu dans Ui pour les valeurs de t entre zéro et to Çdeux
extrémités incluses), et q^en particulier pour t == to, V(^o) soit contenu dans Ug.

En effet, supposons que to soit positif. Désignons par W un voisinage de

l'arc fermé P, Pô assez petit pour que sa fermeture W soit contenue dans l'inter-
section des deux ensembles ouverts Ui et A : W c Ui n A, et par U^ le £i-voisi-
nage du point Pô, où £1 est un .nombre positif assez petit pour que V^ soit
contenu dans Ua : U^CUo.

Posons
d=- dist(P, Pô, Wj et £== minimum (<^, £1).

SoitVo le 8-voisinage du point P, S étant un nombre positif inférieur as ̂ -WN^ où N
Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 4. 38
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désigne une borne supérieure de -^- (^,jr '=i, 2, . . . , rn) dans l'ensemble

fermé W, qui est contenu dans A et qui est, en conséquence, borné.
Si l'on désigne par Q un point quelconque du voisinage V§, de sorte que l'on

aitdist(P, Q)<â, on a

^T~€~lS'=zxi(qw)~xi(p(t^ (^=1^ ...^),

pour o^t<^ min imum (6, ?), où b est l'extrémité supérieure de l'intervalle
de définition de la solution Q(^).

Si le segment Q(^), P(/) est contenu dans A, nous avons
m

X.(Q(^)) - X,(P(Q) =^ à-M^-t^ W) - X;(^)) (/=i, 2, . . ., m),
/•=! y

OÙ

S,(^)=P7^+6,(Q~(^-P'(^) (.=1,9., ...,,n),

chaque ô^ étant un certain nombre positif inférieur à i.

Comme, par hypothèse, l'arc fermé P, Pô est contenu dans W et que l'on

a W c A et dist(P, Pô, w)=rf, le segment Q^), P(t) est contenu dans W, a
fortiori dans A, pour les valeurs de t telles que l'on ait

dist(Q(Q, P ( t ) ) < , / .

Or, dist(Q, P) est inférieure à o<rf , et dist(Q(<ç), P(^)) est continue par
rapport à la variable t pour o^t<^ minimum(6, ?); donc ou bien il existe
un nombre c inférieur à minimum (6, ?) tel que l'on ait

dis t (Q(^) , P ( t ) ) < , ( / pour o^t<c,
et

d i s t (Q(^ ) ,P (c ) )=^ ,
ou bien on a

dist(Q(Q, P ( t ) ) < d

pour toute valeur de t positive et inférieure à min imum(&, ?).
En conséquence, ou bien pour o^t^lc ou bien pour o^t<^ minimum (6, 8)

on a
dyi{dt) dxj(t) ^àXi^t)) ' .
—7—~—77——Z ,̂ ^W-^) (^1,2, . . . ,^) .

y-=l

Or, si Q(^) satisfait à l'inégalité

dist(Q(Q,P(0)^,
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on a Q(QeW, puisque, par défini t ion, on a dist(P, Pô, w)=rf; donc le seg-
ment Q(^), P(^) appartient à W, et en particulier, on a

^i(t)çW ( î=: i , 2, . . . , m),

de sorte que l'on a
\àX^(t})\

^N (hj===^ 2, . . 1 , m);ôx,

en conséquence cette inégalité subsiste ou bien pour o^t^c, ou bien pour
o^t <^ minimum (6, ?), et nous avons

dyi(t) dœi(t)
^^NU/^)-^)! (/==!, 2, . . . , m).

7=1
dt dt

En faisant la somme de i à m de l'indice i, nous avons

i^-'^P^^ii^)--^).
d'où

d ,.
^dist(Q(<), P ( ^ ) ) ^mNdis t (Q(^ ) , P ( t ) ) .

En faisant l'intégrale, de zéro à t, nous avons finalement
dis t (Q(^) , P(^))^dist(Q, P)^^

ou pour o^t^c, ou pour o^^<^ minimum(&, 3).
Je dis qu'il n'existe pas de valeur c<^ min imum(&, ?). En effet, si elle

existait, nous aurions
<^=dist(Q(G), P(c))^dist(Q, P)emvc<^emvc<de~mmem^c<dem^c-^,

d'où une inégalité qui ne pourrait pas être vérifiée, puisque nous avons par
hypothèse c<^o.

En conséquence, nous avons
dis t (Q(^) , P(Q)^dist(Q, P)emm pour o^t < minimum (ô, P).

Je dis maintenant que nous avons & ^ > ^ o - En effet, dans le cas contraire,
nous aurions pour t positif et inférieur à b,

d i s t ( Q ( ^ P ( ^ ) ) < ^
d'où

Q ( ^ ) e W c A pour Q^t<.b.

Or, par hypothèse, la fermeture W est contenue dans A, donc l imQ(^) existe
et elle est contenue dans A : ceci est en contradiction avec la défînion du
nombre b.
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En conséquence nous avons
b > ^o.

Cette dernière inégalité montre que le critérium
dist(Q(^), P(^))^dist(Q, P)e"^t<oemyi<6lem^t-^ et < £, e"1^1-1^

est valable pour toute valeur de t, o^r^^o, ce qui montre que l'on a
Q(^)eWcU, pour o^t^t,,

et en particulier
Q(^o)eU^cU, .

Or, Q est un point arbitraire du voisinage Vç= V, donc nous avons
V^ClJi pour o

et
V(^o)CU, .

De la même manière on démontre le théorème dans le cas où l'on a t<< o, et
le théorème est trivial dans le cas où l'on a to == o.

12. Ce dernier théorème montre que, si une suite de points [ P^} converge vers
un point P du domaine A et si la solution P(^) est définie à la valeur to, les solu-
tions Pyi(^) sont définies à la valeur to pour n assez grand et la suite [ P^(^o)}
converge vers le point P ( to ) pour n —>- oo.

Je dis en outre que, si une suite [ tn } des valews de t converge vers to pour 71—^00^
les points Pn (tn) sont définis pour n assez grand et convergent vers P ( to ) pour n -> oo.

En effet, soit U un voisinage quelconque du point P(^o)- Désignons par V et
Vi deux voisinages du point P(^o) tels qu'on ait U n A D V i , Vi 3V. D'après le
théorème précédent, pour n assez grand, les points P n ( î o ) ^ont définis et appar-
t iennent au voisinage V; or, d'après le n° 5, les relations A^Vi et V i 3 V
entraînent l'existence d'un nombre positif £, tel que V(^) soit défini et contenu
dans V, pour t\<^ s. D'autre part la convergence de la suite { t n } vers to montre
que l'on a |^— to \<^s . pour n assez grand, donc nous avons Pn(^)eViCU
pour n assez grand, ce qui achève la démonstration.

Remarquons que la réciproque de ce que nous venons de démontrer n^est
pas toujours vraie.

III. — Solutions périodiques et caractéristiques.

13. Soit P un point du domaine A; supposons qu^ i l existe deux nombres ?i
et ^2 tels que l'on ait

P(^ )=P(^ ) , -a<^<^<(3 .

On sait qu'alors la solution P(^) est définie pour — oc <^ t <^ oc et que Fon a
P ( ^ ) = P ( ^ - 4 - / ( ^ — ^ ) ) (l==o, ±:.i, ±2, . . . ) pour -.oo<^<oo.
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Comme conséquence directe de cette propriété, on voit que, pour qu'il existe
une paire de valeurs (?i, ^)(— a<^ ti<^ ̂ <^ P) tellequel'on ait P(^)= P(^),
P étant un point du domaine A, il faut et il sutf î fc qu'il existe une valeur
positive T satisfaisant à P(o) = P(ï).

Cette valeur T s'appelle période de la solution P(^), et l'on peut facilement
démontrer que, quand Ti, Ta sont deux périodes, Z-iïi 4-^2^2 est une période,
À'i, Z'2 étant deux nombres entiers quelconques, si /i ' iTi+^2^2 est positif,
c'est-à-dire quune combinaison linéaire de deux périodes avec coefficients entiers
est aussi une période y pourvu qu'elle soit positive.

Soit P(^) une solution singulière^ on a
P(f)==P

pour toute valeur de t, —oc<^/<oc. Donc, toute valeur positive de / est
période de la solution singulière.

14. Supposons qu^une solution régulière P(^) admette des périodes et dési-
gnons par { T {• l'ensemble de ses périodes. On sait que Pensemble { r } a un
minimum ï positif et que, si l'on désigne par T une période arbitraire, il existe
un nombre entier positifs tel que l'on ait

-==nT.

Nous appelons ce minimum T de l'ensemble Î T ; période fondamentale de la
solution P(^). Nous disons qu'une solution P(^) est périodique^ si sa période
fondamentale est différente de zéro. D'après cette définit ion, les solutions
singulières ne sont pas périodiques, bien qu'elles admettent comme période
toute valeur positive de t; et les solutions régulières admet tan t des périodes sont
toujours périodiques; autrement dit, pour qu 'une solution P(^) admettant des
périodes soit périodique, il faut et il suffit que le point P soit régulier.

15. Si P désigne un point régulier, d'après les numéros précédents, ou bien
P(^) est périodique, étant définie pour —oo<^<^<x), ou bien il n'existe pas
de paire (?i, ^2) telle que l'on ait

P(t,)==P(t,), i,^t,.

Considérons le premier cas de l'alternative et désignons par T la période
fondamentale; P(^) définit une courbe de Jordan fermée pour o^^<^ï, ou pour
tout intervalle de la forme ^o^^<^^o+T, car il n'existe plus de paire (^5 ^),
telle que l'on ait P(^)==P(^) et ^o^^i<^ ^ <^^o+ï- Nous appelons cette
courbe de Jordan fermée caractéristique (totale).

Envisageons maintenant le second cas de Palternative; comme la correspon-
dance entre les points de la solution P(^) et les valeurs de l ' intervalle —a<^<^ ?
est biunivoque, la solution P(^) pour y^^^o définit une courbe de Jordan
non fermée, y, 8 étant deux nombres quelconques positifs ou négatifs, y<^o,
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compris entre — a et p. Nous appelions, toutefois, caractéristique (totale)
la courbe définie par la solution P(^) pour — a <^ t <^ ?, suivant la terminologie
de Poincaré. i

Dans les Chapitres suivants, nous traitons surtout de la courbe P(^) corres-
pondant aux valeurs de t comprises entre oet (3 (o inclus, ? exclus), et appelons
cette courbe demi-caractéristique positive partant du point P, et nous la dési-
gnons par P(^). Si l'on considère la courbe correspondant aux valeurs de t de
l'intervalle —a<^^o, elle est appelée demi-caractéristique négative et
représentée par ?(•?). Dans ce cas, nous désignons la caractéristique totale

^ p a r P ( Q u P ( ^ ) .
On remarque que, si P(^) est une solut ion périodique, la demi-caractéristique

positive P(Q, la demi-caractéristique négative P(^) et la caractéristique
totale P(^)uP(^) représentent la même courbe fermée.

IV. — Surfaces sans contact.

16. Soient Pô un point du domaine A et U un voisinage du point Pô, tel que
l'on ait UcA. Soit /(P) une fonction définie et continue dans le voisinage U;
nous supposons d) ailleurs que ses dérivées partielles du premier ordre par rapport
aux coordonnées x^ Ci'=== i, 2, . . ., m) du point P sont continues dans U.

Nous disons que la surface /(P) = o est une surface sans contact au point Pô
définie dans le voisinage U du point P^y si la fonction /'(P) satisfait aux conditions
suivantes :

/ (Po)=0; 20 ^^^X,(Po)>0.
20 ^-^wo)

i==l

Comme conséquence directe de la deuxième condition, pour que la surface
/(P) == o soit sans contact au point Pô, il faut qu'il existe au moins une dérivée
partielle J ) de la fonction/(P) et une fonction Xy(P) du même indicée qui

0dC j

ne s'annulent pas au point Pô. En conséquence, si Pô est un point singulier,
il n'existe pas de surface sans contact au point Pô. Inversement, si Pô est un
point régulier, il y a une fonction X/, qui ne s^annule pas au point Pô. Désignons

parE le vecteur non zéro [Xi (Pô) , X^Po), . . . . X,,,(Po)] et posons
/-'> > \ ->/ (P)^(p-po)a,

le deuxième membre étant le produit scalaire des deux vecteurs P — Pô et S. Il
est clair que/(P)===o est une surface sans contact au point Pô, définie dans
l'espace Rm tout entier.



SUR LES COURBES DÉFINIES. 3oi

Si une fonction ^(P) satisfait à toutes les condit ions excepté 2° pour que
g-(P)=o soit une surface sans contact au point Pô définie dans U, et si l'on a

V^(Po)y .p . ^ ^Z~~^~ i( 0)< '
;'=:!

la surface ^-(P^)= o est considérée comme surface sans contact, puisque alors
on a

.. à(-^(P,))V ̂ -^^) y ,p ̂  .2j——3^——x,(Po)>o,

et que ^(P)=o et —^•(P)==o représentent la même surface. Mais pour
simplifier l'exposition, nous conviendrons d'apprendre que, si/(P)=o est
une surface sans contact au point P(), /(P) satisfait à la condition 2°.

17. Si /(P) est une fonction continue^ ayant ses dérivées partielles du premier
ordre continues dans un domaine B C A, ̂  si elle satisfait aux conditions suivantes :

i° il existe des points P dans B, tels que Von ait /'(P) === o,
2° 6w a pour tous les points P A/ domaine B,

i^?w>".
/io^ disons que la surface /(P) = o ̂  une surface sans contact dans le domaine B.

On voit qu'une surface /(P)=o sans contact dans un domaine B est une
surface sans contact en tous ses points appartenant à B, et le même raisonne-
ment qu'au numéro précédent démontre que le domaine B ne contient pas de
points singuliers.

Si une fonction ^(P) remplit dans un domaine BcA la condition

2 ̂ ^x"
à la place de la condition 2° et si elle satisfait à toutes les autres conditions
pour que ^•(P)==o soit une surface sans contact dans B, on montre, de la
même manière qu'au numéro précédent, que ^(P)=o est considérée comme
surface sans contact dan§ B. Mais, comme au numéro précédent, nous ne
disons pas que g (P) = o soit une surface sans contact à Py.

18. Soit /(P)=o une surface sans contact au point Pô définie dans un
voisinage U du point Pô; je dis qu'il existe un voisinage du point P, soit V, tel
que la surface /(P) === o soit une surface sans contact dans V, n'y ayant qu'une
branche.
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En effet, par définition on a

î .̂ >«
et —^—- et X/(P) (i= 1,2, . . ., m) sont continues dans U, ce qui entraîne qu^il
existe un voisinage L\ du point Pô, tel que l'on ait

î -)-
i —i 1

pour tout point P de U\. D'ailleurs au point Pô, on a/(Po)==o. Donc/(P)=o
est une surface sans contact dans Ui .

En outre, rinégalité

S^p.»,

entraîne qu'il existe une dérivée c 7 ° 7^ o, soit ^> o. A cause de la continuité

de -J——^dans U, cette dérivée partielle est positive dans un assez petit voisi-

nage du point Pô, soit Us. Donc dans Ua, / (P)==o est soluble par rapport à
la variable x^, c'est-à-dire que la surface /(P)= o n'a qu'une branche dans Us.

Par conséquent, si l'on désigne par V un voisinage quelconque du point Pô
contenu dans l 'intersection des deux voisinages U-i et Us, VcUi nUL,/(P)=o
est une surface sans contact dans V, n'y ayant qu^une branche.

Donc, si Von considère la topologie ordinaire de la surface /(P) = o dans V,
cette topologie est équivalente à la topologie de ta surface fÇ P ) == o dans V induite
par la topologie de l''espace B^. D'ailleurs, s^il s'agit d^une surface sans contact
y(P) == o dans un domaine B, cette équivalence subsiste dans B, puisqu'elle subsiste
dans un voisinage assez petit de chaque point de la surface /(P) = o dans B.

Remarquons que, si l'on a m = 2, une surface se réduit à une courbe, et que
la surface sans contact dans un assez petit domaine représente un arc connexe
de cette courbe, ou encore une courbe de Jordan, si l'on y ajoute les deux
points d'extrémité.

19. Revenons au cas où m est arbitraire. Soit/(P)=o une surface sans
contact dans un sous-domaine B du domaine A et soit P(^) une solution
contenue dans B pour \t\ <^£, £ étant un nombre positif; il est clair par défi-
nition que Fon a

'^-W^X- P»"' \t <£.
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Je dis qu'il n'existe au plus qu'une valeur de t telle que l'on ait

/ (P (^) )=o et ) < [ < £ .

En effet, s'il existait deux valeurs distinctes ^, t^ de t qu i satisfassent à ces
deux conditions, d'après le théorème de la moyenne, on aurait une autre valeur
de t entre ^ et t^, soit ^3, telle que l'on ait

AP(^)) -/(P(^-)) = dfl^1 ̂ - ̂

dont le premier membre est zéro, puisque ses deux termes sont zéro. Or ^3 se
place entre t^ et t^ donc on a | ^ 3 1 <^ £, ce qui montre que P(^) appartient au
domaine B, donc i^^'im^
est en contradiction avec l'hypothèse quey(P)=o est une surface sans contact
dans B.

Soit to l 'unique valeur de t, telle que l'on ait

/ (P(^))=o et | ^ o | < £ ;

à cause de la continuité de la fonction/(P(^)), cette fonction f(P(t)} doit être
positive pour to <^ t <^ £, et négative pour — £ <^ t <^ to, puisque sa dérivée

</(P(^))_V^/(P)—dt— -2L -^r XKP(0)
z'==l

est positive pour — s.<^t<^e, pour lequel P(^) se trouve dans B.

20. THÉORÈME. — Si^y(P) == o ̂  i/j^^ surface sans contact au point Pô définie
dans un voisinage U rf^ point Pô, joc^r ^o^^ point Q rf^/i voisinage assez petit Ui
du point Pô; ï7 existe une et une seule valeur de t, telle que Von ait

/(Q(Q)=o et M<£,

£ ^û/̂  un nombre positif inférieur à un certain nombre positif et indépendant du
point Q.

En effet, supposons que U soit assez pet i t pour que l'on ait U c A et pour
que y(P)==o soit une surface sans contact dans U. Si V est un voisinage du
point Pô, tel que l'on a i t V c U , il existe, d'après le n° 5, un nombre posi t i f £1
indépendan t du choix du point P, tel que, pour t o u t point Pe V, la so lu t ion P^)
soit définie pour [ t <^ £1 et que l'on ait P(Q€ U pour les mêmes valeurs de t.

Ann. Éc. Norm^ (3), LXX. ~ FASC. 4. 3g
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Par conséquent, pour tout point P€V, il n'existe au plus qu'une valeur de t
qui satisfasse aux conditions

f(P(t))=o et H<£.i.

Posons
V,=[Q(/) : / (Q)=o,QeV, M<c],

désignant par £ un nombre positif quelconque inférieur à £1; je dis que cet
ensemble Vg est ouvert, de sorte que, si l'on désigne par L\ un voisinage du
point Pô contenu dans Vs, le voisinage U satisfait à toutes les conditions du
théorème.

En effet, soit Q un point quelconque de l'ensemble Ve; il existe un point Qo
et une valeur to de t, tels que l'on ait

Q,eV, /(Qo)=o, Q==Qo(^o) ou Q(-^)=:Qo et | t, \ < £.

Soit U(Qo) un voisinage assez petit du point Qo, dont la fermeture U(Qo) est
contenue dans V; i l existe un nombre posilf S tel que, pour tout point P du
voisinage U(Qo), la solution P(t) soit contenue dans le voisinage V pour
— o < ^ < ^ o , et que l'on ait — c < ^ — t o ± G < ^ £ . Ces deux dernières inégalités
sont vérifiées, puisque l'on a — £ <^ — to <^ £.

Désignons par §1 un nombre positif quelconque fixe inférieur à o, tel que
les deux points Q'== Qo(ûi) et ÇT= Qo(— Si) appartiennent au voisinage U(Qo).
D'après le n° 19, on a/(Q')>o et/(Q")<o, puisque §1 est positif.

Par conséquent il existe deux voisinages U( Q') et U(Q^) respectivement du
point Q' et du point Q^, tels que l'on ait

/ (P)>o pour PeL^Q^) et / (P )<o pour PeU(Q y ) ,

et que l'on ait I^Q^ul^Q^cl^Qo). Or, à cause de la continuité, si Fon
désigne par U(Q) un voisinage assez petit du point Q, on a

U(Q) ( -^4 -ôOcU(Q 7 ) et U(Q)( -^ -^ )CL T (Q / / ) .

Je dis que le voisinage U(Q) est contenu dans V, : U(Q)c Y£. En effe, soit P
un point quelconque du voisinage U(Q); en raison des relations précédentes,
on a

/(P(-^o-^i))>o • et / (P( -^o-^))<o,

donc pour une valeur t^ de t comprise entre — to— 3i et —to+ ai, on a

/ (P i )=/ (P(^) )=o

et
(—<o+ôi)--^«i<—^o4-ô, ou —^—ôi<^<(—^- -^ i )+ô ,

où Pi désigne le point P(^i).
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Or, les relations
U ( Q o ) ( ^ ) c V pour \t\<è et I^Qo^LKQ^ulKQ^

entraînent

puisque l'on a
p,=P(^,)çV,

P( -^+^)eU(Q^ et p^^-^eL^O').

Donc le point P = = = P i ( — ^ ) appartient à l 'ensemble Vg, car on a — £ < ^ — ^ i < ^ £ .
Or, P est un point arbitraire du voisinage U(Q), donc on a U(Q)cVg; d'autre

part Q est un point arbitraire de l'ensemble Ve, donc Vs est ouvert.
G. Q. F. D.

21. Soit P un point régulier quelconque et soit Pi=P(^) un point de la
caractéristique totale P(^)uP(^); désignons par II et IIi deux surfaces sans
contact respectivement aux points P et Pi. Considérons la topologie de la sur-
face II ou IIi induite par la topologie de l'espace entier R^ et désignons par Vi
un voisinage du point Pi sur la surface IIi; je dis qu'il existe un voisinage du
point P sur la surface II, soit V, tel que toutes les caractéristiques passant par
un des points du voisinage V à l'époque t=o, passent par un des points du
voisinage \\ une et une seule fois entre ^ — £ eUi+£, £ étant un nombre
positif inférieur à un certain nombre positif fixe.

En effet, d'après la définition de la topologie induite, le voisinage Vi du
point Pi sur la surface IIi est représenté par l'intersection de IIi et d'un certain
voisinage V^ du point Pi dans l'espace R^; soit Ui un voisinage de Pi dans R^
et £ un nombre positif, tels que, pour tout point QeUiCV', Q(^) soit définie
pour [ 11 <^ £, et que Q(^) passe par un point de la surface II dans V' une et une
seule fois entre — £ et £.

D'après le n° 11, il existe un voisinage U du point P (dans Fespace R^), tel
que l'on ait U(^i)C Ui ; posons

V = U n n ,

de sorte que V est un voisinage du point P sur la surface II. On voit que V est
le voisinage qu'on recherche.

22. Soient /(P) = o une surface sans contact du point Pô et { Q ^ } une suite
de points qui converge vers Pô pour n -> oo ; je dis qu'il existe une suite { T^ } de
valeurs de t, telle que l'on ait, pour n assez grand,

\^n <£ et /(Q^(T^))==O,

£ étant un nombre positif donné, et que la suite ^Qn(ï,i)} de points converge
vers Pô pour n ->• oo.

En effet, soient U et V deux voisinages assez petits du point Pô, UDV, pour
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que /(P) = o soit une surface sans contact dans U et que, pour tout point Q € V,
Q(<) passe par un point de la surface/(P)==o dans U une et une seule fois
entre — à et 8, S étant un nombre positif assez petit et infér ieur à £. Comme,
par hypothèse, { Q , , } converge vers Pô pour n -> oo, on a Q,,€ V pour n assez
grand; donc, pour n assez grand, Q,,(^) passe par un point , soit Q,t(ï/,), de la
surface /(P)==o dans U, |ï^| étant inférieur à ô'^e. Comme U peut être aussi
petit que 1 on veut, et que la topologie ordinaire et la topologie indui te par
celle de l'espace R,/, de la surface/(P)==o sont équivalentes, la démonstration
est achevée.

CHAPITRE II.

POINTS LIMITES ET RÉGIONS INVARIANTES.

I. — Points limites.

23. DÉFINITION. — Soit P un point du domaine A; nous appelons un point Q
point limite au sens positif de la solution P(^)» s^il existe une suite [ t^} de valeurs
de t, telle que Von ait

l imP(^)=Q et o^ t,< ^<.. .< tn<...— (3,
n>°o

où 8 désigne, comme d^habitude^ V extrémité supérieure de Vintervalle de défi-
nition de la solution P( t\ de sorte que ? est positif ou infini.

Nous désignons par L^P) r ensemble des points limites au sens positif de la
solution P(^). On définit de même les points limites au sens négatif de la solu-
tion P(t), dont ^ensemble est désigné par L~(P). Posons

I^P)^:!^?)^-^).

On démontre que, P désignant un point du domaine A, L^P), L~(P) et a
fortiori L(P) sont non vides et que Von a

L+(P), L-(P) et L(P)cA:,

A étant la fermeture du domaine A.

24. THÉORÈME. — Si P est un point du domaine A, les ensembles [^(P) etL~ÇP)
sont : i° fermés et 2° connexes.

i° En effet, soient Q un point quelconque de la fermeture L^(P) et { U^(.Q)}
une suite de voisinages du point Q qui converge vers le point Q pour k->aD et
soit, en outre, { ï , i j une suite de valeurs de t, telle que l'on ait

O^Ti<T.2<. . .<T,,<. . .—>(3.
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Je dis que l'on peut extraire une suite de valeurs de l, soit { ^}, vérifiant les
relations

P(^)€U^(Q) et o^^_i<// , , rk<t ( Â - = = I , 2, . . . ) ,

de sorte que l'on a
l i m P ( ^ ) = Q et o^ t, < ̂ <. . . < ̂ <. . .-> (3;
/' -^ so

relations qui ne sont autres que les condit ions pour que le point Q appartienne
àL-(P).

En effet, posons
/0;-=0.

Supposons que t/, soit déjà déterminé de manière que Fon ait

P(^ )eU^(Q) et tk-,<tk, T/.<^-.

Comme Q est un point de la fermeture L^(P ) de l 'ensemble L^P), i l existe un
point de l'ensemble L^P), soit Q/.+i, appartenant àU/,+i(Q), et par conséquent,
si Fon désigne par U\Q/.+i) un voisinage assez petit du point QA+I? on a

U(Q^i)cU^\(Q).

La relation QA+IGL^P) montre que, pour une certaine suite ( t^\ de valeurs
de t, on a

l i m P ( ^ ) = Q et o^^<^<. . .<^<. . . ->(3,
n^^

d'où
P(^)eU(Q^-i)cI-WQ) et tk<t'^ T/c-4-i</^

pour n assez grand.
Fixons un nombre n^ qui satisfasse à ces conditions et posons

^==^+1.

Noas avons ainsi une suite { t ^ } de valeurs de t, telle que l'on ait
P ( ^ ) e U ^ ( Q ) et o^tk-,<tk, rk<tk (Â-==:I , 2, . . . ).

Comme Q est un point arbitraire de la fermeture L^(P^ nous avons

L^~P')CL+(P),

c'est-à-dire que l'ensemble L-^P) est fermé.

2° Si l'ensemble L^(P) n 'é tai t pas connexe, L^P) serait décomposé en deux
ensembles non vides et disjoints Li et 1^ :

L^rrLiUL.,, L^-0 (?=:!, 2) , LinL2==0,

puisque I/^P) est fermé d'après ce que nous venons de démontrer.
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L^(P) étant contenu dans l 'ensemble borné A, L^P) est compact, donc Li
et La sont également compacts tous les deux. En conséquence il existe deux
voisinages U(L.i) et U ( L a ) respectivement de L, et de La, dont les ferme-
tures U("L7) et ÎI(Ï7) sont disjointes : ÏÏ(Tl)nU(L7)=0. Soient Q i C L ^ ;
Q ^ e L a ; d'après la définition de l 'ensemble L^P), il existe deux suites {t^\
et { ^ } de valeurs de f, telles que l 'on ait

et
P(^)-^Qi, P(0-^Q2, pour /z-^oo,

o^i<^<. ..<^<. . .-^(3, 0^1 <^<- . .<4<. . .—p.

Soient ^ un élément de la suite {t^} satisfaisant à la relation P(^,)eU(Li),
et^, un élément de la suite { ^ } supérieur à ^, tel que l'on ait P(^/)eU(L2);
cet élément ^/existe toujours, puisque l'on a

o^^<^<. . .<^<. . . -^(3 et o^^<|3 Â - = i , 2 , . . . ) ,

et que l'on a
ï^O-^QaeU^) pour^->oc.

A cause de la continuité de la solution PÇt) pour o^ /<^p , ^ fortiori
pour ^<0<A/et de la relation U ( L i ) n U ( L 2 ) = 0 , nous avons

P(T/0^u7L^uD7LT)
pour une certaine valeur T/, de t entre ^/, et t^,.

Or, nous avons P(r/,)eU(Li) pour k assez grand, donc nous obtenons ainsi
une suite { T/, } de valeurs de t qui remplissent les conditions

P(T,)<ÏU(Li)uU(L2) et //.-<T,<4

pour k assez grand. Étant contenu dans le domaine borné A, l 'ensemble {P^)}
a des points limites, lesquels n 'appar t iennent ni à U(Li ) ni à U(L,2), d'après
ce que nous venons de montrer. Nous désignons un de ces points limites de
l'ensemble { P(T/,) } par Q. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
la suite { P ( T / , ) } converge vers le point Q pour / f -^oo. Or, ^<^T/, et t/,->^
entraînent

O^Ti<T,<.. .<T^<. . .->p,

donc Q est un point de l 'ensemble L^P) qui n'appartient ni à U(Li) ni à U^)
ni a fortiori à Li ou à La, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse
L^P) == Li u La. Par conséquent L^(P) est connexe.

On remarque que L(P) n'est pas toujours connexe, tandis qu'il est toujours
fermé.

^5. THÉORÈME. — Soit P un point du domaine A; la fermeture P(r) de la demi-
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caractéristique positive P(^) coïncide avec la réunion de V ensemble L^P) et de la
demi-caractéristique positive P(^) :

P ( ^ ) = L + ( P ) u P ( ^ ) .

En effet, il est clair que l'on a P^Ol/^UPQQ. Il suffît donc de démontrer
queronaP^cL^uP^).

Soit Q un point quelconque de la fermeture P(^), de sorte qu^i l existe une
suite {P(^)} de points, les ^ étant non négatifs, qui converge vers Q pour n ->• oo.
Désignons l im^par Î Q , de sorte que l'on a o^^o^?. Sans restreindre la géné-

n+oB

ralité, on peut supposer que l'on a
lim tn== to.
n^^

Si to est inférieur à ?, où p désigne, suivant la règle d'emploi de notations
du n° 10, l'extrémité supérieure de Pintervalle de d é f i n i t i o n de la solut ion P(Y),
on a, d'après le n° 8, Q==P(ro) . Donc Q appartient à la demi-caractéristique
positive P(^), ci fortiori^ la réunion L^P^P^).

Supposons main tenan t que Pon ait ^ o = = = P ; oo peut extraire une suite par-
tielle { t n ' } de la suite { tn}, telle que l'on ait

0^:^/<^<. . .<tn'<. . .-^(3,

ce qui montre que Q appartient à L^P), puisque la suite { P ( ^ ) } et en consé-
quence sa suite partielle { P(^') } convergent vers Q pour n -> oo et pour n'-> oo .

Par conséquent nous avons
PT^cL-^P^P^),

ce qui achève la démonstration.
D'après un théorème delà théorie des ensembles, P(^) est connexe, puisque

la demi-caractéristique P(^) est évidemment connexe. Nous désignons par K^P)
cet ensemble P(^) fermé et connexe, et de la même manière nous posons

K-(P)==P(7), ^P^K^P^K^P^P^uPÏ^

de sorte que K(P) est la fermeture de la caractéristique totale P(^)uP(^) ,
puisque l'on a

P ( t ) u P ( s ) = P ( t ) u ^ ( s ) ,

d'après un théorème fondamental de la théorie des ensembles.

26. Remarquons que le résultat du n° 9 avec la convention du n° 10 est
exprimé par les notations de ce chapitre comme suit :

Si ? est fini, L^P) est contenu dans la frontière K du domaine A :

L-^DcA.
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Ou encore, on peut l'énoncer comme suit :

Si l'ensemble L-^P^A n'est pas vide, la solution P(t) est définie pour toute
valeur positive de t.

27. THÉORÈME. ~ Soit P un point du domaine A; si Von désigne par Q un point
quelconque de l'intersection de l'ensemble L^(P) et du domaine A, QeL-^P^A,
nous avons

K(Q)cl>(P) .

En effet, soit to une v a l e u r quelconque comprise entre — a et 6, — a et b
étant les d e u x ext rémités de l ' i n t e r v a l l e de d é f i n i t i o n de la solution Q(^); dési-
gnons par U(Qo) u n voisinage du point Qo==Q(^) . D'après le n° 11, si l'on
désigne par U(Q) un vois inage assez petit du point Q, nous avons

U ( Q ) ( ^ ) c U ( Q o ) .

Or, L + (P)nA^Q signifie que l 'ensemble L^P^A n'est pas vide. En
conséquence, d'après la remarque du numéro précédent, la solut ion PÇt) est
définie pour toute valeur positive de t. Donc il existe une suite { ^ } de valeurs
de t, telle que l'on ait

l i m P ( ^ ) = = Q et o^i<^<. . .< tn<. . .->oo,
n •^- ao

puisque, par hypothèse, Q appartient à L-^P); donc, pour n assez grand, on a

P ( ^ ) e U ( Ç ) ,
d'où

et
P ( ^ - / o ) € U ( Q ) ( ^ ) c U ( Q o )

0 ̂  tn -+• to < tn+l + /O < . . . < tn+jn 4- to < . . . ——00 .

Par conséquent la suite { P ( ^ + ^ o ) } converge vers le point Qo==Q(^)
pour n-^oo et ce point Q(^o) appar t ient à l 'ensemble L^P). Or, par hypo-
thèse, to est une valeur arbitraire positive ou négative entre — a et &, donc
nous avons

QC^uQ^cL-^P) ;

d'ailleurs, d'après le n° 24, L-^P) est fermé, donc nous avons

K ( Q ) = P ( ^ ) u P ( ^ ) c L + ( P ) .

On remarque surtout que, même s'il s'agit de l 'ensemble des points l imi tes
au sens positif L-^ÇP) < l e la so lu t ion P(^), l 'ensemble L-^P) contient la demi-
caractéristique négative Q(^) et aussi l 'ensemble des points l imites au sens
négatif'L~(Q) de la solution Q(^).



SUR LES COURBES DÉFINIES . ^

28. Comme nous l'avons vu au n" -24, si l'on désigne par P un point du
domaine A l ensemble fermé non vide L-<-(P) est connexe, ce qui entraîne
d après un théorème de la théorie des ensembles, ou bien que L-(P) se réduit
a un pomt, ou bien que 1-(P) est un ensemble qui a la puissance du continu

Considérons le cas où L-(P) se réduit à un point Q, de sorte que l'on a

l imP ( / ) = = ( ) .
Op •

Supposons d'abord que ? soit fini. D'après le n» 20, L+(P) = Q est un point
de la frontière À.

Supposons maintenant que ? soit infini. Le point Q est ou bien un point de
la frontière A, ou bien un point du domaine A. Si Q est un pointdu domaine A,
la solution Q(<) est définie pour un certain intervalle de t contenant zéro. Or
d après le numéro précédent, on a '

^((){JQ(s)cL+(P)==Q,

donc l'ensemble Q(QuQ(^) se réduit au point Q, c'est-à-dire que, pour toute
valeur positive ou négative de t dans l'intervalle de définition, on a identi-
quement

Q(<)=Q,
donc le point Q est un point singulier.

Ainsi nous avons les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME. — Si la solution P(f) est définie pour toute valeur de t, et si lim P(f)

existe, ce point limite est ou bien un point de la frontière À du domaine A, ou
bien un point singulier.

THÉOKÈME. — Pour que Von ait

L+(P)==P ,

P étant un point du domaine A, il faut et il suffit que le point P soit singulier.

Ajoutons quelques remarques pour la démonstration de ce dernier théorème.
La suffisance de cette dernière condition est claire d'après le n» 8. Si j3 était
fini, on aurait L+(P)=PeÂ, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse; en
conséquence ? est i n f i n i , ce qui montre, avec ce que nous venons de voir, que
la condition est nécessaire.

-29. Nous envisageons encore le cas où, ? étant infini, l'ensemble L-'-(P) se
réduit à un point Q, et supposons que Q soit un point de la frontière À. Dési-
gnons par £ et T deux nombres positifs donnés, et posons

§ = ET.

Anit. Éc. Worm., (3), LXX. — FASC. 4. 4o
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La convergence l imP(^)=Q montre que l'on a
/-^

^ • ( ^ ) — ^ ( ^ ) | < ô pour ^ ^ > T (i=ï, 2, . . . , m),

où T désigne un nombre positif assez grand; en particulier on a

[ ^ • ( ^ + T ) — ^ ( ^ ) | < Ô pour t>T (i=i, 2, . . . , m).

Divisant les deux membres de ces inégalités par le nombre positif T, nous
avons

^ • ( ^ + T ) — ^ ( ^ ) Ô ^ ^ , .
——-—————-——————— < - = = £ pOUr < > T ( l = z ï , 2, . . ., 772.

Or, d'après le théorème de la moyenne, nous avons
^•(^+T) — X i ( t ) ___ dXi(t'i)

==X,(P(^.)) (i=i, 2, ..., m),dt

t\ (;=== i, 2, . . ., 772) étant m certaines valeurs de t entre t et /+ S. Par consé-
quent, nous avons

X^P^-^KS (^'=--1, 2, . . . , / / / ) .

Ainsi nous avons le

THÉORÈME. — Soient £ et T rf̂ /.r nombres positifs quelconques; si la solution P(t)
est définie pour toute valeur positive de t et que P(^) converge vers un point de la

frontière A du domaine A pour t -> oo , il existe une valeur T de t, telle que, pour
m certaines valeurs t^ Ci =ïy 2/ . . . y m) de tout intervalle de la forme Çt, ?+ ï)
où t est supérieur à T, on ait

|X,(P(^.)) |<£ (i=:i, 2, ..., m).

II. — Ensembles L^(P) contenus dans le domaine A.

30. Dans ce paragraphe nous supposons toujours que l'ensemble -[^-(P) est
contenu dans le domaine A, de sorte que la solution P(^) est définie pour toute
valeur positive de t.

Nous énonçons ici un théorème que l'on démontre facilement à l'aide des
théorèmes fondamentaux de la théorie des ensembles.

THÉORÈME. — Soit P un point du domaine A; pour que l^ ensemble [^(P) soit
contenu dans le domaine A, il faut et il suffit qu^il existe un sous-domaine B du
domaine A, tel que Von ait

P(QcB

pour toute valeur positive de ty et
BcA.



SUR LES COURBES DÉFINIES. 3^3

31. Soit Q un point quelconque de l'ensemble L'(P); d'après l'hypothèse
du numéro précédent, Q appartient au domaine A, donc la solution Q(^) est
définie pour —a<^t<^b,a,b étant deux nombres positifs ou infinis. D'après
le n° 27, on a

L+(q)uL-(Q)cL+(P)^

l'hypothèse L^P^A entraîne en outre

L-^Q^A et L-(Q)cA.

Par conséquent, d'après le n° 26, a et b sont infinis.
Donc nous avons le

THÉORÈME. — Soit F ensemble L-^P) contenu dans le domaine A, P étant un
point du domaine A ; si Von désigne par Q un point quelconque de l'ensemble L-^P),
la solution Q(^) est définie pour toute valeur positive ainsi que négative de t, et
l'on a

KC^CL^P) .

Comme conséquence directe de ce théorème, on a le

THÉORÈME. — Supposons que, outre les mêmes hypothèses sur L^P) qu'au théo-
rème précédent, l'ensemble L^P) et la caractéristique totale P(^UP(.v) ne soient
pas disjoints; on a alors

K ( P ) = L + ( P ) .

Le théorème est facile à démontrer, mais on remarque que l'on a

L - ( P ) c L + ( P ) .

32. Soit P(^) une solution périodique de période fondamentale ï; d'après
le n" 15, la demi caractéristique positive P(?) est une courbe fermée repré-
sentée par P(t) pour les valeurs de t de l'intervalle o^<ï, et elle est
également fermée en tant qu'ensemble dans l'espace R^.

Posons
tn=nT ( ^ = = i , 2, . . . ) ,

de sorte que Fon ao^<^<. . .<^<. . . — o o . D'après la déf in i t ion de la
période, on aP(^)=P,d 'où l imP(^)=P, ce qui montre que P appartient à
l'ensemble L^P).

Donc, d'après le numéro précédent, nous avons

L-^P^P^uP^^ï^P)
et

K( P) == P ( ^ ) u P ( ^ ) = P ( / ) u ?(.<?) ==P(t) =?(.<?) = = L + ( P ) = L - ( P ) .
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33. Réciproquement, supposons que l'on a i t

L + ( P ) = P ( ^ ) ,

P étant un point régulier; je dis que la solution P ( t ) est périodique.
En effet, supposons que P(^) ne soit pas périodique. Soient /(Q)= o une

surface sans contact au point P et II un voisinage du point P assez petit pour
que/(Q)==o soit une surface sans contact dans U. Désignons par V un autre
voisinage du point P dont la fermeture V est contenue dans U, de sorte que V(^)
est défini et contenu dans U pour ^ | < ^ £ , £ désignant un nombre positif assez
petit.

Soit II la part ie de la surface /(Q) == o contenue dans V, de sorte que la
fermeture II de II est contenue dans la fermeture V de V. Posons

M , = f f n P ( ^ ) et M = : n n P ( Q ;

on voit que l 'ensemble Mi est fermé, puisque la demi-caractéristique posi-
tive P(^) est fermée, étant égale à Tensemble fermé L^P) par hypothèse^ et en
conséquence l'on a

M, 3 M,

ce qui montre que tout point Q de l 'ensemble M — M , s'il existe, appart ient
à VcU ainsi qu'à la demi-caractéristique positive P(^) et satisfait à l'équa-
tion/(Q)=o.

Je dis que l 'ensemble M est dense en lui-même, c'est-à-dire que, si l 'on
désigne par Qo un point quelconque de l 'ensemble M, il existe une suite de
points de M qui converge vers Qo dont tous les éléments différent du point Qo.

En effet, supposons d'abord que Qo soit un point de l 'ensemble M, de sorte
que Qo satisfait à l'équation /(Q)=o et que Qo appartient à V ainsi qu'à la
demi-caractéristique positive P(^), qui coïncide avec l 'ensemble L^P) par
hypothèse. La relation U:)V3Qo montre que la surface/(Q) == o est une sur-
face sans contact au point Qo, et la relation L+(P)=î)(t)^Q mont re qu'il
existe une suite { ^ } , o^^<^<^. . .<^<^. . .-^oo, telle que l'on ait

l i m P ( ^ ) = Q o ?
n>°o

donc, d'après le n° 22, il existe une suite { r , , } de valeurs de t, telle que les
points P(ïn) satisfassent à l'équation /(Q)=o, et appartiennent à V pour
n assez grand, de sorte que les points P(ï^) appar t iennent à l 'ensemble M
pour n assez grand et que l'on ait limP(ï,,)== Qo. Or, P(^) n 'étant pas pério-

/7.> x

dique, tous les points P(T,t) diffèrent du point Qo.
Supposons maintenant que Qosoi t un point de l 'ensemble M — M , il est clair,

d'après la déf in i t ion de la fermeture, qu'il existe une suite de points de
l'ensemble M qui converge vers Qo.
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Donc Fensemble fermé M est dense en lui-même.
Si l'on désigne de nouveau par Qo u n point quelconque de l'ensemble M, on

a Qo == P(ï(Qo)) pour une cer ta ine valeur positive ^(Qo) de t, et l'on
a/ (P(T(Qo))) ^= o. Puisque Qo appart ient à V, Qo(^) ne satisfait à l'équa-
t ion/ (Q)==o pour aucune valeur de t e n t r e — s e t s , excepté zéro, a fortiori
entre zéro et £ (deux extrémités exclues).

Or, d'après un théorème de la théorie des ensembles, un ensemble fermé
dense en lui-même a la puissance du continu. Donc nous obtenons ainsi une
correspondance biunivoque entre tout intervalle [ï(Qo)? ^(Qo)4-s] de
longueurs et un point d 'un ensemble ayant la puissance du continu, tandis que
tous ces intervalles sont dis joints et que la réunion de tous ces intervalles est
contenue dans l'ensemble des nombres réels positifs; ceci est impossible
d'après un théorème de la théorie des ensembles. Donc l'hypothèse faite
que P ( t ) n'est pas périodique est absurde. Par conséquent, pour que l'on
ait I/^P) = P(^), il faut que P(^) soit périodique.

34. Soit P un point quelconque de l'ensemble R; si la demi-caractéristique
positive P(^) est fermée en tant qu'ensemble dans l'espace R^, on a

d'où
K + ( P ) = P ( 0 = = P ^ ) 3 L + ( P ) ,

L+(P)cR et P(t)r\L+(P)^0,

puisque l 'ensemble L^P) n'est pas vide, d'après le n° 23.
En conséquence nous avons

P ( ^ ) C L + ( P ) , d'où P(Q==L:^-(P).

Par conséquent, d'après le numéro précédent, la solution P(/) est périodique.
En combinant les résultats obtenus depuis le n° 32, nous avons le

THÉORÈME. — Si Von désigne par P un point régulier, les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

i° la solution P(^) est périodique ;
2° la demi-caractéristique positive P(^) coïncide avec L^P);
3° la demi-caractéristiquue positive P (î) est fermée en tant qu ̂ ensemble dans R ,n <

III. — Régions invariantes.

35. Soit M un sous-ensemble du domaine A; nous désignons par I/^M) la
réunion ̂ J I^(P) et par K-^M) la réunion ̂ j K-^P).

P ç M P € M
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De la même manière on définit l'ensemble L^M) et l'ensemble K-(M) et
l'on pose

I^IV^^L-^M^uL-^M) et K ( M ) ==: K^M^u K-(M).

Comme nous avons, pour tout point P du domaine A,
L+(P)cA, L-(P)cA,

nous avons
L+(M)cA, L-(M)cA,

DÉFINITION. — Soit M un sous-ensemble du domaine A, tel que M(^) soit défini
pour toute valeur de t, —oo<^<^oo ; nous appelons l } ensemble M région inva-
riante^ ou simplement invariante si V on a

M(t)==M

pour toute valeur de t, — oo <^ t <^ oo , et si Von a

L(M)cM.

Nous remarquons que, même si chaque ensemble L^P) est fermé, la
réunion L^M) n'est pas toujours fermée, en accord avec la théorie générale des
ensembles.

36. Soit M un sous-ensemble du domaine A; supposons qu'il existe un
nombre posi t i fs , tel que M(^) soit défini et contenu dans M pour t\ <^ £; je dis
que M(^) est défini pour toute valeur de t, — oc <^ t <^ oo, et que l'on a

M(t)==M pour —oo<«oo.

En effet, soient to une valeur positive quelconque de t inférieure à £ et P un
point quelconque de l'ensemble M. Désignons par Pô le point P(^o)? de sorte
que Pô appartient à l'ensemble M(^o).

L'hypothèse M(^o)cM entraîne Po€M, de sorte que Po(^)=P(^+Q est
défini et contenu dans M pour t <^ £; en conséquence, d'après le n° 9, P(^) est
défini et contenu dans M pour — s <^ t <^ to + £. Or, to peut prendre toute valeur
positive inférieure à £, donc P(^)est défini et contenu dans M pour—£<^<^2£.

Ainsi de suite, on démontre que P(^) est défini et contenu dans M
pour — £ <^ t <^ ns., n étant un nombre entier quelconque ; en conséquence P(t)
est défini et contenu dans M pour toute valeur positive de t.

De même on démontre que P(?) est défini et contenu dans M pour toute
valeur négative de t, et en conséquence pour_toute valeur positive ou négative
de t.

Supposons que, pour une valeur to de t, M — M ( ^ o ) ne soit pas vide, et
désignons par P un point de l'ensemble M — M ( ^ o ) ; l'hypothèse Pc M
entraîne Po=P(— ^o)€M, d^où l'on a

P , (^ )===pçM(^
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ce qui est en contradiction avec la conséquence directe P^M(^o) de l'hypo-
thèse P e M — M ( ^ o ) .

Donc nous avons le

LEMME. — Soit M un sous-ensemble du domaine A ; si MÇt) est défini et contenu
dans M pour \t <^ £, £ étarit un nombre positif, M(^) est défini et coïncide avec
F ensemble M pour toute valeur positive ou négative de t.

37. THEOREME. — Pour qu'un sons-ensemble M du domaine A soit invariante il
faut et il suffit que y pour tout point P de l ) ensemble M, on ait

K ( P ) = L ( P ) u P ( < ) u P ( ^ ) c M .

En effet, si M est invariant, pour tout point P de l'ensemble M, P(^) est défini
et contenu dans M pour toute valeur positive ou négative de t et en outre nous
avons L(P)cM, donc nous avons

K ( P ) = = L ( P ) u P ( < O u P ( ^ ) c M .

Réciproquement, supposons que, pour tout point P de l'ensemble M, on ai t
L ( P ) u P ( ^ ) u P ( ^ ) c M ;

M étant contenu dans A, on a L(P)cA, donc la solution P(^) est définie pour
toute valeur de r. Or, l'hypothèse P(?)uP(<y)cM pour tout point de M
entraîne M(<ç)cM, pour toute valeur de t ' , donc, d'après le lemme précé-
dent, on a

M(t)==M
pour toute valeur de t.

En outre l'autre hypothèse L( P) C M pour tout point P de M entraîne L(M) C M,
ce qui achève la démonstration.

38. Le théorème du numéro précédent montre que la région invariante,
à laquelle un point P du domaine A appartient, contient l'ensemble K(P).
En conséquence, si K(P) contient un point de la frontière À du domaine A,
soit Q, il n'existe pas de région invariante contenant le point P, puisque Q(^)
n'est pas défini.

Supposons que K(P) soit disjoint d^avec la frontière À du domaine A, c'est-à-
dire que K(P) soit contenu dans le domaine A, de sorte que la solution P(^)
soit définie pour toute valeur de t, — oo <^ t <^ oo. Si l'on désigne par Q un point
quelconque de l'ensemble L(P)cK(P), on a

. K ( Q ) c K ( P ) ,

Q(î) étant défini pour toute valeur de t, —oo<^<^oo, d'après le n° 31 ; d'autre
part, si Q est un point de la caractéristique P(t)\jPÇs), on a K(Q)===K(P),
et Q(^) est défini pour toute valeur de t, — ce <^ t <^ oo.
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Donc K(P) est une région invariante et d'ailleurs, la plus petite parmi les
régions invariantes contenant le point P.

Ainsi nous avons le

THÉORÈME. — Pour qu'il existe une région invariante contenant un point P du
domaine A, il faut et il suffit que V ensemble K(P) soit contenu dans le domaine A.

S^ il en existe au moins une, K^P) est la plus petite région invariante contenant le
point P.

39. THÉORÈME. — Si les ensembles M,(<e=I) sont des régions invariantes,

î désignant Tensemble d'indices, la réunion \\ M( et Ï intersection Ç\ M, sont
i^1 ^ei

également invariantes.
Si Mi et Ma sont deux régions invariantes, Ma étant contenu dans Mi,

V ensemble Mi — Ma est invariant, pourvu que Mi — Ma soit fermé.

En effet, soit P un point quelconque de la réunion U M/; pour un certain
içï

indice kçï, on a PeM/,-; l'hypothèse que M est invariant entraîne que,
P(t) étant défini pour —oc<^<^oo, on a

K ( P ) = L ( P ) u P ( ^ ) u P ( 5 ) c M ^
d'où

K ( P ) C ^ J M , ;
z'Gl

or, P est arbitraire, donc U M, est invariant, d'après le n° 37.
içï

Soit P un point quelconque de l'intersection r\ M/, de sorte que le point P
içî

appartient à M^pour tout indice Z-el, donc, P(t) é tan t défini pour —oo<^<^oc,
on a, pour tout indice ^el, K(P)cM^ d'où

K(P)c^M,
ici

Comme P est arbitraire F\ M, est invariant.
içî

Soit P un point quelconque de l'ensemble M i — M g , de sorte que l'on a
P€MI , P^Ma. L'hypothèse que Mi est invariant entraîne que l'on a K(P)cMi
et que P(^) est défini pour—oo<^<^oo.

Je dis que l'on a
{ P ( t ) u P ( s ) } nM^0,

de sorte que l'on a
P ( / ) u P ( 5 ) c M i - M 2 .

En effet, dans le cas contraire, pour une valeur to de t, on aurait P(^o)€M2.
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Désignons par Pô le point P(^o), de sorte que Pô appartient à Ma. Comme, par
hypothèse, Ma est invariant , nous avons

P o ( ^ ) U P o ( ^ ) C l V L ,
en particulier,

P^Po^^eM^

ce qui est en contradiction avec l'hypothèse P e M i — M a . Donc nous avons

P(t)UP(s)cM,-M,

pour tout point P de l'ensemble Mi — Ma.
Or, si MI — Ma est fermé, nous avons

K ( P ) = = P ^ ) u P O O c M , - I V L

pour tout point P de l'ensemble Mi — Ma, donc la démonstration est achevée.

40. THÉORÈME. — Si M estime région invariante dont la fermeture M est
contenue dans A, la fermeture M est une région invariante.

En effet, si P est un point de M, K(P)cM est trivial. Donc nous pouvons
supposer que P est un point de M — M ; alors il existe une suite {?,/; de points
de l'ensemble M qui converge vers le point P pour/ i -^oo. So i tP ( /o )un point
quelconque de la caractéristique totale P (^ )uP(^) ; d'après le n° 11, on a
l i m P^)==P(^). Or, les points P,, appartenant à l 'ensemble M, on a

P^o)€M, puisque, par hypothèse, M est invariant. Donc nous avons P(^)eM.
Comme /o est arbitraire, nous avons

P(<)uP(^)cM, d'où K(P)=P(7)uP(.s)cM.

Or, P est un point arbitraire de l'ensemble M, donc M est invariant.
Comme conséquence directe des deux théorèmes précédents, on a le

COROLLAIRE. — Si B est un sous-domaine invariant du domaine A dont la ferme-

ture B est contenue dans A, la fermeture B\ et la frontière È du domaine B sont
invariantes.

CHAPITRE III.

PROLONGEMENT.

1. Prolongement indirect,

41. DÉFINITION, — Soit P un point de la fermeture A du domaine A.9, nous
appelons un point Q point de prolongement indirect au sens positif du point P,
s'il existe une suite {P^} de points du domaine A et une suite {t,,\ de valeurs non

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — FASC. 4. /,!
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négatives de t, telles que Von ait •

l imP/^P et H m P / , ( ^ ) = Q .
n ̂  y- H > x

On définit de même les points de prolongement indirect au sens négatif d'un point

de la fermeture A.
Nous désignons par D+Ç P) et par D~ (P) les ensembles des points de prolonge-

ment du point P au sens positif et au sens négatif respectivement, et nous posons

D(P)=D + (P)uD-(P) .

THÉORÈME. — Si P est un point de la fermeture A du domaine A, l'ensemble D^P)
contient le point P et, de plus, si P appartient au domaine A, il contient la demi-
caractéristique positive P ( t ).

En effet, puisque P est un point de la fermeture À du domaine A, il existe une
suite { P ^ } d e points du domaine A qui converge vers P pour/i-^oo. Posons
^=o; nous avons P,,(^)=P^, d^où lim P^(^)==P; par conséquent P est un

n^v>

point de Fensemble D^P).
Supposons que P soit un point du domaine A, de sorte que la solution P(^)

soit définie pour — a <^t <^ ^. Soit to une valeur positive quelconque inférieure
à P ; posons

P,,=:P et tn=Lt,',

on voit facilement que l'on a
limP,,=P et lim P4^)==P(^o) .
n ->- ac n ->- c

Par conséquent P(^o) appartient à D^(P). Or, t^ est une valeur positive
quelconque inférieure à p, donc la demi-caractéristique positive P(/) est contenue
dansD^P).

42. Soit Q un point quelconque de l'ensemble D^P), P étant un point de la
fermeture A du domaine A ; supposons que le point Q appartienne au domaine A,
de sorte que la solution Q(^) soit définie pour — a <^ t <^ b, a, b étant positifs
ou infinis. Soit to une valeur quelconque de ^comprise entre — a et b, etposons
Qo=Q(^o).

Désignons par U(Qo) un voisinage quelconque du point Qo ; d'après le
théorème du n° 11, pour un voisinage assez petit U(Q) du point Q, on a

U ( Q ) ( ^ ) c U ( Q o ) .

Or, par hypothèse, Q appartient à D^P), donc il existe une suite { P n } de points
du domaine A et une suite { ^ } de valeurs non négatives de t, telles que l'on ait

l imP,=P et l imP, (^)==Q,
Tt ->- ao n ->» 30
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d'où

ï \ ( ^ ) e U ( Q )
pour /1 assez grand.

Par conséquent, on a, pour n assez grand,

P 4 ^ + / o ) e U ( Q ) ( ^ ) c U ( Q o ) , (TOÙ l imP, (^4-^)=Qo=Q(^o) .
/! •̂ - 30

Donc, si l'on peut extraire une infinité d'éléments non négatifs <+^o de la
suite { ̂ + to}, Q(^) appartient à l'ensemble D^P).

Posons
lim tn= ̂ ^o,
n>^

de sorte que, si Fon désigne par £ un nombre positif quelconque, on a, pour
n assez grand 5

t|l > l — s, d'où /„ + /o > o,

si l'on a ^ > — ^ ; en conséquence Q(^o) appartient a D^P).
Supposons d'abord que l'on ait —a<—7^o, de sorte que Q(—^ soit

défini et appartienne à la demi-caractéristique négative Q(,y).
D'après la définition de 7 donnée ci-dessus, on peut extraire une suite

partielle { ^ } de la suite \t^ telle que l'on ait lim ^=7, de sorte que l'on ait
n'^-^ s

l i m ( ^ / / — t) = o.
n' '-^x

Désignons par Q^ les points ?,(;/„), de sorte que l'on a

Q/.(-7) =?/,(/„ -7);
d^autre part nous avons

lim Q,^ = Q et lim Q/^ ( - ~t ) == Q ( - Ï ) .

Or, on a, pour n' assez grand,

Q^(-^)==P(^ / -^ , )=p , ^où lim Q,/ ( - / , / / ) =Q(- 7)= lim P^==P,
/(' ̂  'x n' > oc

d'après le n° 12, puisque l'on a H m (-(„.) =-t, et que la suite {P,,} est une
suite partielle de^la suite { P»{, cette dernière étant convergente vers P.

L'égalité Q(— t.} == P signifie que le point P appartient à la demi-caractéris-
tique négative Q(^), ce qui revient à dire que le point Q appartient à la demi-
caractéristique positive P(ï), et l'on a Q = P (t). Donc la condition - a <-^o
est équivalente à la condition o^t<^ p.

Supposons maintenant que l'on ait

lim <„ :rr t '^-. u ;
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pour toute valeur to de t, — ^ < ^ < 6 , il existe une infinité d'éléments non
négatifs tn+to, donc la caractéristique totale Q(OUQ(.?) est contenue dans'
D-(P).

En conséquence, s'il existe une suite {t^} de valeurs non négatives de t, telle
que l'en ait

lim Pn(t)==.Q et limita,
n-^x n-^x

avec une certaine suite {P,^ de points du domaine A qui converge vers le
point P pour 72-^00, la caractéristique totale Q(^)uQ(^) est contenue dans
D-(P).

Ainsi nous avons démontré le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soit Q un point quelconque de V ensemble D^P), P étant un point de

la fermeture À du domaine A ; si le point Q appartient au domaine A, ou bien la
caractéristique totale Q(^)UQ(.v) est contenue dans D^(P), ou bien il existe une

valeur — t, o ̂  t <^ a, telle que Q(^) soit contenu dans D^P) pour — t^Lt <^ b.
Pour que Von soit dans le second cas de V alternative y il faut et il suffit que le pointa

soit un point P(^), ^=±0, de la demi-caractéristique positive P(^), P appartenant
au domaine A et que Von ait

o ̂  t == lim tn •< [3
li-^- 3S

pour toute suite [ tn\ telle que Von ait

lim Pn(tn) ̂ Q,
7l>^

avec une certaine suite [ P,^} de points du domaine A [qui converge vers le point P
pour n-> oo.

43. Considérons d'un peu plus près le second cas de F alternative du théorème
précédent, et conservons les notations. On peut cependant supposer sans
restreindre la généralité que l'on a

lim tn== t.
7l>^

Soit P^ un point quelconque de l'ensemble D^P) n'appartenant pas à la demi-
caractéristique positive P(^), de sorte qu'il existe une suite { t^\ de valeurs non
négatives de t, telle que l'on ait

limP,(^)=:P', l im^=^p,
n ->" ̂  n > ao .

avec une certaine suite { ? „ } de points du domaine A qui converge vers le
point P pour n -> oo.
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Désignons par Qn les points P^(^) (^ = 1,2. . . ), de sorte que l'on a, d'après
le n° 12,

lim Q,= lim P,(^) == Q === P(7),
^ > 90 // > OC

puisque l'on a lim P,,== P et lim tn= t, par hypothèse. Or, nous avons
// ->- se n ->- x

lim Q^(^) == lim P'n(^+ ?„) = P',
/?, >- 30 ^ > --0

où T,, désignent les différences t\—^, qui sont positives pour n assez grand,
puisque, comme on l'a vu, lim ^ est au moins égale à ?,- donc supérieure à t.

/TiToo

Par conséquent P' appartient à D^Q) et d'ailleurs P7 n'appartient pas à la
demi-caractéristique positive Q(^), puisque cette dernière est contenue dans la
demi-caractéristique positive P(^), qui, par hypothèse, ne contient pas le
point?'.

Réciproquement, supposons que Q^ soit un point de l'ensemble D^P)
n'appartenant pas à la demi-caractéristique positive Q(^). D'après le théorème
précédent, il existe une suite {^n} de valeurs non négatives de t, telle que
Fon ait

lim Q^T^irrQ', lim T;,̂  b,
fi •̂  xi n -^- oc

où { Q ^ } désigne u n e certaine suite de points du domaine A qui converge
vers Q pour n-> oo.

Comme nous avons Q=P(r) , nous avons lim Q ^ ( — t J = P ; donc, si l'on
n>^

désigne par P^ les points Q^(—1\ on a
limP^P et limP /,(T,+7)=limQ,(T,0=:Q'.
n^w n^-'x> n^w

Or, les valeurs ^ sont non négatives et l'on a lim tn^b, donc on a
n •>- oc

lim (^+7)^64-7.
n^^

Puisque, par hypothèse, on a Q == P(^)» on a

(3==6+ï, d'où lim (^+7)^(3,
n^-vo

c'est-à-dire que le point Q est un point de l'ensemble D^P) n'appartenant pas
à la demi-caractéristique positive P(^).

Par conséquent nous avons le

THÉORÈME. — Soit Q un point de la demi-caractéristique positive P(^), P étant
un point du domaine A ; si la demi-caractéristique négative Q(^) n'1 est pas contenue
dans Ï ensemble 'D-^P), ï ensemble D-^Q) — Q(^) coïncide avec V ensemble
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D^P) — P (^), oùQ(/) et P(^) désignent les demi-caractéristiques positives partant
des points Q et P respectivement,

44. Revenons au premier cas de l'alternative du théorème du n° 42, et
supposons que Q soit un point de la demi-caractéristique positive P(^), P étant
un point du domaine A, de sorte que l'on ait P(^o)=Q, où /o désigne une
certaine valeur non négative de t, ô^to<^ (3.

Soit Q' un point quelconque de la caractéristique positive P(^), de sorte que
l'on ait Q'===P'(^), où t' est une certaine valeur non négative de t; je dis qu^il
existe une suite { ^ } de valeurs non négatives de t et une suite [ P ' ^ } de points du
domaine A qui converge vers le point P pour n —> oo, telles que l'on ait

lim P'// ( 4 ) = Q' et Km t',, ̂  (3.
n > x n •>- as

En effet, d'après le théorème du n° 42, il existe une suite { t , ,} de valeurs non
négatives de t, telle que l'on ait

lim P / / ( ^ ) = = Q et l im^r=7^i3,
ri •>- x n-^x

où { P n } désigne une certaine suite de points du domaine A qui converge vers P
pour n-> oo . Posons

P// -==. P^ et 4 = tn + ( t ' — t, ),

de sorte que l'on a
l i m P , ( 4 ) = l i m P,(/ ,4-(^-/o)) = Q';
/t -^ x n 7*- x

donc il ne reste plus à démontrer que la condition

lim ^^(3.
't>^

Si t ' — to est non négatif, ou si p est inf in i , la démonstration est déjà achevée.
Supposons donc que t ' — t o soit négatif et que (3 soit fini. Or, les inégalités
lim ̂ ^ j3 ^> to ent ra înent
ti>^

lim ^ -=-- t'^ (3 4- ( // — /o ) > t ' ,
n-^- se

donc, si nous avions lim ^r^^^ p, nous aurions
7Î>30

l imP,« , )=P(^)=Q / =P(^) ,
n>x

c'est-à-dire que PÇt) serait périodique, de sorte que ? serait inf ini , contraire-
ment à notre hypothèse. Donc on a l im ̂ ^ p.

n^^

Par conséquent, d'après le théorème du n° 42, la caractéristique totale
QXQuQ^.Oest également contenue dans l'ensemble D^(P), pour tout point Q'
de la caractéristique positive P(^). Je dis en outre que D^Q) coïncide avec
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D^P). En effet, soit P' un point quelconque de Fensemble D^Q), de sorte qu'il
existe une suite { ^ } de valeurs non négatives de ̂  telle que l'on a i t l im Q^(^) ===?',

îi-^- '-a
où Q' désigne une certaine suite de points du domaine A qui converge vers le
point Q==P(^) pour /i—^oc. A cause de cette dernière convergence, on a
lim Q^(— ?) = P. Désignons par P,, les points Q^(— t^(n= i, 2,. . . ), de sorte
7î>oo

que l'on a
l imP/ ,==P et lim P^ 4-7)= P';
n-^- x n^- x

donc le point Pr appartient à D^P).
Soit Q' un point quelconque de l'ensemble D^P), de sorte qu'il existe une

suite { t ^ } de valeurs non négatives de t, telle que Fon ait
lim Ç^(^) == Q' et lim ̂ ^ P,

/< ->- y. n ->- ao

avec une certaine suite { Q ^ } de points du domaine A qui converge vers le point P
pour n-> oc. Désignons par Q^ les points Q^(^) Çn= i, 2,. . . ) ; on a

limQ^-F):^ et limQ^crrÇ,
n ̂ - x n-^- xi

puisque ron a Q^= Ql(— t ) ; et les deux inégalités lim ^^p et t<^ ? entraîne
n •>- ac

/„— ̂ ^o pour n assez grand, ce qui achève la démonstration.
En conséquence nous avons le

THÉORÈME. — Soit P un point du domaine A ; si une caractéristique totale passant
par un point Q de la demi-caractéristique positive P(^) est contenue dans
l } ensemble D^P), pour tout point Q' de la caractéristique totale P(^)uP(^)>
f ensemble D^Q') coïncide avec l'ensemble D^P).

En rappelant le second cas de l 'alternative du théorème du n° 42, on voit
facilement le

THÉORÈME. — Soit P un point du domaine A ; supposons qu^il existe une suite \t,,'\
de valeurs non négatives de t, dont la limite inférieure soit supérieure ou égale à ?
et une suite [ Pn} de points du domaine A qui converge vers le point P pour n -> oc ,
ces deux limites étant telles que la suite [ P^(^)} converge, pour n-> oc, vers un
point de la demi-caractéristique positive P(^). Alors la caractéristique totale
P(^)UP(<y) est contenue dans V ensemble D^P) ; si Von désigne par Q un point
quelconque de la caractéristique totale P(t) U P^)? V ensemble D^(Q) coïncide avec
l'ensemble D^(P).

45. THÉORÈME. — SoùP un point de la fermeture A du domaine A ; les ensembles
D:^( P ), D-(P)^D(P) sont : i ° fermés et 2° connexes.
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En effet, soit Q un point quelconque de la fermeture D^(P), de sorte qu'il
existe une suite { Q ^ j de points de l'ensemble D^(P) qui converge vers Q pour
^-^oo. L'hypothèse Q^D^P) entraine que, pour chaque nombre n, il existe
une suite { ^ } de valeurs non négatives de t et une suite {Pn/,-} de points du
domaine A, telles que l'on ait

lim P///, (//,/, .)=: 0,, et ] imP/^==P ( n = 1,2,. . . ).
k^^ ' k^-^

Soient { U ^ ( P ) } et { l ^ (Q)} deux suites de voisinages de P et Q qui tendent
respectivement vers P et Q pour Z-^oo ; l'hypothèse lim Q,,=Q montre

n > °°
que Fon a Q/i€ U/(Q) pour n assez grand. Soit ni un nombre n qui satisfasse à
cette condition ; si l'on désigne parU(Q^) un voisinage assez petit du point Q^,
on a U(Q^)cU^Q). Or, les hypothèses limP^=P pour tout nombre n et

^>00

lim P^/,(^) =Q,î entraînent , pour k assez grand,
k •>- oc

P^elJ/(P) et P;^(^.)eU(Q/^cU/(Q).

Soit ki un nombre k qui satisfasse à cette condition ; posons

P^Â-/^ P/î tnlkl==- tli

de sorte que ti soit non négatif et que l'on ait

P / € U / ( P ) et P / ( ^ ) e U / ( Q ) .

Comme les deux suites { U / ( P ) } et { U / ( Q ) } tendent respectivement vers P et
Q pour l-> oo, les suites { P i } et { P/(^)} ainsi déterminées convergent respecti-
vement vers P et Q pour l-> oo.

Par conséquent le point Q appartient à l'ensemble D-^P). Donc nous
avons D^P^D^P), ce qui montre que l'ensemble D^(P) est fermé.

Delà même manière on démontre que l'ensemble D-(P) est fermé; en consé-
quence la réunion D(P) des deux ensembles fermés D^(P) et D~(P) est fermée.

Étant donné que D^P) est fermé, si D-^P) n'était pas connexe, il existerait
deux ensembles fermés non vides et disjoints, soient Fi et Fa, dont la réunion
serai t D-^P) :

D+(P)=FiUP\, F,^0 ( î= i ,2) , FinF2=0.

Soient U(Fi )e t U(F2) deux voisinages des ensembles fermés Fi et Fa respec-
tivement, tels que l'on ait

L~[F7)nL^Fr)==0.

Supposons que le point P appartienne à l'ensemble t\ et désignons par Q un
point de l'ensemble F^. La relation QeD^P) entraîne qu'il existe une suite { ^ {
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de valeurs non négatives de l et une suite { P,,} de points du domaine A, telles
que l'on ait

limP,,==P et l imP^(^)==0 ,
n •> y n ->- x

de sorte que l'on ait
P ^ € U ( F - , ) et P^(^)€ lJ (F , )

pour n assez grand,
Or, les solutions P^(^) sont continues, donc pour chaque valeur assez grande

de n, il existe une valeur T,, de t comprise entre zéro et t^ telle que l'on ait

P^T^LUF^ulKK).

Soit Q' un point d'accumulation de l'ensemble { P,,(T,,) } ; on voit que l'on a

Q^U(F, )uU(F, ) ,

donc, on peut extraire une suite {P, , , (T, / , )} de l'ensemble { P^n)}. de manière
que l'on ait

\imP^(T^)=(y.
n^x

Or, la suite {P , , } converge vers P pour / i—oo , donc sa suite partielle { P , , / }
converge vers P pour / i '—oo.ce qui montre que le point Q' appartient à D^P).
Puisque Q' n'appartient ni à V(î\), ni à l^F^), ni a fortiori à F\ ou à Fa, cette
conclusion Q'eD^P) conduit à une contradiction avec l'hypothèse

D+(P)=F,uF, .

Par conséquent D^P) est connexe.
On démontre de même que l 'ensemble D-(P) est connexe. Étant donné que

les deux ensembles D^P) et D-(P) sont connexes, leur réunion D(P) est
connexe, puisque le point P appartient à D^P) ainsi qu'à D-(P).

46. Soit P un point quelconque de la fermeture A du domaine A; si Q est un
point de L'ensemble D^P) appartenant au domaine A qui ne soit pas situé sur
la demi-caractéristique positive P(^), on a, d'après le théorème du n° 42,

Q(^uQ(^)cD^(P) .

Or, l'ensemble D^P) est fermé, donc nous avons

^(^^Q^uQ^cD^P).

Même si Q appartient à la demi-caractéristique positive P(^), on a Q(?) c D^P),
d'où

K^(Q)==Q(7ycD+(P).
Ann. Éc. Norm., (3) , LXX. — FASC. 4. 4a
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foi Goaséqiièîice nous avons le

THÉORÈME. — *So^ P un point de la fermeture À du domaine A; ^ Q est un point
de V ensemble D^P) appartenant au domaine A, /îo^.y avons toujours

K-^Ç^cD-^P).

En outre si Q n'1 appartient pas à la demi-caractéristique positive P(^), nous avons

K(Q)=:K+(q)uK-WcD+(P).

47. THÉORÈME. — Soient P et Q ûfe^r points de la fermeture A A/ domaine A;
poi/r y^î7 ^rù^ rf^.r suites { P»} ̂  {Qn} de points de la fermeture A, telles que
Von ait •

limP,=:P, l imQ,=Q et Q,eD-(P,) ( ^ = 1 , 2 , . . . ) ,
// ->- 00 H ->- 05

il faut et il suffit que ^appartienne a Xï^^Y

En effet, il est clair que la condition est suffisante, puisque D^P,,) contient
la demi-caractéristique positive Pn(^) et le point P^.

Pour démontrer qu'elle est nécessaire, désignons par { U / ; ( Q ) } une suite de
voisinages du point Q qui tend vers Q pour /r-^oo. I^hypothèse Q^eD"^?,,)
entraîne qu'il existe, pour chaque nombre n, une suite {P/,/} de points
domaine A et une suite { t in} de valeurs non négatives de t, telles que Ton ait

limP/,,==P,/ et \imPn(tin)==^n (^ == i, 2, . . . )•
/>^ - /^»0

Soit { UA(P) } une suite de voisinages du point P qui tend vers P pour k —> oo ;
nous avons, pour n assez grand,

P.€U,(P) et Qn€U,(Q).

Soit n{k) un nombre n qui satisfasse à ces conditions ; si Fon désigne par U(P^))
et U(Qn(A)) deux voisinages assez petits des points P,,(/,) et Qnw respectivement,
on a, pour / assez grande

P/^eU(P^,)cl^(P) et Q/. , / -€U(Q,^)cl^(Q).

Désignant par /(/•) un nombre l qui satisfait à ces conditions, posons

P/(^)7î(À-) == P Â Î û < ^(^)/?(^==/^- •

Comme la suite { UA(P) } et la suite { U ^ ( Q ) } tendent vers P et Q respectivement
pour k ->• oo, nous avons

l imP^=P et l imP^(4)==Q,
k-^x Â-->-ao

ce qui montre que le point Q appartient à D^P).
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48. THÉORÈME. — Soient P et Q deux points de la fermeture A du domaine A;
pour qu'il existe deux suites.[ Pn} et \ Q/,} de points du domaine'A, telles que Von
ait

limP,=P, \imQn==Q et QnçK^(Pn) ( / /= i, 2, . . . ),
n^- y. . ' n^-w.

il faut et il suffit que Q appartienne à D^P).

En effet, d'après le théorème précédent, il faut que l'on ait QGD^P), car
l'on a

K-^P/OcD-^P.);

et, par définition, il suffît que l'on ait QeD^P), puisque l'on a
K^P/ODP^).

49. Si M est un sous-ensemble delà fermeture A du domaine A, nous posons
comme toujours

D^M^UD^P), D-(M)=z_: UD-(P)
P € M P Ç M

et
D(M)=:D- + - (M)uD-(M) .

Supposons que U soit un sous-ensemble ouvert du domaine A; soit Q un
point quelconque de l'ensemble D^U), de sorte qu'il existe un point P de
l'ensemble ouvert U, te l que l'on ait QeD^P). D'après le théorème précédent,
il existe une suite {Pn} de points du domaine A qui converge vers P p o u r ^ — o o ,
et telle qu'une certaine suite {Q,^, chaque Q,, étant extrait de l 'ensemble D^P^),
converge vers Q pour n -> oo.

En conséquence on a, pour n assez grand,
P.€'U et Ç.eK-^P^c.K-^U),

d'où
• QeK+(U) ;

comme Q est un point arbitraire de l'ensemble D^ ' U ), nous avons le

THÉORÈME. — Si Von désigne par U un sous-ensemble ouvert du domaine A, on a

K-^U^D^U).

50. Supposons que M soit une région invariante et désignons par P un point
de la fermeture A n'appartenant pas à la fermeture M. Supposons que Pinter-
section de l'ensemble D^P) et de l'intérieur M de la région M ne soit pas vide
et désignons par Q un point de l'intersection D^P^nM.

L'hypothèse Q€M entraîne que, pour un assez petit voisinage tJ(Q) de Q,



330 TARO URA.

on a (J(Q)cM et l'hypothèse P^M montre qu'il existe un voisinage U(P) du
point P, tel que l'on ait U(P)nM=0; en conséquence on a

U ( P ) n U ( Q ) = 0 .

A cause de l'hypothèse QeD^P), il existe une suite { t ^ } de valeurs non néga-
tives de t, telle que l'on ait

limP^)=ç,
n^x

avec une certaine suite { P , , { de points du domaine A qui converge vers P
pour n -> oo . Donc, pour n assez grand, on a

P.eU(P) ei Q.==P.(^)eU(Q),
d'où

Q.€U(Q)cMcM et Pn=Qn(-tn)ç:M,

ce qui est en contradiction avec l'hypothèse que M est une région invariante.
Donc nous avons le

THÉORÈME. — Si M est une région invariante, pour tout point P en dehors de la
fermeture M de la région M, Vensemble D^P) est disjoint d^avec ^intérieur M
de M.

Si M est ouvert, l 'intérieur M de M coïncide avec M. En conséquence nous
avons le

COROLLAIRE. — Si M est une région invariante ouverte, et si Von désigne par P
un point quelconque en dehors de la fermeture M de M, l } ensemble D^P) est
disjoint d^avec l ) ensemble M.

51. THÉORÈME. — Soit P un point du domaine A; s i Q est un point de
l'ensemble I/^P), / ) ensemble D^Q) ainsi que l ) ensemble D~(Q) contiennent
V'ensemble L-^P).

En effet, soit Q^ un point quelconque de l'ensemble L^P); comme Q appar-
tient également à L^P), il existe deux suites { ^} et { ^ } de valeurs de r, telles
que l'on ait

l imP(^ )=Q, l imP(a==Q'
n> ou n^- ao

et
0 ̂  f, < t^ < . . . < tn<. . .-^ (3, 0 ̂  t\ < t\ < . . . < 4 < . . .-> (3 ;

à cause des deux dernières conditions, on peut extraire une suite par-
tielle { 4 w î de la suite { ^ } et une suite partielle [t^} de la suite {tn}, telles que
Fon ait

tn<tfkW et ^^(l)^^)^^^^)^-.--^
et

4 < ti^ et o ̂  ti^ < ti^ <. . . < ti^n} <...-> p, , , '.

pour tout nombre n.
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Posons
P/^P^), t,,==t'^—tn>o et ^ ^ ^ — ^ < o ;

on voit qu'en tant que suite partielle de la suite {P(^}} , chacune des deux
suites | P n ( ^ ) S et j P/(,,)(^) | converge vers le point Q' pour ^">oo, puisque
l'on a

P^(^)=:P(4) et P/^(7,)=P(^).
Donc nous avons

Ï^W^Q' et D-^Q^Q^
puisque nous avons

P^=P(^)-^Q pour /^->GC.

Or, Q est un point arbitraire de l'ensemble L-^P), donc nous avons

D-(Q)oL+(P) et D-(Q)3L+(P).

On remarque que l'ensemble des points de prolongement indirect au sens
négatif ̂  w point limite Q au sensjoo^/du point P contient l'ensemble des
points limites au sens positif AM point P.

5'2. Considérons encore FensembleD^P), P é tant un point de la fermeture A
du domaine A. Si l'on désigne par Q un point quelconque de l'ensemble D^P),
il existe une suite { P , , { dépeints du domaine A et une suite { ^ { de valeurs non
négatives de ^tel les que l'on ait

lim P/, =: P et lim 1\, ( / „ ) = = 0.
n>^ n^^ v

Posons
(̂ =: ?„(/,) et 4==-^

de sorte que les valeurs ^ sont non positives, et que l'on a

limQ,,=Q et lim Q,,(4) :=: P.
'i>^- n > oo

Par conséquent nous avons le

THÉORÈME. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A; si Von désigne
par Q un point quelconque de V ensemble D^P), on a

D-(Ç)3P.

Nous appellerons réversibilité cette propriété du prolongement indirect.

53. Soient P un point de la fermeture À du domaine A et Q un point de
l'ensemble D^P). Le théorème précédent montre que l'on a

D"(Q)3P;

donc, d'après le théorème du n° \ï, si le point Q n'appartient pas à la demi-
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caractéristique positive P(^\ ou si le point P n'appartient pas à la demi-carac-
téristique négative Q(^), on a

D-(Q)DP^)uP^)

et dans le cas contraire, on a
D-(Ç)3P(^

d'où
D - ( Q ) D K ( P ) et D-^Q^K-^P)

respectivement.
Donc nous avons le

THÉORÈME. — Soit P un point du domaine A; si Q désigne un point de
l'ensemble D^P), on a

D-(Q)3K^(P)

si le point Q appartient à la demi-caractéristique positive P { t ) , et

D-(Q)3K(P)

si le point Q n'appartient pas à la demi-caractéristiquepositive P(^).

II. — Prolongement secondaire.

54. DÉFINITION. — Soit P un point delà fermeture A du domaine A; on dit
au'1 un point Q est point de prolongement secondaire direct au sens positif du point P,
s'il existe un nombre fini\ soit N — i, de points Pi, P^, ?3? • • • » PN-I? te^ q116 ̂ on

ait
P^eD^F, i) (( '==1, 2, . . . , N ) ,

Pô, P^ désignant les points P ̂  Q respectivement.
On définit de même les points de prolongement secondaire direct au sens négatif

du point P. 7V6W désignons par E^P) et E-(P) les ensembles de points de prolon-
gement secondaire direct du point P respectivement au sens positif et au sens
négatif. Nous posons comme toujours

K(P)= I^O^uly-CP).

55. On démontre facilement le théorème suivant :

THÉORÈME. — i° Soit P un point de la fermeture A du domaine A, on a

E^P^D4^^? et E - (P )3D(P}3P .
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2° Soit Q un point de F ensemble E^P), P étant un point de la fermeture A du
domaine A, on a

E-^(P)3E+(Q)^D+(Q)3Q et E-(Q) DE-(P) :)D (P) 3P.

A .̂? appellerons réversibilité cette dernière propriété du prolongement secon-
daire direct.

3° Pour tout point Q ûfe E^P), siP est un point de la frontière À du domaine A,
ou pour les points n'appartenant pas à la demi-caractéristique positive P(^), quand
bien même P serait un point du domaine A, on a

E^(P)^Q(t)uQ(s).

On remarque que les ensembles E^P), E~(P) et E(P) ne sont pas toujours
fermés, mais on démontre facilement qu^Zy sont connexes.

Soit M un sous-ensemble de la fermeture A du domaine A; on pose

et

E+(M) = \J E+(P), E-(M) = \j E-(P)
r e M P e M

E ( M ) = = E + ( M ) u E - ( M ) .

56. DÉFINITION. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A ; nous appe-

lons un point Q de la fermeture A point de prolongement secondaire indirect au
sens positif du point P, s^il existe deux suites [ P^} et [ Q^ \ de points de la ferme-

ture A, telles que Von ait

limP^P, limQ,,=:Q et E^P/^Q,,.
n^» n^y.

On définit de même les points de prolongement secondaire indirect au sens
négatif du point P.

Nous désignons par F^P) et F~(P) les ensembles de points de prolongement
secondaire indirect du point P respectivement au sens positif et au sens négatif^ et
posons

P^P^F^P^F-^P).

Soit Q un point quelconque de l'ensemble E^P), P étant un point de la fer-
meture A du domaine A; posons

I\=:P et (^=Q,
de sorte que l'on a

l imP,==P, limQ,,=Q, E^P^Ç,,,
// >- x // >. y;

ce qui montre que le point Q appartient à l'ensemble F^P); or, Q est un point
arbitraire de l'ensemble E^P), donc nous avons le
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THÉORÈME. — Si P est un point de la fermeture A du domaine A, on a
F-(P)3.E+(P).

57. Soient P et Q deux points de la fermeture A du domaine A; supposons
qu'il existe deux suites { ? „ } et {Q, ,} de points de la fermeture A, telles que
l'on ait

limP,,=:P, limQ,,=:Q et F^P/Q^Qn.
n >- -^ n^- oc

Soient |U^(P); et ; U / , ( Q ) i deux suites de voisinages des points P et Q qui
tendent respectivement vers les points P et Q pour À'-^oo; la convergence des
suites S Pn} et {Q, ,} entraîne que l'on a, pour n assez grand,

l^(P)3P,, et L/,(Q)3Q,;

en conséquence il existe deux voisinages U(Pn) et U(Q,,) des points P^ et Q^
respectivement, tels que l'on ait

1 ( P ^ ) C L / - ( P ) et ^ (Q^CiMQ).

Or, l'hypothèse Q^eF^P,,) montre que, pour chaque nombre n, il existe deux
suites {Pin} et { Q ^ } , telles que l'on ait

lim ?/„=: P//, lim Q//,== Q,/ et Ç^e l^ (P/,,),
/^ />^

donc on a, pour / et n assez grands,
P/n€U,(P) et Q/.eU,(Q).

Soit [l(k\ n(k)] une paire des deux nombres m et n, qui satisfasse à ces condi-
tions'^posons

PÀ-== P/(À-)n(À-)) Q/:^ Q/(^/?(/.-)?

de sorte que l'on a
lim P\. == P, lim Q^ = Q et Q^ € E4 ( P^ ) ;

A: •>- ̂  /- •>- ̂

c'est-à-dire que Q appartient à l'ensemble F"(P).
Réciproquement, si Fon désigne par Q un point de l'ensemble F^P), il est

clair qu^il existe deux suites {Pn} et { Q / , } de points de la fermeture A, telles
que Fon ait

l imP^=P, l i m Q = = Q et Q^eF^-(P^),
n •̂ - oo n^- vs

puisque l'on a
E-^P^CF-^P,),

d'après le n° 56.
Donc nous avons le

THÉORÈME. — Soient P et Q deux points de la fermeture À du domaine^ A ; pour
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qu'il existe deux suites { P, } et {Q^ } de points de la fermeture A, telles que Von ait

Jit1^^ ^^^ et Q/^F^P.),

il faut et il suffit que le point Q appartienne à l'ensemble F^'P).

58. THÉORÈME. — Si P est un point de la fermeture A du domaine A,
l'ensemble F-^P) est : i° fermé et 2° connexe.

i° En effet, soit Q un point d'accumulation quelconque de l'ensemble F^-YP),
de sorte qu'il existe une suite { Q / , } de points de l 'ensemble F-^P), telle que
l'on ait lim Qn= Q. Posons

n->- 30

nous avons
p _ p.in— s- -i

limP^P et Q,çF+(P,);
n^- x>

donc Q appartient à l 'ensemble F^P), d'après le théorème du numéro pré-
cédent. Par conséquent l 'ensemble F-^P) est fermé, puisque, par hypothèse,
Q est un point d'accumulation arbitraire de l'ensemble F^P).

2° Supposons que F-^P) ne soit pas connexe; nous pouvons décomposer
l'ensemble F-^P) qui est fermé, d'après ce que nous venons de démontrer, en
deux ensembles fermés non vides et disjoints Fi et Fa :

F+(P)=F,uF,, F.^0 ( < = i , 2), F,nF,=0.

Soient U(Fi) et U(Fa) deux voisinages des deux ensembles fermés Fi et Fa res-
pectivement, tels que l'on ait

U ( F t ) n U ( F , ) = = 0 .

Supposons que le point P appartienne à l'ensemble Fi, et désignons par Q un
point de l'ensemble Fa.

Comme l'on a QeF^P), il existe une suite { Q ^ } de points, dont chaque
élément Q» appart ient à l 'ensemble E^P,.), où {P, ,} est une certaine suite qui
converge vers le point P, et telle que l'on ait lim ()„= Q. Donc nous avons

n^»

P^eU(Fi ) ei Q,,eU(F;o,

pournassezgrand.Acausedecesrelationsetdelaconnexitédel'ensembleE-^P,,),
on peut extraire un point Q;. de chaque ensemble E--(P,,), tel que l'on ait, pour
n assez grand,

Q'^TTTF^uîT^Ty;
en conséquence on peut extraire une suite partielle { Q;,,} de la suite {Q,|, telle
que l'on ait

limQ',,=:Q',
n'->-so

Ann. Éc. Norm^ (3), LXX. -— FASC. 4. ^3
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Q' étant un point de la fermeture A n'appartenant ni à U(Fi), ni à U^F^) , ni
a fortiori à F-i ou F2.

Or, la suite { P n '}, en tant que suite partielle de la suite ( P^}, doit converger
vers le point P, donc le point (V est un point de l'ensemble F^CP)^ puisque
l'on a

Q./eE+(P/,),

ce qui nous conduit à une contradiction avec l'hypothèse
F-^P^F.uF.,.

Par conséquent F^(P) est connexe.

COROLLAIRE. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A, on a

F^P^E^P).

En effet, d'après le n° 56, nous avons
F-^P):)]^?);

or^ F"^?) est fermé, donc nous avons
F^P):) E^P).

59. THÉORÈME. — Soit P un point de la fermeture A du domaine A ; siQ est un
point de V ensemble F^P), on a

F-(Q)3P.

Nous appellerons réversibilité cette propriété du prolongement secondaire
indirect,

En effet, il existe une suite {Qn} de points de la fermeture A, qui converge
vers Q pour n -> oo, et dont chaque élément Q^ est extrait de l'ensemble E^P^),
[ P ^ } étant une certaine suite de points de la fermeture A qui converge vers le
point P pour ^-^oo. Or, en raison de la réversibilité du prolongement secon-
daire direct, on a

E-(Q.)3P., d'où F-(Q)3P.

60. Soit M un ensemble contenu dans la fermeture A du domaine A; nous
posons, comme toujours,

F+(M)==^JF+(P) , F-(M)==^JF-(P)

et
P€M PGM

F(M)=F^-(M)uF-(M).

THÉORÈME. — Si U désigne un sous-ensemble ouvert du domaine A, on a

E+(ÏJ)DF+(U).
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On démontre ce théorème en remplaçant K et D par E et F respectivement
dans la démonstration du théorème du n° 49.

61. THÉORÈME. — Soit P un point de la fermeture À du domaine A; si Von
désigne par Q un point de Vensemble F^P) appartenant au domaine A, on a

K + ( Q ) c F + ( P ) ;

en outre, si Von suppose que, quand P appartient au domaine A, le point Q n^est
pas un point de la demi-caractéristique positive P(^), on a

K(Q)cF+(P) .

En effet, par définition, il existe deux suites { Q,,} et { P^} de points de la fer-
meture A, telles que Fon ait

limP^=:P, l imQ/,=Q et QneE-^P,,).
n-^x n^-x *

Soit to une valeur quelconque de l'intervalle de définition de la solution Q(^),
et désignons par { U/<-(Q(^o)) } une suite de voisinages du point Q(^o) qui tend
vers le point Q(^o) pour k-^ao.

D'après le n° 11, il existe une suite (U/,(Q)} de voisinages du point Q, telle
que l'on ait

U,(Q)(^)CU,(Q(^o)) (/€==!, 2, ...).

Or, la convergence de la suite { Q ^ } vers le point Q pour n->ao entraîne que
Fon a, pour n assez grand,

Q.eU,(Q) (k=i, 2, . . . ) ,

donc si l'on désigne par nÇk) un nombre n qui satisfasse à cette condition, on a
Q^) (^ )eU, (Q)(^ )cU, (Q(^) ) (^=i , 2, .. .).

Posons
P^)=P^ et Q^(^)==Q^ (Â-=:I, 2, . . . ) ;

par hypothèse, on a
E^P^Q^-^^Q^.

Or, d'après le n° 55, on a
E+(P,)3E+(Q^,)3Q^(<)

et, si P est un point de la frontière À du domaine A, ou si Q n'appartient pas à
la demi-caractéristique positive P(^), quand bien même P serait un point du
domaine A, on a

E+(P,)3E^-(Q^)3Q^(^)uQ^)(^);
donc nous avons

E^P/c)^
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ou bien pour toute valeur to de t, ou bien pour toute valeur non négative to de t
dans l'intervalle de définition de la solution Q(^). En conséquence nous avons

F+(P)3Q(QuQ(5) ou F+(P)3Q(^) .

Or, F^P) est fermé, donc le théorème est démontré.

CHAPITRE IV.

STABILITÉ.

I. — Stabilité faible.

62. DÉFINITION. — Nous disons qu'une région invariante fermée M est faiblement
stable au sens positif\ si, pour tout voisinage U de l ) ensemble fermé M, il existe
un voisinage V de M, tel que nous ayons

K+(V)cU.

La région invariante fermée M étant contenue dans le domaine A, si l 'on
désigne par U nn voisinage assez petit de M, U est contenu dans A. Donc K^V)
est contenu dans A, a fortiori L^V) également, ce qui montre que V(^) est
défini pour toute valeur positive de t.

On définit de même une région invariante fermée faiblement stable au sens
négatif.

Nous ajoutons le mot « faible » ou « faiblement » afin de distinguer une autre
sorte de stabilité que nous définirons dans le prochain paragraphe. Mais, si
nous ne considérons que la stabilité faible, comme dans ce paragraphe, nous
supprimons le mot « faible » ou « faiblement ».

Nous disons qu^une région invariante fermée est stable aux deux sens, si elle est
stable au sens positif ainsi qu^au sens négatif. Une région invariante stable aux
deux sens, soit M, est dite centre au sens de Bendixson, si, pour tout point P en
dehors de M, on a

L ( P ) n M = 0 .

63. THÉORÈME. — Soient M une région invariante fermée, et U un voisinage
quelconque de l } ensemble fermé M; chacune des trois paires de conditions suivantes
est équivalente.

i° M est stable au sens positif ; il existe un voisinage de M, soit V, tel que l'on ait

D^(V)cU;

2° M est stable au sens négatif; il existe un voisinage de M, soit V, tel que l'on
ait

D-(V)cU;
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3° M est stable aux deux sens; il existe un voisinage de M, soit V, tel que Von
ait

D(V)cU.

En effet, supposons que M soit stable au sens positif, et désignons par Ui un
voisinage de l'ensemble fermé M, dont la fermeture Ui est contenue dans le
voisinage donné U de M. Par définition, il existe un voisinage V de M tel que
l'on ait ^(V^Ui. En conséquence, d'après le n° 49, nous avons

D^V^K-^V^LJ.clJ.

On démontre facilement la réciproque de ce que nous venons de démontrer,
car, d'après le théorème du n° 42, on a toujours D4-(P)^K+(P), pourvu que
le point P appartienne au domaine A, d'où

D^CVQDK^V),

puisque, si V est assez petit, V est contenu dans A.
On démontre de même Féquivalence de la deuxième paire de conditions et

celle de la troisième.
Nous remarquons que, d'après ce théorème, même si l'on remplaçait K4", K~

par D^, D~, on ne pourrait pas faire extension de la notion de stabilité.

64. THÉORÈME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit stable au sens
positif y il faut et il suffit que, pour tout point P n'appartenant pas à M, on ait

D - ( P ) n M = = 0 .

En effet, supposons que M soit une région invariante stable au sens positif
et que l 'intersection des deux ensembles D~(P) et M ne soit pas vide, P étant
un point n'appartenant pas à M, et désignons par Q un point de l'intersection de
D-(P) et de M : QeD-(P)nM. L'hypothèse M^P entraîne que, si l'on désigne
par U(M) un voisinage assez petit de M et par U(P) un voisinage assez petit du
point P, on a U ( M ) n U ( P ) =^.

Soit V(M) un voisinage quelconque de l'ensemble fermé M contenu dans
U(M). L'hypothèse D~(P)3Q montre qu'il existe une suite {P , ,} de points du
domaine A et une suite { ^} de valeurs non positives de t, telles que l'on ait

limP/,=P et l imP^(^ )==Q,
?i •>- oc n >- oo

de sorte qu'à cause de l'hypothèse QeM, on a, pour / î assez grand,

P.eU(P) et P . (^ )€V(M) .

Soit Tîi un nombre n satisfaisant à ces conditions et posons

Q' :P^(^) et t'-^-t,^
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de sorte que l'on a Q'Çt')==P^çl](P\ t' étant non négatif. Or, par hypothèse,
nous avons U(P)nU(M)=0 , donc nous avons

; (^^(M).

En conséquence, pour tout voisinage V(M) de l'ensemble M, la condition
V(M)( / )cU(M)

n'est pas vérifiée pour une certaine valeur non négative de t.
Par conséquent, pour que M soit stable au sens positif, il faut que, pont tout

point P n'appartenant pas à M, on ait
D- (P)nM=0.

«•
Supposons réciproquement que, pour tout point P n'appartenant pas à M,

on ait ï)~ÇP)riM== 0, M n'étant pas stable au sens positif. Je dis que cette
hypothèse conduit à une contradiction. En effet, soit { V , , ( M ) { une suite de
voisinages de l'ensemble fermé M qui tend vers M pour 71—00; il existe un
voisinage U de M, tel que, pour un certain point P,, de chaque voisinage V,/(M),
on ait

Pn(tn)^,

t,, étant une certaine valeur non négative de t, puisque, par hypothèse, M n'est
pas stable au sens positif. Comme les points P^(^) sont contenus dans le
domaine borné A, l'ensemble {P/ , (^ )} a des points d'accumulation dans la
fermeture À du domaine A; nous désignons un de ces points parP, de sorte que
l'on peut extraire de la suite {P,,(^)} une suite partielle {P^(^/)}, telle que
cette suite converge vers le point P pour n' -> oo et que la suite correspondante
[ P n } soit également convergente; désignons par Q le point l imite de la suite
{P, , '} , de sorte que l'on aD^Ç^P, d'oùD-(P)3Q.

Comme, par hypothèse, { V ^ ( M ) } tend vers M pour n ' — c c , en tant que suite
partielle de la suite {V, , (M)^ P^ étant contenu dans { V , , ( M ) j , on a Qe M, ce
qui entraîne que l'on a

• D- (P )nM^0 ,

P n'appartenant pas à M, contrairement à notre hypothèse.
Donc, pour que M soit stable au sens positif, il suffit que l'on ait

D-(P)nM==:0,

pour tout point P n'appartenant pas à la région M.
Comme conséquence directe du théorème que nous venons de démontrer,

on a le

COROLLAIRE. — Pour qu'une région invariante fermée M soit stable au sens
positif^ il faut et il suffit que, pour tout point P n'appartenant pas à la région M,
on ait

E-(P)nM==0.
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65. THÉORÈME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit stable aux deux
sens, il faut et il suffit que, pour tout point P n'appartenant pas à la région M,
on ait

D ( P ) n M = = 0 ou E ( P ) n M = = 0 .

En effet, en combinant les deux conditions pour la stabilité au sens positif
et au sens négatif, on démontre ce théorème.

Bien que nous ayons supposé dans la définition des centres au sens de
Bendixson que, pour tout point P en dehors de la région invariante fermée M
stable aux deux sens, nous avons L(P)nM=0, le théorème précédent montre
que cette dernière condition est automatiquement remplie partoutes les régions
invariantes M stables aux deux sens, car nous avons D(P)3L(P) pour tout
point P du domaine A.

Donc nous avons le

THÉORÈME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit centre au sens de
Bendixson, il faut et il suffit que M soit stable aux deux sens.

66. THÉORÈME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit stable au sens
positif, il faut et il suffit que, pour tout point P de la région M, on ait

c'est-à-dire que l'on ait
D^I^cM,

.D^IV^cM.

En effet, s'il existait un point de M, soit P, tel que l'on ait D^P^M, on
aurait D-(Q) 3 P e M, de sorte que l'on aurait

D-(Q)nM^0 ,

où Q désigne un point de D^P) n 'appartenant pas à M.
Or, d'après le théorème du n° 64, alors M n'est pas stable au sens positif,

donc pour que M soit stable au sens positif, il faut que, pour tout point de M,
• on ait

D^P^M.

Réciproquement, si M n'était pas stable au sens positif, pour un point Q en
dehors de la région M, on aurait D^Q^M^^, d'après le n° 63. Désignons
par P un point de l'intersection D-(Q)nM; l'hypothèse D-(Q)3P entraîne
D+(P)^Q^M, P étant un point de la région M.

Donc, pour que M soit stable au sens positif, il suffit que, pour tout point P
de la région M, on ait

D ^ ( P ) c M .

Comme au n° 64, on déduit facilement le

COROLLAIRE. — Pour qu'une région invariante fermée M soit stable au sens
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positif^ il faut et il suffît que, pour tout point P ûfe /^/ région M, o/^ â ï̂

E-^P^M,
c'est-à-dire que Von ait

E^lV^cM.

67. De la même manière qu'au n° 65, on voit que la condit ion nécessaire et
suffisante pour la stabilité aux deux sens d'une région invar iante fermée M est

D ( M ) c M .

Examinons cette dernière condition d'un peu plus près. Cette condition
ent ra îne que, pour tout point P de Fensemble M, la caractéristique totale
P(^)UP(^) est contenue dans iM, puisque l'on a P(^)uP(^)cD(P) . Doncnous
avons

M ( Q c M ,

pourvu que M(^) soit défini. Or, par hypothèse, M est fermé, donc, il existe un
nombre positif £, tel que M(^) soit défini pour t <^s. A l'aide du lemme du
n° 39, considérant que M est fermé, on démontre que l 'ensemble M est invariant.
Donc, même si l'on ne suppose pas que M soit invar ian t , M doit être une région
invariante stable aux deux sens, pourvu que l 'ensemble M soit fermé et que Fon
aitD^M^M.

Ainsi nous avons le

THÉORÈME. — Pour qu'un sous-ensemble fermé M du domaine A soit une région
invariante aux deux sens, il faut et il suffit que Von ait

D ( M ) c M .

On remarque que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
D ( M ) c M , D ( M ) = M , E(M)=:M,

M étant un sous-ensemble du domaine A.

TI. — Stabilité forte.

68. Par analogie avec la définition des points isolés, nous disons qu'un
ensemble fermé satisfaisant à une condition (C) est isolé en tant qu'ensemble
Satisfaisant à la condition (C), s^il existe un voisinage U de V'ensemble fermé M y
dans lequel il n^y a plus d ) ensembles satisfaisant à la condition (C), excepté les
sous-ensembles de M.

69. DÉFINITION. — Nous disons qu!une région invariante fermée M est fortement
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stable au sens positif, si, pour tout voisinage U de F ensemble M, il existe un
voisinage de M, tel que Von ait

E^(V)cU.

On définit de même la stabilité forte au sjens négatif.
Une région invariante fermée fortement stable au sens positif ainsi qu^au sens

négatif est dite fortement stable aux deux sens. Une région invariante fermée M
fortement stable aux deux sens est appelée centre au sens fort, si, pour tout point P
en dehors de la région M, on a

E(P)nM=0.

Si l'on désigne par B un sous-ensemble quelconque de l 'ensemble A et par P
un poin t que lconque de A, nous avons, d'après le n° 55,

et
E-^B^K^B), E-(B)3K-(B), E ( B ) : ) K ( B )

E ( P ) 3 K ( P ) .

Donc on démontre facilement le

THÉORÈME. — Une région invariante fermée fortement stable au sens positif\ au
sens négatif, ou aux deux sens est respectivement faiblement stable au sens positif,
au sens négatif, ou aux deux sens.

Un centre au sens fort est un centre au sens de Bejîdixson.

70. THÉORÈME. — Soit M une région invariante fermée : pour que M soit folle-
ment stable au sens positif, il faut et il suffit que, pour tout voisinage U de
l^ ensemble fermé M, il existe un voisinage V de l'ensemble fermé M, tel que
Von ait

F+(V)cU.

En effet, soit U, un voisinage assez petit de M, dont la fermeture Ui est
contenue dans U. Si l'on suppose que M est fortement stable au sens positif,
par définition, il existe un voisinage V de M tel que l'on aitE^V^Ui, de sorte
que l'on a 9

' E^Tv^cu.cu.
Or, V étant ouvert, on a, d'après le n° 60, F-^V^cE-^V), d'où

F + ( V ) c U .

Par conséquent la condition du théorème est nécessaire.
Réciproquement, la relation générale F+(V)^E+(V) montre que, pour que

M soit fortement stable au sens positif, la condition du théorème est suffisante.

71. Profitant de la réversibilité énoncée au n° 59, on démontre les deux
théorèmes suivants, de la même manière que les théorèmes des n08 64 et 65.

Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 4. 44
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THÉORÈME. — Pour qu'une région invariante fermée M soit fortement stable aux
deux sens, il faut et il suffit que, pour tout point P en dehors de la région-M, on ait

F- (P )nM=0 .

THÉORÈME. — Pour qu^une région invariante fermée soit un centre au sens fort,
il faut et il suffit quelle soit fortement stable aux deux sens.

72. On démontre, de la même manière qu'aux n0® 66 et 67, les deux théorèmes
suivants.

THÉORÈME. — Pour qu'une région invariante fermée M sou fortement stable au
sens positif y il faut et il suffit que, pour tout point P de V ensemble M, on ait

c'est-à-dire que Von ait
F+(P)cM,

F + ( M ) c M .

THÉORÈME. — Pour qu'un ensemble fermé M soit une région invariante fermée
fortement stable aux deux sens^ il faut et il suffit que, pour tout point P de
l'ensemble M, on ait

F(P)cM,
c'1 est-à-dire que Von ait

F(M)cM.

]Ï ailleurs y cette dernière condition est équivalente à

F(M)=M.

73. THÉORÈME. — Pour qu^une région invariante fermée M faiblement stable au
sens positif soit follement stable au sens positif\ il suffit que la région M soit isolée
en tant que région invariante fermée qui n'est pas fortement stable au sens positif y
ou a fortiori en tant que région invariante.

En effet, si la région invariante fermée M faiblement stable au sens positif
n'était pas fortement stable au sens positif, il existerait un point P en dehors de
la région M tel que l'on ait

D - ( P ) H M = o et F- ( P ) n M ̂  0.

Soient U un voisinage quelconque de la région fermée M, et Ui un voisinage
de M dont la fermeture Ui est contenue dans U et ne contient pas le point P.
D'après la définition de la stabilité faible au sens positif, il existe un voisinage
V de M, tel que l'on ait EL^V^UI. Nous supposons que ce voisinage V est
assez petit pour que l'on ait VnD^P) ==0. Puisque l'ensemble fermé D~(P)
est disjoint d'avec l'ensemble fermé M, cette hypothèse ne restreint pas la
ffénéralité.
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Or, d'après le n° 58, F-(P) est connexe, donc il existe un point de F (P),
soit Q, contenu dans V et n 'appartenant pas à M. Les relations Q€V et
V^D -(P)=0 montrent que Q n'est pas un point de la demi-caractéristique
négative P(^) et que l'on a

L+(Ç)cF- (P ) et Q ( Q c U n
d'où

L + ( Q ) c U i C U .

Donc nous avons démontré qu'il y a dans U une région invariante fermée L^Q).
Or F-(P)3Q montre F^P^L^Q)^^, P n'appartenant pas à U, ni

a fortiori à L^Q), donc la région invariante L^Q) n'est pas fortement stable
au sens positif, ce qui achève la démonstration.

CHAPITRE V.

POINTS LIMITES (II).

I. — Cas où m est arbitraire.

74. Nous revenons à l'étude des points limites, et considérons Pensemble
I/^P), P étant un point régulier du domaine A.

Nous commençons par le cas où p est fini, de sorte que L^P) est contenu
dans la frontière À du domaine A. Supposons que L^(P) ne se réduise pas à un
seul point; désignons par M l'ensemble des points Q pour lesquels il existe une
suite [ tn} de valeurs de t, telle que l'on ait

)^ i<^< . . .<^< . . .—p, l i m P ( ^ ) = = Q
/ / >x

et

limV X,(P(^)) i=oo.
n^- » -*—

On voit sans peine que M est contenu dans L^P). Je dis d'abord que
l'ensemble M est partout dense dans L^P).

En effet, désignons par Qi un point quelconque de L^(P) et par U un voisi-
nage quelconque du point Qr Comme, par hypothèse^ L^P) ne se réduit pas à
un seul point, il existe un point Q^ de L^P) différent de Qi. Soient L\ et Ua
deux voisinages bornés du point Qi, tels que la fermeture Ui de Ui soit contenue
dans U et ne contienne pas le point Qa et que la fermeture Us soit contenue
dans Ui.

Les hypothèses QieL^P), C^eL^P) entraînent qu'il existe deux suites
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{ ^ n } , { " n } ^e valeurs de /, telles que l'on ait

l imP(T/0=Q, , O^T ,<T ,< . . .<T / /< . . . - - ) - (3
ft^x

et
] imP«)==Q2, o^T / ,<T / ,<.. .<T/ ,<. . . -^P.
n^-^

sans restreindre la généralité, on peut supposer que l'on a

0 ̂  T. < T\ < ̂  < T, < . . . < T// < <, < . . . -> P.

Or, le point Qs n'appartient pas a Ui, et (Ja cont ient le point Qi, LLj étant
contenue dans Ui, donc, à cause de la cont inu i té de la solution P(^), i l existe
des valeurs ^ ( ^ = 1 , 2 , . . . ) de t, telles que l'on ait

P ( t',, ) C U, - U,, T, < t ' , , < < ( //- == T ,̂  . . . )

et
P^el7! pour ^/t^f^i'n { / i = ï , ^, . . .).

Comme Ui est borné, l 'ensemble { P ( ^ ) } a des points d'accumulation dans
U i — U ^ . Nous désignons par Qa un de ces points d'accumulation, de sorte que
l'on peut extraire de la suite { P(^)} une suite partielle { P(^,)} telle que l'on
ait l imP(^ / )== Ô3. Mais, sans restreindre la généralité, on peut supposer que

n' -^- ao

la suite { P(^)} elle-même converge vers le poin t 03.
Le point Q^ n'étant pas contenue dans Ua, il diffère du poin t Qi, de sorte que,

pour un certain indice de coordonnées des points Qi et Qa, soit k, on a

yî—A^0'

A cause de la convergence des deux suites {P(ï , i )} et { P(^)} vers les points
Qi et Û3 respectivement, si l'on désigne par S un nombre positif inférieur
à y\—y\ y on a, pour n assez grand,

!^K)-^)l>o, d-où ^(O-^O ^ ^

les valeurs ^— T^ étant positives.
Or, d'après le théorème de la moyenne, il existe une valeur ^ de t comprise

entre T,i et t^ telle que l'on ait

X^-(^) —^/,(T/0 _ dXk{tn) __
—— A.^- ^ r {tn ) ),

donc on a

|X , (P(^) ) |> ~̂
— ^

En outre, la convergence des suites {^n} et { r ^ } vers 3 entraîne celle de la
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suite { ^ } vers ?, en conséquence celle de la suite [\t,,—^n\} vers zéro pour
n -> oo . Donc on a lim X/,(P(^)) | == oo, a fortiori

ni
l imy |X,(P( /«) ) |=oo.
n ^- an -^^^>

if:==l

D'ailleurs, à cause de la condition

0 ̂ Ti < t, < t', < T\ < T., < /,< /, < T, < . . . < T/,< tn< 4< ̂  <...-> (3,

on a
0 ̂  ̂  < ̂ ,< . . . < tn<. . . -^ (3.

Or, l'hypothèse P(^)€U, pour T^< ^< ̂  entraîne P(/,,)eUi (^=1,2, . . .),
donc les points d'accumulation de l'ensemble { P ( ^ ) } sont contenus dansÏJi.
a fortiori dans U. Désignons un de ces points d'accumulation par Q; on peut
extraire de la suite { t , ,} une suite partielle {t,,, \ telle que l'on ait

l i m P ( ^ ) = Q .
n' > ̂

En outre, { t ^ } étant une suite partielle de la suite { ^ }, on a
o^i/</.,,<...<^ <...-> (3,

ce qui montre que le point Q appartient à L^P). On voit d'ailleurs qu'en tant
( m } ( m }que suite partielle de la suite j ^|X,(P(^))| , la suite j ^|X,(P(^))| [ tend
( ^i ) ( .=i )

vers l ^ i n f i n i pour n'->aQ. Donc le point Q appartient à M.
Or, Qi est un point arbitraire de l'ensemble L^P) et U est un voisinage

arbitraire de Qi, donc la démonstration que M est partout dense dans L^P) est
achevée.

75. Je dis maintenant que M coïncide avec L^P). En effet, désignons de
nouveau par Q un point quelconque de L^P). Étant donné que M est partout
dense dans L^P), on peut extraire une suite de points de l'ensemble M,
soit {Qn}, qui converge vers le point Q pour n --> oo.

L'hypothèse Q^eM entraîne que, pour chaque n, il existe une suite {t^} de
valeurs de t, telle que l'on ait

0 ̂  tm < tn-L < • . • < tn/< . . . -> j3, ]im P(^/) == Q,,
/>00

et

J imy[X, (P(^)} |=oo .
/-^- QB ̂ "

Soit { U / / Q ) } une suite de voisinages du point Q qui tend vers le point Q
pour k —> oo ; posons

^r=^,,.
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Supposons que t/, soit déterminée de manière que l'on ait

tk-Y < t/,, t,k^ t/,, U/, ( Q ) 3 P ( tj, )

et
ni

k-i<.^ X, (P(^) ) | .
i=i

La convergence CL->Q pour /z->oo montre Qn€lJ/,+i(Q) pour ^ assez grand,
et la convergence P(tni) -> Q,, pour / -> oo entraîne

m
P(^/)€lWQ) et ^ |X(P(^) ) |> / r ,

pour Z assez grand, et à cause de la convergence des suites { t ^ } (n == i, 2, ... )
vers ? pour / -> oo, on a

tk<.tnl et t^k+i^tn/

pour /assez grand. Soit { ^ , /} une paire d'indices satisfaisant à ces conditions.
Posons

f/c+i == tnl.

Ainsi nous avons une suite { t , , } qui satisfait aux conditions

et
o ̂  t, < t., < . . . < tk<... -> (3, lim P ( t k ) = Q

k^x

l i m ^ | X , ( P ( ^ ) ) | = = G o ;um ^ i ^ ^ r ^ / j
/.•>oo -—•f=::i.

donc on a Q € M et en conséquence L^(P) c M, puisque Q est un point arbitraire
de l'ensemble L^P).

Par conséquent on a
L+(P)=M,

car, comme l'on a remarqué au numéro précédent, on a

L^py^M.
, Donc nous avons

THÉORÈME. — Soit P un point régulier du domaine A; si la solution P ( t ) r^est
pas définie pour toute valeur positive de t, et que U ensemble I/^P) ne se réduit pas
à un seul pointa pour tout point Q de l'ensemble L-^P), il existe une suite {t^ ] de
valeurs de t telle que l'on ait

»^ i<^< . . .<^< . . .—^ l i m P ( ^ ) _ = Q
et

lim y i X , ( P ( ^ ) ) | = = o o ,uni T | .v^jr^^
n>^ -—

i=.i
,, ^^, Jk—1
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où P désigne, comme toujours, l'extrémité supérieure de V intervalle de définition
de la solution P(^).

76. Supposons désormais que la solution P(^) est définie pour toute valeur
positive de t, P étant un point régulier du domaine A.

Envisageons d'abord le cas où l'ensemble L^P) ne contient pas de points
réguliers, de sorte que l'on a

L-^P^ÂuS.

Comme l'ensemble L-^P) est connexe, d'après le n° 24, L^P) appartient à une
composante connexe de l'ensemble fermé AU S. De plus.L^P) ne contient pas
de points de l'intérieur S de l'ensemble S, puisque tous les points d'une carac-
téristique régulière sont réguliers. Par conséquent L^P) appartient à une
composante connexe de la réunion de la frontière À et de la frontière S.

Si une composante connexe de la frontière S qui n'est pas disjointe d^avec
L^P) est fermée en tant qu'ensemble dans l'espace R^, la frontière À et cette
composante connexe fermée sont séparées, donc L^P) est contenu dans cette
composante connexe fermée de la frontière S.

Ainsi nous avons le

THÉORÈME. — Soit P un point régulier du domaine A. Supposons que la solution
P(^) soit définie pour toute valeur positive de t; si V ensemble L^P) est disjoint
d'avec l'ensemble R des points réguliers, L^P) constitue un sous-ensemble connexe

contenu dans une composante connexe de la réunion de la frontière À du domaine A
et de la frontière S de l'ensemble S des points singuliers.

En particulier, si l'ensemble S est fermé en tant qu'ensemble dans l'espace R^,
L^P) est ou bien entièrement contenue dans une composante connexe de la

frontière A, ou bien entièrement contenue dans une composante connexe de la
frontière S de l'ensemble S.

On démontre le théorème suivant qui est un peu plus fort que la dernière
partie du théorème précédent.

THÉORÈME. — Si les points singuliers appartenant à l'ensemble L^ (V) constituent
un ensemble non vide et fermé en tant qu'ensemble dans l'espace R^, et que

I^YP^À n'est pas vide, L^P) contient des points réguliers.

77. Supposons que l'ensemble L/^P) ne soit pas disjoint d'avec AU S, et
posons

L+(P)n(ÀuS)==M.

Chacun des trois ensembles du premier membre étant fermé, M est également
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fermé, donc nous pouvons décomposer l'ensemble M en composantes connexes
fermées M/ (?€ I), 1 désignant l 'ensemble d'indices.

Envisageons une composante connexe fermée Mo (oel) et supposons que Mo
ne coïncide pas avec L^P), de sorte que l'on a ou bien RnL^P)^^, ou bien
M -^- Mo. Mais le second cas de l'alternative montre que l'ensemble M n'est pas
connexe, donc on a L+Çf)^\R:^0' Par conséquent on a, dans tous les cas,

L+(P)r\R^0.

Supposons de plus que, si l'on a M 7^ Mo, Mo est isolé en tant que sous-
ensemble de M, et désignons par Q' un des points réguliers de l 'ensemble L^P).
Soit U un voisinage quelconque de l'ensemble Mo ; je dis qu'il existe deux points
réguliers Qi et Qs de l'ensemble L^P), tels que l'on ait

L+(Q,)cU et L-CQ^cr.

En effet, soient Ui et V deux voisinages bornés de Mo, tels que la fermeture Ui
ne contienne ni le point Q' ni d'autres points de M que ceux de Mo, et Ui soit
contenu dans U et que la fermeture V de V soit contenue dans Ui.

A cause de l'hypothèse L^P^Mo, il existe une suite {tn} de valeurs de t,
telle que l'on ait

o^^<^<. . .<tn<. . .->oo, lim P(^)==Q,
n-^x

Q désignant un point fixe de Mo, et l'autre hypothèse L4 '(P)^Q / entraîne qu'il
existe une suite { ^ } de valeurs de t, telle que l'on ait

o ^ Z , < ^ < . . .<4<. . .-^, limP^'J^Q'.
/<->- OC

Donc on a
P(4)^U, et P(^)€V,

pour n assez grand. Nous pouvons supposer sans restreindre la généralité

0 ̂  ti < t\ < ̂  «2 < . . . < tn< 4 < • • -->^ •

A cause de la continuité de la solution P(^), il existe des valeurs
et T^ (^==1, 2^ . . .), telles que l'on ait, pour n assez grand,

P (^) e Ui — V, ^ < T/, < t^ P (rj € Ui — V, /„ < T',/ < ̂
et

P ( ^ ) € U i pour rn<t<tn+i ou ^<«T^

L'ensemble Ui — V étant borné, on peut supposer qu'il existe lim P(T^), soit Qa,
. /^oo

de sorte que Qa appartient à U i — V . On voit facilement que Qa est un point
régulier de L-^P).

Envisageons la demi-caractéristique négative Q^Çs) et supposons qu'il existe
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une valeur négative To de t, telle que l'on ait Q.(ïo)^U,. Soit W un voisinage

de l'arc fermé Q,, Q,(ïo) de la demi-caractéristique négative Q,(^), assez petit
pour que W soit disjoint d'avec l'ensemble fermé Mo. Diaprés le n0 JO pour un
voisinage assez petit V(Q,) du point Q,, on a V(Q,)(^)c W pour o^^^
Or, par hypothèse, on a limP«) = Q^ donc on a, pour n assez grand, — 0 >

P«)eV(Ç,),
d'où

P«4-^ )CW pour O^^TO.

Considérons la suite g ^— < }, et posons

o^iïm(^—^)==T.
n > ̂

On peut supposer sans perdre la généralité que l'on a
] im(^—T, / )= :T .

/; > ^

Supposons d'abord que l'on a i t T > T O . Nous avons P(^) = P«+ ̂  — ^ ))
donc l'hypothèse limQ.- <)=- ent ra îne que l'on a P(^)eW, p o u r / ? assez
grand, d'où

l i m P ( ^ ) = Q , ( T ) ç W ;
/l->- oc

ceci est une conclusion contradictoire avec l'hypothèse limP(^)=== QeMo,

puisque W est assez peti t pour que l'on a i t W n M o = o, donc l'hypothèse T>T«
est absurde.

Supposons maintenant que l'on ait T^T,; soit e un nombre positif quel-
conque inférieur à To . L'hypothèse lnn(^-<)=-^T,< o entraîne, pour

n assez grand, o >-„+s> ,,,-<,"d'où <><+-„+£> ̂  donc l'on a,
pour n assez grand,

P(T; ,+To+£)<SUi ,

puisque, par hypothèse, on a P(QelJ\ pour < ><>^.
Or, l'hypothèse limP(T,,)=Q2 entraîne

71-^t»

lim P(T;,-)-To + s) = Ç,(T, + s),
K ̂ - ^0

donc nous avons
Q2(To4-e)eUi,

conclusion qui n'est pas vérifiée, puisque, à cause de la continuité de la
solution Q,(<), on a.Q,(To+s)^U pour s assez petit, Q,(^) n'appartenant
pas ;i l'ensemble fermé U,. Donc l'hypothèse T^TO est aussi absurde.
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Étant donné que les deax hypothèses T ^ > T O , T^TO sont toutes les deux
absurdes, l'autre hypothèse qu'il existe une valeur ïp doit être également
absurde, donc nous avons

Q2(5)cUi d'où L- (Ç2)cU,cU.

De la même manière on démontre que l'on a L^Q^cU, où Q, désigne un
des points d'accumulation de l 'ensemble {P( ï / , )} .

Donc nous avons le

THÉORÈME. — Supposons que f ensemble L^P) H { A U S ^ne soit pas vide; soit Mo
une composante connexe de F ensemble L^P)^ \ AU S |. Si L^P) ne coïncide pas
avec Mo, pour tout voisinage U de l'ensemble fermé Mo, ou bien il existe deux
points réguliers Qi et Q.j de V ensemble L^P) tels que Von ait

L+(Q,)cU et L-(Q,)cU,

ou bien il existe dans U des points de V'ensemble L ^ P ^ j À U S J n'appartenant
pas à Mo.

78. Nous envisageons ici les résultats du numéro précédentd 'un peu plus près.
Si Mo est isolé en tant que sous-ensemble de l 'ensemble L^P^jÀuS \ = M,
par définition, pour un voisinage assez petit U de l 'ensemble M, il n'existe plus
dans U de points de l 'ensemble L^P)^ AU S \ excepté ceux de Mo; or il existe
deux points réguliers Qi et (h de Pensemble L^P), d'après le numéro précé-
dent, tels que l'on ait

L^ÇQCU et L-(Q,)cU.

D'autre part, la relat ion Q^eL^F) entraîne L^QOcL^P), donc, si l'on
suppose que L^Qi) est disjoint d'avec Mo, L^Qi) est une région invar iante
fermée dont tous les points sont réguliers. Donc nous avons le

THÉORÈME. — Soit M,) une composante connexe de V ensemble L^P^JAuSi
que nous supposons non vide, et supposons que l'ensemble L^P) ne coïncide pas
avec Mo; si Mo est isolé en tant que sous-ensemble de L^P^ \ AU S (, pour tout
voisinage U de U ensemble fermé M^, ou bien il existe deux points réguliers Q|
et Q.j de P ensemble L^P), tels que Von ait

L+(Qi )nMo^0 et L-(Q,)nMo^0, •

ou bien il existe une région invariante fermée constituée de points réguliers
de L^P) et contenue dans U.

79. Supposons par ailleurs que Mo ne cont ienne pas de points de la fron-
tière À, de sorte que Mo soit une région invariante fermée. Désignons par U un
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voisinage de l 'ensemble Mo, tel que U ne cont ienne pas de points de la
frontière A; et supposons qu'il existe un point régulier Q de l 'ensemble L^P),
tel que l'on ait

L-(Q)cU. ,

Dans ce cas, même si L^Q) n'est pas disjoint d'avec Mo, Ï^(Q) est une région
invar iante , puisque Mo ne contient pas de points de la frontière À. Donc, si l'on
suppose de plus que Mo est isolé en tant que région invar ian te fermée contenue
dans L^P), il faut que L^(Q) soit contenu dans Mo. Donc nous avons le

TitÉORÈME. -— Supposons qu'une composante connexe Mo non vide de F ensemble
-^(P) H \ À U S \ soit disjointe à''avec la frontière À et que L^(P) ne coïncide pas
avec Mo; si Mo est isolé en tant que sous-ensemble de L'^t^rvj AU S j ainsi que
région invariante contenue dans L^P), il existe deux points Qi et Q^ tels que
Von ait

L+(Qi )cMo et L-(Q.)cMo.

80. Changeons main tenan t de sujet et supposons que, pour tout point Q de
l 'ensemble L^P), nous ayons

L + ( P ) ^ K ( Q ) ;

je dis que, pour tout point Q de l 'ensemble L^P), on a
L ( Q ) r } { q ( t ) u q ( s ) } ^ 0 .

En effet, supposons qu'il existe un point Q de L^P) tel que l'on ait

L(Q)n {Q(QuQ(^ ) { ^0 ,

et dés ignons par Qi un po in t de L(Q). Puisque l'hypothèse Qi çL(Q) entraîne
HQ)DK(Qi) , nous avons

L + ( P ) - K ( Q 0 3 Q ( ^ ) u Q ( ^ ) ^ ^ ;

ceci est en contradict ion avec l'hypothèse L^P)^: R(Qi), puisque Qi appar-
t i en t à L^P).

Étant donné que, pour tou t point Q de L^P), on a L(Q)njQ(QuQ( .v) ! T^O,
nous supposons que l'on a

L+(Q)n{Q(^uQ(^)j^0' ,
de sorte que

K ( Q ) = L ( Q ) = L + ( Q ) = K + ( Q ) 3 K - ( Q ) 3 L - ( Q ) .

Supposons que 1^(0) ne coïncide pas avec L~(Q) et désignons par Qi un
point de L~(Q), de sorte que l'on a L~(Q)3K(Qi). Donc K(Qi) ne coïncide
pas avec L^P), conclusion contradictoire avec notre hypothèse. Donc on a,
pour tout point Q de l'ensemble L^P),

L+(P)==L+(Q)= :L- (Q) -=K+(Q) =:....
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Puisque la réciproque de ce que nous venons de démontrer est triviale, nous
avons le

THÉORÈME. — Soit P un point du domaine A; pour que F on ait

L + ( P ) = K ( Q )

pour tout point Q de l'ensemble L^P), il faut et il suffit que Von ait
L+(P)=L+(Q)--=L-(Q)

pour tout-point Q de V ensemble L^P).

IL — Courbes dans le plan.

<S1. Comme application de résultats que nous avons obtenus, nous envi-
sageons toujours dans ce chapitre le cas où l'on a m= 2, c'est-à-dire que nous
étudions les courbes définies par les équat ions

dx^ dx^ _
X^"^'

dans un domaine borné A dans le plan II, où Xi et X,. sont deux fonctions
continues dans le domaine A ainsi que leurs dérivées partielles du premier
ordre par rapport à x^ et x^

82. THÉORÈME. — Soit Q un point régulier de V ensemble L^P), P étant un
point régulier du domaine A; soit e^e' un arc sans contact au point Q, assez petit
pour que l'arc eQe' sou sans contact en tout point de e^e'. Si, pour deux valeurs
positives to et t^ de t (^o <^ ^o)? on a

PÇf^çeQe' et PÇf'^çeQe',

ou bien le point P(^) appartient à l'arc partiel P(/o), Q de Varc e(^e, ou bien les

trois points P(^o)? P(^o) et Q coïncident,
Pour que Von soit dans le second cas de l^ alternative y il faut et il suffit que P (^)

soit périodique, et que t\, — t^ soit une de ses périodes.

On remarque que, dans ce théorème, on ne suppose pas que L^P) soit
contenu dans l'ensemble K des points réguliers.

Pour démontrer le théorème, supposons que les trois points P(/o), P(/o)
et Q ne coïncident pas. Soit ^ une valeur de t plus grande que t^ telle que
l'on ait

P(^)eeQ^ et P(^)^Q^ pour t,<t<t,.

On voit, d'après le n° 25, que cette valeur t^ existe toujours, puisque P est
régulier. Je dis que les points P(^o) et P(^i) ne coïncident pas.
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En effet, s ' i ls co ïnc ida ien t , la solution P(/) serait périodique de période
fondamentale ^— t ^ pu isqu ' i l n'existe pas de valeurs de t comprises entre to
et e^ pour lesquelles P(^) appa r t i en t à l'arc e Q e ' , a fortiori coïncide avec le
point P(^o) . Donc la caractéristique P(^) est représentée par les points de la
solution P(^) correspondant aux valeurs de t comprises entre ïo et t^ (to inclus
et t^ exclus). Or dans cet intervalle seul le po in t P(^o) appartient à l'arc eQe^
donc le point P(^o) ̂ i1 coïncider avec le point P (^o) ; ceci est en contradiction
avec notre hypothèse. En conséquence on a

P( f , ) ^P( t , ) . .

Donc, d'après le n° 15, P ( t ) pour ̂ ^^i est u n e courbe de Jordan et,

d'après le n" 18, l'arc partiel P(^o), P(^) de l'arc e^e' est une courbe de Jordan,
donc ces deux courbes const i tuent une courbe de Jordan fermée, soit C,

puisque, d'après la définition de ia valeur ^, l'arc P(^o), P(^i) de la caractéris-

tique P(^)uP(^) et l 'arc P(^),P(/i) de l'arc e^e' n 'ont pas de points communs
autres que leurs extrémités P(^o) et P(^i).

Par conséquent , d'après le théorème de Jordan, la courbe G décompose I I — C
en deux régions Hi et IL. Considérons les points P(^+T), où T peut prendre
toute valeur positive. On voit facilement que, sir est assez petit, P(^+ï) appar-
tient à une même région, so i tHi , entre les deux régions IIi et iï^ de sorte
que P ( ^ o — ^ r ) appart ient à la région IL, ^ étant une valeur positive assez
petite.

Je dis que, pour toute valeur positive de T, le point P(^+r) appartient à la
région IIi. En effet, é tant donné que, pour un nombre positif assez petit T,
P^+T) appartient à IIi, s^ i l existe une valeur positive de T, soit To, pour
laquelle P(?i+^o) n'appartient pas à IIi, il existe une valeur T^ entre zéro
et To? telle que l'on ait

P ( ^ 4 - T i ) e o et - P (^4-T)€l I i pour o^T<T, .

Supposons que P(/i+^i) appartienne à l'arc P(^o), P(^i) de la caractéris-
tique P(^)uP(^), de sorte que P(^+Ti) coïncide avec un point P(^), t" étant
une valeur de t comprise entre t^ et ^. Alors la solution P ( t ) est périodique de
période ^1+^1— t11, donc on a

P(tf/-+-t)==P(t,-+-T,-}-t)

pour toute valeur positive ou négative de t.
Si t" n'égale pas ^ o ? désignons par o un nombre positif quelconque inférieur

à t"— to et à TI, de sorte que l'on a
to<t'/—ô<t, et ^<^ -4 -^—ô<^+T i

et
P(t'f-à)=P(t^^-à).
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Le premier membre de cette égalité appartient à l'arc P(/o), P(^) et le second
membre à la région Hi ; donc cette égalité n'est pas vérifiée etl 'hypothèse faite
est absurde.

Si t" égale t^ pour un nombre assez petit o, on a

P(/o-o)eiï ,

comme nous l'avons vu plus hau t ; mais, si o est plus petit que Ti, on a
/ l< / l+Ti—Ô</,- r -T, ,

donc le point P( / i+^i—o), qui doit coïncider avec le point P ( / o — o ) , appar-
t ient à Hi ; cette conclusion est également impossible.

Par conséquent l'hypothèse faite que P(^+Ti) appartient à l'arc P(^), P(^)
de la caractéristique P(^)uP(^) est absurde. Donc on a

P(^)eIIi pour t>t,,

car aucune caractéristique ne peut traverser l'arc P(^o), P(^i) de l'arc e^e' de IIi
à IL, e(^e' étant sans contact en tous ses points.

Comme PÇt) appartient à IIi pour toute valeur de t supérieure à ^, si P(^)

traverse l'arc eQe' à une valeur de t plus grande que t^ soit t ' ' , l'arc P(to), P(^)
de l'arc <?Q^ contient le point P(^). Or, par hypothèse Q est un point de L-^P),
donc, d'après le n° 2-2, Q est un point d'accumulation de l'intersection de L-^P)

et de l'arc e Q e ' . En conséquence Q n'appartient ni à 11̂  ni à l'arc P(^o)» P(^i) de

l'arc eQe1, ni à l'arc P(^o), P(^) de l'arc e^e\ de sorte que l'arc P(^), Q contient
le point P(?,).

Ce que nous venons de voir démontre en même temps que, pour que les'
trois points P(^o), P(^o) et Q coïncident, il faut et il suffît que P(^) soit pério-
dique, et que t'^ — to soit une de ses périodes.

83. On démontre à l'aide du théorème précédent les deux lemmes suivants :

LEMME. — Soit P un point du domaine A; si L^P) contient le point P, ou bien
P est un point singulier, ou bien la solution P(^) est périodique^ de sorte qu'on a
toujours

L + ( P ) ^ L - ( P ) = P ( ^ ) = P ( ^ ) = . . . .

LEMME (THÉORÈME DE BENDIXSON). — Soit P un point régulier du domaine A ; si
tous les points de L^P) sont réguliers, pour tout point Q de L^P), la solution Q(t)
est périodique.

Cependant le sujet de ce paragraphe est d'établir la réciproque de ce der-
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nier lemme. On remarque que, comme hypothèse, on ne suppose pas que
l'ensemble I/^P) soit contenu dans l 'ensemble R des points réguliers.

LEMME. — Soit P un point régulier du domaine A; s^il existe un point régulier Q
de L^P), tel que la solution Q(^) soit périodique, L^(P) coïncide avec la caracté-
ristique fermée K(Q) = Q(^); de sorte que tous les points de L^CP) sont réguliers.

En effet, supposons que L^P) ne coïncide pas avec la caractéristique
fermée K(Q), et désignons par Q^ un point de l'ensemble non vide L^P) — K(Q),
et par T la période fondamentale de la solution périodique Q(^). Soit e(^e un arc
sans contact au point Q et soit U un voisinage du point Q assez petit pour que
l'arc e(^e' soit sans contact dans U et que U ne contienne pas le point (,V.
Diaprés les n0' 5 et 20, si l'on désigne par £ un nombre positif assez petit et
par V un voisinage du point Q assez petit, V(^) appartient à U pour toute valeur
de t, t <^ £, et il existe une et une seule valeur de /, telle que Fon ait

qff(t)çeQef et \f\<^

où Q^ désigne un p o i n t quelconque de V.
Désignons par W un voisinage de la caractéristique fermée K(Q) qui ne

contient pas le point Q7. D'après le n° 11, il existe un voisinage V7 du point Q,
tel que l'on ait

Y(t)çW pour o^t^T et V(T)C\,

car, comme Q et Q(ï) représentent le même point , V est un voisinage de Q(T).
Or, l'hypothèse L+(P)^Q entraîne qu'il existe une valeur positive /i de t,

telle que l'on ait
P ( ^ + < ) € W pour o^t^T et P (^^ -T)eV,

donc on a
P(^4-T)e<°Q^ et P(^4-ï)çLJ,

T étant un certain nombre tel que l'on ait | T — T [ <^ &.
Pour simplifier les notations, posons

Pi=P(<i ) et P,=P(^,4-T).

Le même raisonnement qu'à la démonstration du théorème du n° 81 démontre

que l'arc Pi, Pa de la caractéristique P(^)uP(^) et l'arc Pi, Ps de Farc eQe'
constituent une courbe de Jordan fermée, soit (7. D'ailleurs la caractéristique
fermée K(Q) est une courbe de Jordan, que nous désignons par C.

Puisque, par hypothèse, L^P)—K(Q) n'est pas vide, Q n'appartient pas à
la caractéristique P(^)uP(^) , donc les points Pi, P^ et Q ne coïncident pas, ce

qui montre, d'après le théorème du n° 81, que le point Pa appartient à Farc Pi, Q
de Farc eQe^ et que, si Fon désigne par IIi la région entourée par C et (7,
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P(^) appartient à iï, pour ^> ^+T. Or, (^ est un poin t de L-^P), et (^ n'appar-
tient ni à W, en conséquence ni àILi, ni à C, ni à (7. Donc nous sommes conduits
à une contradiction ; l'hypothèse que L-^P) — K(Q) n'est pas vide est absurde.

84. En combinant les lemmes précédents, nous avons un théorème contenant
celui de Bendixson.

THÉORÈME. — Si Von désigne par P un point du domaine A, les quatre conditions
suivantes sont équivalentes :

i° il existe un point Q de L^(P), tel que la solution Q(^) est périodique ;
2° tous les points de V ensemble L^P) sont réguliers;
3° r ensemble L^P) ne se réduisant pas à un seul pointa on a, pour tout point 0

de I^(P),
L+(P)=L+(Q) ;

4° l'ensemble L^P) ne se réduisant pas à un seul pointa il existe un point Q
de L^(P) tel que l'on ait

L+(P)=L+(Q) .

Remarque. — Comme nous l'avons défini au chapitre I, dans ce Mémoire
nous ne considérons pas les solutions singulières comme solutions périodiques.

85. Supposons que l'ensemble L-^P) ne soit disjoint ni d'avec l'ensemble R
des points réguliers, ni d'avec la réunion de la frontière À du domaine A et de
la frontière S de l 'ensemble S des points singuliers. Soit Q un point régulier
quelconque de L^P). Comme conséquence directe du théorème précédent,
on a

L+(Q)n |SuÀ{^0 ;

mais je dis de plus que, pour tout point Q de l 'ensemble L^P), L-^Q) est
contenu dans une composante connexe de S U À.

En effet, pour le voir, il suffît de démontrer que Pon a

L+(Q)r}l\=0,

pour tout point régulier Q de l'ensemble L-^P), puisque l'on a

A = R u S * et A D L + ( Q ) .

Supposons que L^Q) et R ne soient pas disjoints et désignons par Q^ un
point de l'intersection de L^Q) et de R. Soit e Q ' e ' un arc sans contact au
point Q' assez petit pour que <?Q 'e ' soit sans contact en tous ses points.

L'hypothèse Q'eL^Q) montre qu'il existe une valeur t^ de t, telle que l'on
ait Q^e^Q'^. Soit t^ la plus petite valeur de t supérieure à t^ telle que l'on

ait Q^OG^Q^. L'arc Q(^),Q(^) de la caractéristique Q(QuQO) et
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l'arc Q(^o); Q(^) de l'arc e ( ^ e ' constituent une courbe de Jordan fermée, soit C,
qui décompose II— C en deux régions IIi et IL.

D'après le théorème du n° 81, on a

• Q^o^Q^Q^,).

Donc, si l'on suppose que le point Q' appartient à Hi, Q(^4-ï) appartient
à îli et Q(^o— r ) à Ils, pour toute valeur positive de T. Soit P ' u n point quel-
conque de la région IIi; on peut montrer que P\t) appart ient à IIi pour toute
valeur positive de t, par le même raisonnement qu'au n° 82. Or, les hypo-
thèses Q'eIIi et Q^L-^OCL-^P) en t ra înen t qu'il existe une va leur^ de t,
telle que l'on ait

P (^)en^

de sorte que P(^+1) appartient à iïi pour toute valeur positive de t\ mais cela
est impossible, puisque l'on a Q^o—^eL-^P), Q ( ^ — r ) appartenant à IL,
pour toute valeur positive de T. Donc l'hypothèse L+(Q}^\R^0 est absurde
et Fon a

L-^Ç^cÀuS.

D'ailleurs, puisque L-^Q) est un sous-ensemble connexe de L^P), L-^Q) est
contenu dans une composante connexe de Fensèmble L^P^IÀ u S 1.

De la même manière on démontre le même résultat pour L~(Q).
En combinant ces résultats avec le théorème du n° 76, nous avons le

THÉORÈME. — Supposons que Fensemble L^P) ne soit disjoint ni d^avec la
réunion de la frontière À du domaine A et de la frontière S de S, ni d^avec
l ) ensemble R, P étant un point régulier du domaine A; sillon désigne par Q un
point quelconque de l'ensemble L^P), L^Q) ainsi que L~(Q) sont contenus dans
une composante connexe de l'ensemble L^P)^ j À U S i.

86. Avec les mêmes hypothèses sur L^P) qu'au numéro précédent, nous
considérons l'ensemble I/^P^^À U S \ =M et décomposons cet ensemble
fermé M en composantes connexes M,(?€ I), I étant l'ensemble d'indices.

Supposons qu'une composante connexe Mo(oel ) soit isolée en tant que
sous-ensemble de M, de sorte que, dans un voisinage assez petit U de l'ensemble
fermé M, il n'y a plus de points de M sauf ceux contenus dans Mo. Or, d'après
le théorème du n° 77, on bien il existe deux points Qi et Qs, tels que l'on ait

L-^QQnMoT^ et L-(Q,)nMo^0,

ou bien il existe dans U une région invariante fermée constituée de points
réguliers de L^P).
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Je dis que ce dernier cas de l 'alternative n'est pas vérifié. En effet, s'il existait
une région invariante fermée constituée de points réguliers de L-^P), so i tB,
on aurait

^((^cBcR et L^Ç^cBcL^P),

pour tout point Q de B. Donc, d'apres le théorème du n° 84, L-^O) coïnciderait
avec une caractéristique fermée, en conséquence, toujours d'après le même
théorème, on aurait

L+(P)cK,

contrairement à notre hypothèse. Donc il existe deux points Q, et Q, tels que
l'on ait

L-^QOnMoT^ L-(Q,)nMo^0
et

Q.eL^P^K ( / = = i , 2 ) .

Or, d'après le théorème du numéro précédent, L^Qi) est contenu dans une
composante connexe de M, dont il est contenu dans Mo : L-^Q^cM,.

De la même manière on démontre que l'on a L (Q^cMo.
Donc nous avons le

THÉORÈME. — Avec les mêmes hypothèses sur L^P) qu'au théorème précédent,
désignons par M l'ensemble L^P)^ À U S \ et décomposons M en composantes
connexes M;(;e I), 1 étant V ensemble d'indices.

Si une composante connexe M 0(0 € I) est isolée en tant que sous-ensemble de M,
il existe deux points réguliers Qi et Qa de l'ensemble L^(P), tels que l'on ait

L+(Qi )cMo et L-(Q,)cMo.


