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'EXTENSIONS ALGEBRIQUES INFINIES
DE PF-CORPS

Par PauvrL JAFFARD.

Artin [1](*) appelle PF-corps les deux catégories de corps suivantes :

1° Les extensions algébriques finies du corps des nombres rationnels (cas
arithmétique); ' ‘

2° Les extensions algébriques finies du corps des fonctions rationnelles
d’une variable sur un corps de base £, (cas fonctionnel).

Artin et Whaples [2] ont montré que ces corps peuvent étre caractérisés par
un ensemble de valuations qui vérifie la formule du produit (il faut en outre
que 'une au moins de ces valuations soit d’un type assez simple).

Nous étudions ici les extensions algébriques infinies de tels corps et nous
montrons qu'on peut leur généraliser les résultats d’Artin et Whaples.

Soit Q une telle extension. L'ensemble J1lg des valuations de Q qui est a
considérer doit alors étre muni d’une topologie analogue a celle définie par
Krull [5]. Ces valuations sont prises sous la forme additive. J1ig est localement
compact et I’on peut définir sur cet espace une mesure de Radon telle que les
fonctions liées aux éléments du corps Qaientune mesure nulle. Ceci généralise
la formule du produit. On montre que, réciproquement, si un corps £ posséde
un ensemble localement compact mesuré de valuations IMtq tel que les fonctions
numériques définies par les éléments de Q aient une mesure nulle (et si cet
ensemble contient au moins une valuation convenable), alors Q est I’extension
algébrique d’un PF-corps k. On montre de plus que I’espace g des diviseurs
de Q qui correspond biunivoquement a Mg est parfaitement défini par ces
propriétés. ‘

£ étant une fonction numérique convenable définie sur Q et S Je sous-
ensemble de Q défini par : -

z€S=v(2)E(v) pour tout v €l

(1) Les numéros entre crochets renvoient & la bibliographie en fin de l'article.
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on évalue i I'aide de la mesure de £ une borne supérieure du nombre des
éléments de S contenus dans une sous-extension K de Q finie sur £ (dans le
cas fonctionnel on évalue une borne supérieure de la dimension de I'espace
vectoriel S sur le corps des constantes).

1. NOTATIONS ET RAPPEL DE RESULTATS. — Les corps intervenant dans cette étude
seront ‘supposés commutatifs. Q désignera le corps des nombres rationnels,
R celui des nombres réels et C celui des nombres complexes. Le mot valuation
sera pris au sens restreint d’Ostrowski. C’est une application d’un corps Q
dans R* (ensemble des nombres réels positifs ou nuls) vérifiant :

(1) o(zy)=9(2)e(y)
(2) e(z+y)<Lo(2)+9(y)

On posera ¢(z)=— Loge(x). On dira que qo(x) est la forme multiplicative
et () la forme additive de la valuation.
Deux valuations ¢ et ¢ d’un corps Q seront dites équivalentes si pour toutxe Q:

p(@) L1 Y(@) L1

Une classe d’équivalence de valuations de Q sera appelée diviseur premier de Q
ou, plus simplement, diviseur. K étant un sous-corps de Q et P un diviseur
de Q, on désignera par Py le diviseur induit par P sur K. Si p est un diviseur
de K, on dira que P divise p et 'on écrira P |p si et seulement si p=P,.

" ¢ étant une-valuation de Q et P le diviseur premier qu’elle détermine, on
désignera par Q, (ou Qp) le corps résiduel correspondant et par O, (ou Qyp) le
corps complété.

Soit £ un corps vérifiant 'axiome suivant :

Axione 1. — Il existe un ensemble My = (9,),e de valuations non triviales
mequwalentes de k tel que pour tout élément xx non nul de k on ait 9, (xr) =1 ' pour
toutes les valuatzons o, sauf un nombre fini et tel que :

<.3:)j7 - ’ ]__[qn(w)——-

La formule (3) est dite formule du produit d’ Artin- Whaples.
Si MM, ne contient pas de valuation archimédienne, le sous- ensemble k, de lc

défini par: o
(4) ' z€ko () L1 pour_ tout el

forme un sous-corps de £ qui est dit corps des constantes.
k, est algébriquement clos dans £ et peut étre considéré comme un sous-corps

de chaque corps résiduel £, . On supposera alors que % vérifie de plus :
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‘Axiome 2. — Il existe au moins une valuation o, (LGI) qur est d’un des types
sutvants : ,

1° o, est archimédienne
2° o, est discreéte et k _est fini;
3° o, est discréte et lc _est une extension algébrique de degre fini de k,.

Une telle valuation sera dite raisonnable ainsi que le diviseur premier corres-
pondant.

Un corps k vérifiant les axiomes 1 et ‘l est appelé par Artm [1] un PF- corps
Soit @, I'’ensemble des diviseurs de & correspondant I'ensemble des valua-
tions ;. Artin et Whaples ont montré [2] qu’un PF-corps est nécessairement
de I'un des deux types suivants :

-1° Cas arithmétique. — k est une extension algébrique finie de Q et ?; est
formé par I’ensemble de tous les diviseurs premiers de £;

2° Cas fonctionnel. — 3, ne contient pas de diviseur archimédien. %, est
alors un corps. Si k£ ket si ¢ est un élément de £ non contenu dans £, le
corps R =k,(¢) est une extension purement transcendante de &, et k est une
extension algébrique finie de R. L'ensemble @, est formé par tous les diviseurs
de k£ qui induisent sur k, la valuation triviale (c¢’est-a-dire pour laquelle tout
élément non nul a la valeur 1). En partlculler, ensemble Mg des diviseurs
de R induits par les diviseurs de @, est bien connu. :

Réciproquement on voit sans peine que toute extension algébrique finie de-Q
est un PF-corps sans corps de constantes et que toute extension algébrique
finie d’un corps de fractions rationnelles £,(¢) est un PF-corps, son corps des
constantes étant la cloture algébrique de £, dans £.

k étant un PF-corps, on appelle sous-corps rationnel de k le sous-corps Q dans
le cas arithmétique et un sous-corps quelconque (mais fixe) de la forme'%,(z)
dans le cas fonctionnel, &, étant le corps des constantes et z un élément dé ¥
non contenu dans £,. ’

Soient £ un PF-corps, @,= (p.). I'ensemble des diviseurs de % intervenant
dans la formule du produit. Soit S un ensemble qui sera arbitraire si k£, n’est
pas un corps et qui, dans le cas contraire, sera un espace vectoriel sur 4,. On
définit comme suit I'ordre de S :

1° Dans le cas arithmétique, ou si £, est un corps fini, I'ordre de S est le
nombre des éléments de S;

2° Si k, est un corps infini, Iordre de S est c" ou ¢ est un nombre fixe stric-
tement supérieur 4 1 et r la dimension sur &, de I'espace vectoriel S.

p étantun diviseur non archimédien ralsonnable contenu dans GDA, on appelle
norme de p 'ordre Np du corps résiduel £,. On définit alons une valuation nor-
male vy de k : ~ (
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1° Si p est un diviseur archimédien et si || est la valeur absolue ordinaire"
correspondante de , on pose

v(z)=|z| ou vy (z)=|z[

suivant que £,=R ou 4, = C.
2° Sip est un diviseur discret, on pose :

(5) v, (z) = (Np)™"? (2).

Si p est un diviseur archimédien, on posera par convention Np=¢ (base des
logarithmes népériens).
On peut énoncer (*) le :

TutoriME 1. — Sotent k un PF-corps et N, I’ ensemble des valuations intervenant
dans la formule du produit. Toutes les valuations de O, sont raisonnables. Ecrites
sous la_forme multiplicative et élevées s'il le faut, a une puissance fixe, ce sont les
valuations normales.

2. Extensions Fivies p'uN PF-corps. — Soient 4 un PF-corps, K une extension
algébrique de degré fini de £. Il résulte de ce qui précéde que K est encore un
PF-corps. Soit @ (resp. @) I'ensemble des diviseurs de K (resp. de %) inter-
venant dans la formule du produit. Soit P € Ry

Si P est un diviseur discret, on désignera par ¢y I'indice de ramification de P

sur £ et par fy le degré d'inertie correspondant [Zv :%yk]. SiP estarchimédien,
on posera fy=1; on posera ey=2 si IA(”: C et ka: R, ey=1 dans les
autres cas : on dira encore que ey et fy sont I'indice de ramification et le degré
d’inertie de P sur £. o

Su?z:ao'f as<:)it archimédien ou non, si ny= [Kv:/cm] est le degré local de P

(6) nv:eaaf” (3).
TutoriME 2. — Pour tout diviseur p de @y, on a :
(7) , [K:k]= ny,
» Py :

la somme étant étendue a tous les diviseurs de By qui divisent p.

Dans le cas fonctionnel, c’est le théoréme 3 du chapitre XV de [1].

Dans le cas arithmétique, il existe un élément a de K tel que K = k(a). Soit
alors f(x)=o I'équation irréductible sur £ satisfaite par a. L’égalité (7)
s’obtient en décomposant f(x) en produit de polynomes a coefficients dans %,.

(2) Poir [2], théor. 3.
(3) Poir, par exemple, [1], chap. 1II, théor. 6.



EXTENSIONS ALGEBRIQUES INFINIES DE PF-CORPS. 185

Lemme 1. — Dans le cas fonctionnel, le corps des constantes K, de K est une
extension algébrique finie de k,.

On a vu au paragraphe 1 que c’était une extension algébrique. Montrons
qu’elle est de degré fini. Le corps des rationnels ® = k,(¢) est une extension
transcendante pure de £,, donc linéairement disjointe de K, qui est la cloture
algébrique de £, dans K. Soient donc a,, «,, ..., a,€K,. Ona (*)

(ko s « ooy am) ko]l =[R(as, ..., am): R]Z[K:R].
Par suite
[Ko: b ] Z[K:R)=[K:k]x[A:R].

Définissons pour chaque 3 € @, une valuation normale correspondante :

1° Si P est archimédien ou si £, est fini, en vertu du lemme 1 et de ce qui a
été vu au paragraphe 1, la valuation normale vy de K se trouve définie sans
ambiguité;

2° Si k, est un corps infini, on choisit une fois pour toutes (quel que soit K)
une constante ¢, et ’on prend pour constante ¢ définissant 'ordre d’un espace
vectoriel sur K, : ¢ = ¢{*/, ce qui est possible en vertu dulemme 1. Cecirevient
a définir :

(8) N@J: c[()l(,,:k.,}[i:k',,]: clKiko] *).

On voit alors que pour tout diviseur P (archimédien ou non) ona:
(9) Ny = (NP (o,

Soit pE @, Si pour tout z €k on pose :

cpv(x):lb[vv(.v),
Plr

P parcourant 'ensemble des éléments de @y qui divisent p, on voit que o, est

(*) Poir, par exemple, A. WEIL, Foundations of algebraic Geometry, 1, prop. 6.

(#) La convention faite ici est différente de celle d’Artin ([1]. p. 282). Artin choisit en effet la
méme constante pour tous les corps. Notre convention permet de garder la premiére définition de
la norme lorsque K, est un corps fini. Elle n’est possible ici que parce qu’on ne 'applique qu'a des
extensions finies du corps des constantes (ce qui n’est pas toujours le cas dans I’étude d’Artin). Si
Pon prend la convention d’Artin, la formule (10) se change légérement et 'on trouve :

: va(x) = vy ()b,
Plr

m(K/k) étant une constante rationnelle de I’extension K/k qui est dite degré effectif de 1'extension.

Dans le cas ol le degré [K: 4] esl fini,on a :
. K:k
(K90 = iy

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 2. 24
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une valuation de £ qui définit le diviseur p. D’autre part, si p parcourt @, la
famille (¢,)y e, vérifielaformule du produit. Il résulte donc dulemme 6 de[2]
qu’il existe une certaine constante ¢ ne dépendant que de K et de £ telle que :

9= ug quel que soit p € ®,.

- Calculons . :

op(@) =] [rp@) =] [N ¥ =] [N pp
Vi viv Pir

en vertu de la formule (9).
D’ou, en tenant compte de ’égalité ordy(x) = eyord () :

_nrdp(.":) 2 n‘ﬂ
Pp ()= (Nyp) LI} — (N p )—(K:hlordy ()

en vertu du théoréme 2. On en déduit donc op(x)=[K:4]. D’ou :

TutoriME 3. — Soit K une extension de degré fini [ K : k]| du PF-corps k et soit p
un diviseur de k intervenant dans la formule du produit pour k. On a :

(r0) Hvaﬂ(x):vp(x)“":” pour tout €k,
Pir

vp €L vy €élant les valuations normales correspondant aux diviseurs p et P; P par-
courant I’ensemble des diviseurs premiers de K qui divisent p.

3. L’ESPACE Mg ET sA MESURE. — Soit £ une extension algébrique de degré
non nécessairement fini du PF-corps £. Soit encore @, 1’ensemble des diviseurs
de k qui interviennent dans la formule du produit pour 4. Si K est un corps
intermédiaire entre £ et Q, on désignera par ®, 'ensemble des diviseurs de K
qui induisent sur £ un diviseur appartenant 3 @;. On définit sur Mg une struc-
ture uniforme en faisant correspondre & tout surcorps K de degré fini sur £ et
contenu dans Q ’entourage & de Mg défini par :

(11) ' (P, ©)ebg = Pr= Ox.

On voitque ’on obtient la méme structure uniforme sur Mg sil’on remplace £
par une sous-extension &' de Q de degré fini sur £. On en déduit que 'on obtient
encore la méme structure uniforme sur Mg sil’on remplace £ par un sous-corps
rationnel R. Si K est une extension de 4 contenue dans Q, mais de degré non
nécessairement fini sur £ et si P appartient a Mg, on désignera par K(P) le
sous-ensemble de Mg tel que :

QeK(P)= Pr=0x.

Si P est un élément de Mg on lui associe une valuation additive ¢ ainsi définie :
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1 Si P est archimédien, P définit un isomorphisme o de Q dans C. On
posera alors pour tout z€Q :
‘v(x)=— Log|o(z)].

2° Si P n’est pas archimédien etsi K est un surcorps fini de # qui contienne
et soit contenu dans Q, on posera :

v(x)= ;;’— ordyx(ac).

Cette valeur ¢(x) ne dépend évidemment pas du corps K choisi.

Soit Mg I'ensemble de ces valuations, on voit que si ¢ et w sont deux telles
valuations équivalentes sur une extension K de £ contenue dans Q (mais non
nécessairement finie), on a v = wy.

On pourra exprimer une telle propriété en disant que Mg forme un ensemble
de valuations de Q cohérent sur k.

Mg et Mg étant mis en correspondance biunivoque, Mg se trouve muni
d’une structure uniforme. Si ¢ € Mg et si K est une extension de £ contenue
_ dans Q, on définit K(¢) d’'une maniére évidente.

THEOREME 4. — L’espace (g est complet.

Il revient au méme de montrer que Jlg est complet.

Mg est séparé. En effet si v et w sont deux éléments distincts de Mg, ces
-valuations n’étant pas équivalentes il existe z€Qtel que v(x) >oet w(x)Lo.
Le corps K= k() est une extension de degré fini de £ telle que (v, )¢ &.

L’espace Mg est donc bien séparé.

Soit & un filtre de Cauchy sur Mg et soit a€ Q. Il existe un élément de & qui
est petit d’ordre &), soit A. Toutes les valuations contenues dans A induisent
la méme valuation sur £(a) et prennentla méme valeur sur a soit ¢(a). L’appli-
cation a - ¢(a) définit une valuation (additive) de Q, donc un diviseur P de Q.
Si @ est un élément quelconque de A, les diviseurs P et @, induisent le méme
diviseur sur £, donc P, € D, et, par suite, P € Dq. On voit que I"élément de JMg
correspondant 3 P est précisément ¢. Soient maintenant X€F et ¥ un voisi-
nage de ¢ dans JNg. Montrons que XN?% % @. Pour cela on peut sup-
poser ¥ =K(v), avec QDKD ket [K: k]<o. Soit Y un élément de & petit
d’ordre &;. D’apres la construction de v on a YCV et ¥NX £ O. Donc ¢ est
adhérent au filtre &. Par suite & converge vers ¢ et Mg est complet.

TutorkME 5. — Mg est localement compact.

Soit Pe@q. L’ensemble £(P) est ouvert ainsi que son complémen-

taire U E(@.). Donc £(P) est fermé et par suite complet. Pour montrer

@, =P,
que £(P) est compact, il suffit de montrer (N. Boursaki, Topologie générale,
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chap. I, § 4, théor. 3) que pour tout entourage & il existe un recouvrement
fini de £(P) qui soit petit d’ordre &;. Or [K : k] <o entraine qu’il n’y a qu’un
nombre fini de diviseurs de K qui divisent 3, soient P57, ..., Pi”. On a

EB)=K@)U...uK@™)

et tous les K(P) sont petits d’ordre &. Donc £(P) est un voisinage compact
de P.

Nous allons maintenant définir une mesure de Radon sur ®g.

Etablissons d’abord le :

Lemme 2. — Une fonction nume’riqt;e [ définie sur Mg est a support compact st
et seulement st elle est identiquement nulle sur tous les ensembles E(P) sauf un
nombre fini. \

Soit S le support de f. Supposons S compact. Pour tout € dq posons
S(P)=Snk(P). Comme (P ) est ouvert, S(P) est un sous-ensemble ouvert

de S. Comme S = Ub('il‘), on en déduit qu’il existe un ensemble fini de
Veog
diviseurs P, ..., P tels que

SCS(‘[]U))U v Us(v('"])Ck(aﬂ'”)U . Uk(‘aﬂrm))

et f/ s’annule sur presque tous les £(P). Réciproquement supposons que f
s’annule sur presque tous les £(P) et soit A(P™)), ..., &(P) I'ensemble
des £(P) sur lesquels / ne s’annule pas identiquement. Comme

A=k(PNU...vk(P™)

est fermé, on a SCA et puisque A est compact il en est de méme de S.

Soit K I’ensemble des fonctions numériques continues 4 support compact
définies sur Mq. Soit K' le sous-ensemble de JC ainsi défini : Une fonction
numérique f définie sur Mg sera dite appartenir a K’ si et seulement si il
existe un surcorps de degré fini K de £ contenu dans Q et tel que f soit
constante sur chaque ensemble K() et nulle sur presque tous les K(P) sauf

un nombre fini. On voit immédiatement que J'forme un sous-espace vectoriel
(sur R) de K.

Lemme 3. — XK' est riche et positivement riche dans XK.

Rappelons ([ 4], chap. III) que ceci signifie que, pour toute partie compacte A
de Mg, il existe un voisinage compact U de A tel que toute fonction continue
(resp. continue positive) a support contenu dans A puisse étre approchée uni-
formément par des fonctions (resp. positives)appartenant a &K’ dont le support
soit contenu dans U.

Soit A compact. On a vu que 'on'pouvait trouver P!, ..., P edq tels
que ACEK(P*HU... Uk(P). Comme ce dernier ensemble est ouvert on va
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poser U= £(P)U ... UkP™). Soit maintenant f une fonction continue dont
le support est contenu dans A. Montrons que pour tout nombre ¢ >o il existe
une fonction g contenue dans &K' dont le support soit continu dans A, et telle
que ‘
I/ —gll= Sup (1I/(¥) —s(B) ) =e.
Vewrq

J étant 4 support compact est uniformément continue et, par suite, il existe
une extension finie K de 4 (contenue dans Q) telle que (P, @ )€ & entraine
| f(P)—f(@)] Le. Soient P, ..., P’ 'ensemble des diviseurs de K qui

induisent sur £ I'un des diviseurs P}, ..., P;. On a encore

U=K(PMuU...uK(P).

Soit g la fonction définie sur Mg par g(P)=o0 si P&U et g(P)=/,(PD)
si PeK(P®). Lafonction gremplit les conditions désirées. 1l en résulte que K’
est riche dans . D’autre part, si fest positive il en est de méme de g et par
suite JK' est positivement riche dans XK. D’ou le lemme.

On sait alors ([4], chap. III) que toute forme linéaire positive p. définie
sur J' s’étend d’'une maniére et d’une seule en une mesure de Radon (positive)
. sur Mg.

Soit g € K’ et K un surcorps fini de £ (contenu dans Q) tel que la fonction ¢
soit constante sur chaque K(3). On posera alors :

1

(12) M(«P):'mﬁe@;ﬂ(iﬂ)Log(Nin)-

K

La sommeZ étant étendue a tous les diviseurs de K contenus dans @,. Pour

voir que (@) est indépendant du corps K choisi, il suffit de le vérifier pour
un surcorps fini K’ de K (contenu dans Q), ce qui se fait sans peine a partir de
la formule (10).

On voit que 1 est une forme linéaire positive définie sur JK'. On en déduit
donc la mesure de Radon p. sur 0q.

On voit que si I’on avait pris pour corps de base, au lieu de £, un surcorps
fini £ de k£ (contenu dans ), on aurait obtenu une nouvelle mesure p’ telle
que g =[k:k]p.

Soit z un élément non nul quelconque de Q. Soient P un élément de Mg
et ¢ la valuation que nous lui avons associée au début de ce paragraphe. Sil’on

pose (P)=rv¢(x), on obtient une fonction numérique x définie sur Mq. Si K
est un surcorps fini de £ contenant = et contenu dans Q, x est constante sur

tous les ensembles K(P) et nulle sur presque tous. Par suite z & K.
Quel que soit le diviseur P contenu dans Mg (archimédien ou non), on a
alors :

ep, 2 (V) Log(NPx) = — Logvy, ().
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Par suite :

p(z)=—Log [] vp, (Z)-

Preax
La formule d’Artin-Whaples montre donc que :

(13) ‘u(a‘;>:0 pour tout z = o.
On a donc le :

TutoriMe 6. — [l existe un ensemble localement compact Mg de valuations
deux a deux non équivalentes de Q (écrites additivement), muni d’une mesure de
Radon ayant pour support Mg telle que pour tout élément x non nul du corps Q la
fonction numérique z:v — ¢(x) définie sur Mg soit continue a support compact
et de mesure nulle.

On vérifie, en effet, sans peine que le support de la mesure précédemment
définie est identique a Mg.

4. CARACTERISATION DES EXTENSIONS ALGEBRIQUES DES PF-corps. — Soit Q un corps
commutatif vérifiant :

Axione 1. — Il existe un ensemble localement compact Mg de valuations
(écrites additivement) non triviales inéquivalentes de Q muni d’une mesure p. posi-
tive de support Mq. Pour tout élément x non nul de Q la fonction numé-

rique x.¢v — v(x) définie sur Mg est continue a support compact et de mesure
nulle.

On désignera par Mg I’ensemble des diviseurs de Q définis par les valuations
appartenant a Jg.

Désignons par £, le sous-ensemble de Q formé par o et par les éléments x
de Q tels que ¢(x)>> 0 pour tout v€ M.

Si Mg contient une valuation archimédienne ¢, ’ensemble 4, n’est pas un
corps puisque 1 €, et ¢v(2)< o entraine 2 & £,.

Si, par contre, Mg ne contient pas de valuation archimédienne, alors £, est
un corps. En effet x, y €k, entraine xt — y €k, et xy €k,.

Si x40, la fonction x est positive. Comme p(x)=o0, on en déduit
([2], chap. 111, § 3, prop. 9) que x est nulle sur le support-de ., c’est-a-dire
sur IMg. Par suite pour tout v€9IMg on a ¢(x)=o0 et 1/xE€k,. Done k, est
un corps.

Le corps £, qui est algébriquement clos dans Q sera dit corps des constantes.

K étant un sous-corps de Q, les symboles ¢, et K(¢) auront la méme signifi-
cation que précédemment.

On a les lemmes suivants :

LemME 4. — Pour tout sous-corps K de Q et tout élément ¢ de Mg I'ensemble K (v)
est fermé.
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Supposons w & Mg et we K(¢). Par hypothése, v, n’est pas équivalente i w,,
donc Jx €K, avec w(x) >0 et ¢(z)< o. Comme la fonction  est continue,
il existe un voisinage % de w tel que pour tout @' €% on ait ¢'(zx) >o.
Puisque pour tout ¢'€K(v) on a ¢'(z)~0, on en déduit que VNK(¢)= 0.
Par suite & n’est pas contenu dans la fermeture de K(¢) et K(¢) est fermé.

LemME 5. — St K est un sous-corps de Q et ¢ un élément de Mg tel que v ne soit
pas la valuation triviale, K(v) est compact.

Soit z€K tel que ¢(x)%0. L’ensemble K(¢) est contenu dans le support
de z qui est par hypothése compact. Comme K(¢) est fermé, c’est donc un
ensemble compact.

Si Iy contient une valuation archimédienne nous dirons que 'on est dans
le cas arithmétique et sinon que I'on est dans le cas fonctionnel. On définit un
sous-corps rationnel R de Q de la facon suivante : Dans le cas arithmétique on
prend R = et dans le cas fonctionnel on prend R = k,(¢), ouzestun élément
quelconque de Q non contenu dans £, (et par conséquent transcendant sur k).
Si K est un sous-corps de Q contenant 4, et v une valuation appartenant a I,
on peut considérer k, comme un sous-corps de K, et par suite la notion de
valuation rawsonnable peut s’étendre a ¢.

Nous aurons a considérer les axiomes suivants :

Axione 2. — Pour tout sous-corps K de Q engendré sur R par un élément
[soit K= R(x)], il existe une valuation ¢ de Mg telle que la valuation v induite
sur K soit raisonnable. '

i . 7
AxioME 3. — Pour tout sous-corps K de Q engendré sur R par un élément, tout
sous-ensemble de la forme K(v) est ouvert.

Nous aurons également 2 envisager les hypothéses suivantes :

Hypornise A. — Q est une extension algébrique d’un PF-corps qui, dans le cas
Sfonctionnel, admet k, pour corps des constantes.

Hyroraisse B. — M@q est ’ensemble de tous les diviseurs de Q dans le cas arith-
métique et I’ensemble des diviscurs de Q qui induisent sur k, la valuation triviale
dans le cas fonctionnel.

Hyrotuise C. — La topologie de Mg est celle qui est obtenue en prenant pour
systéme fondamental de voisinages de ¢ les ensembles de la forme K(v), ott K est
un sous-corps de Q engendré sur k, par un nombre fini d’éléments.

Il résulte du paragraphe 3 que I’hypothése A entraine les axiomes 1/, 2
et 3. Nous allons montrer que, réciproquement, les axiomes 1/, 2" et 3
impliquent que Q vérifie I'hypothése A. Nous montrerons ensuite que si Q
vérifie 'axiome 1’ et I’hypothése A, il vérifie les hypotheses B et C.
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TukorkME 7. — St le corps Q vérifie les axiomes 1, 2 et 3/, il vérifie I’hypo-
thése A.

Soit Q vérifiant les axiomes 1/, 2" et 3. Il suffit de montrer que Q est algeé-
brique sur R. Soient donc a€Q et K= R (a). Soit v € NMig. Si x est un élément
non nul de K et o, la fonction caractéristique de ’ensemble K(¢), comme x
est continue et K(¢) a la fois ouvert et fermé, ot = est continue a support

compact et, par suite, u(@g,. ) :fm ).5 dp.=¢'(x) a un sens. Soit w€K(¢).

Comme par définition wy est équivalente a ¢, il existe un nombre A(w) > o0
tel que pourtout élémentz non nul de K on aitidentiquement w(x)=n(w)¢(x)
ou z(w)=2A{w)z(¢). Comme z est une fonclion continue et que z(¢) ne
dépend pas de w, on en déduit que A(w) est aussi une fonction continue de w

sur K(¢). Par suite, X:f A(w)dy. a un sens. Comme A(¢) est une fonction
K(v)

positive, que K(¢) est un ensemble ouvert non vide et que la mesure w. a pour
support g, on en déduit X > o.
On a alors :

v’(x):f a?dy:v(x)f AMw)du=2~v(x)=Log(z).
K(v) K(v)

Soit (¢,),c, un systéeme de représentants des classes K(¢). Posons pour
tout r€l:
f 5(1’;1:)\‘9[(32).
K,

Comme x est 4 support compact et que chaque K(v,) est ouvert, il en résulte
que, pour tout x £ o0, on a ¢,(x)=o pour tous les indices , sauf un nombre

. . ~
fini. L’axiome 1 montre donc que pour un tel x la somme}_‘)\;v,(w) a un sens

tel
et est égale a 0. D'autre part, (¢,), ¢, ne peut contenir une infinité de valuations

archimédiennes [car pour une telle valuation ¢, on a ¢,(2) < o]. Par suite, en
multipliant au besoin tous les A, par un méme facteur, on peut supposer
que e~ soit une valuation ¢, de K pour tout indice 1. Comme I'axiome 2’
implique qu'il existe une valuation ¢, raisonnable sur K, il résulte des considé-
rations d’Artin et Whaples que K est un PF-corps. On voit, d’autre part, que
dans le cas fonctionnel son corps des constantes est k,. On déduit de 1a que a
est bien algébrique sur R, d’ou le théoréme.

TutoriMe 8. — St le corps Q vérifie 'axiome 1’ et Uhypothese A, il vérifie les
hypothéses B et C.

Nous allons d’abord démontrer le :

Lemme 6. — Soit Q vérifiant I’azxiome 1' et ’hypothése A. St K est un sous-corps
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de Q engendré sur K] par un nombre fini d’éléments, chaque ensemble de la
SJorme K (v) est ouvert.

Soit £ le PF-corps défini par 'hypothése A. Dans le cas arithmétique, on a
nécessairement £ R. Dans le cas fonctionnel, ¢ est par hypothése algébrique
sur k et, par suite, dans tous les cas, le corps K’ engendré par la réunion de &
et de K est de degré fini sur £&. Comme chaque K(¢) est réunion d’ensembles de
la forme K'(), il suffit de montrer que chaque K'(w)estouvert. On peut donc
supposer dans la démonstration du lemme que K est un surcorps de k. Comme K
est alors une extension algébrique finie de £, c’est un PF-corps. Dans le cas
fonctionnel, son corps des constantes K, est la cloture algébrique dans K du
corps des constantes £, de k. Donc K,= £, puisque %, est algébriquement clos
dans Q. ‘

Soit (¢,),er un systéme de représentants des classes K(¢). Une valuation ¢,
ne peut s’annuler identiquement sur K, sans cela elle s’annulerait aussi iden-
tiquement sur Q qui est algébrique sur K.

Comme ¢, s’annule identiquement sur %, dans le cas fonctionnel, on déduit
de la structure des PF-corps que pour tout élément non nul z de K, tousles ¢,(x)
sont nuls sauf un nombre fini.

Soit ¢ un élément quelconque de g, ¢, le représentant de la classe K(¢)
et z un élément de K tel que ¢,(x) >o. Il existe des indices en nombre
fini a,, ..., a, tels que ¢, () >0(1LiZn) et wé¢ U K(v,,)=A
entraine w(x)~o0. Comme z est continue, A est un ensemble ouvert. On
an€{ay, ..., %} Parexemple a =a,.

En vertu de 'indépendance sur K des valuations ¢,, il existe un élément y
de K tel que ¢.(y)=9,(y) >o0ete, (y)=o pour 2 i ~n. Soient &,, ..., B,
les indices tels que ¢ (y) >o(1 éjém)et w(y)=Zosiwe U K(vg)=B.

12jzm
Comme y est continue, B est un ensemble ouvert. Donc ANB =K(¢,) =K(¢)
est aussi ouvert, d’ou le lemme. |

Il résulte du lemme 6 que si K est un sous-corps de Q engendré sur R par
un nombre fini d’éléments et si x est un élément de K différent de zéro, la

mesure | xdp.=w(x) a un sens et I'on voit, comme dans la démonstration
K(v)

du théoréme 8, que w(x) est une valuation de K équivalente a ¢.
Si les (¢,),er forment un systéme de représentants des classes K(¢), on voit

comme précédemment que 'on obtient une relation de la formeZ)\tvl(x): 0
t
pour tout x € K. Comme K est un PF-corps et que dans le casfonctionnel toutes

les valuations considérées s’annulent sur le corps des constantes, il résulte du
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 2. 25
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lemme 6 de [2] que toute valuation de K (s’annulant sur £, dans le cas fonc-
tionnel ) est équivalente a une des valuations (¢,);. D’ou :

Lemyve 7. — St Q vérifie I'axiome 1’ et Uhypothése A, et st K est un sous-corps
de Q engendré sur R par un nombre fini d’éléments, I’ensemble Dy des diviseurs
de K divisés par les éléments de 0D est constitué par U'ensemble de tous les diviseurs
de K (qui, dans le cas fonctionnel, définissent sur k, la valuation nulle).

Ceci posé nous sommes en mesure de démontrer le théoréme 8.

Désignons par Mg 'ensemble de tous les diviseurs de Q (dans le cas fonc-
tionnel : qui définissent sur £, la valuation nulle). Soit &' la topologie définie
sur cet ensemble a partir du PF-corps £ selon le procédé exposé au para-
graphe 3. Soit @ la topologie donnée sur dq. Il faut montrer que Mo= M
et &—=C'.

(g est un sous-ensemble de M. Le lemme 6 montre que la topologie © est
plus fine que la topologie induite sur Mg par &'. Soit K un sous-corps de Q
engendré sur £ par un nombre fini d’éléments. Si P € @Dy, d’aprés le lemme 5
k() est compact pour la topologie ®. La topologie %' induisant sur K(P) une
topologie séparée et moins fine induit la topologie identique ( Voir N. BourBaki,
Topologie générale, chap. 1, § 10).

Désignons par K'(P) 'ensemble des diviseurs appartenanta Mg et induisant
sur K le diviseur P;. Montrons que K(J) est dense dans K'(P) (pour la topo-
logie &) : Soit @ € K'(P) et un voisinage V de @. (pour '). Ce voisinage contient
un ensemble de la forme K, (@), ou K, est une extension de degré fini de K.
En vertu du lemme 7 il existe '€ Do NK, (@.). Donc Y NK(P) =~ O. Parsuite
K(P) est dense dans K'(P). Mais K(P), étant compact, est fermé et

K(P)=K(P).

Or Mg est lasomme topologique des espaces K(P) (P € Do), 0, estlasomme
- topologique des espaces K'(@Q) (@ € @j,). Comme, en vertu du lemme 7, tout
ensemble K'(@.) (@ € @) contient un ensemble de la forme K(P) (P e @q),
I’identité topologique de K'(P) et K(P) entraine Dg= Dy et T=T'. D’ou le
théoréme. ,

Soit Q une extension algébrique quelconque d’un PF-corps £ (avec extension
possible du corps des constantes dans le cas fonctionnel). Dans le cas arith-
métique, le théoreme 8 montre qu’il n’y a qu’un seul ensemble possible g de
diviseurs de Q et une seule topologie possible sur cet ensemble correspondant
a un ensemble de valuations vérifiant I'axiome 1’. Il en est de méme dans le cas
fonctionnel. En effet soit ®g un tel espace de diviseurs, £, et Q, les corps de
constantes respectifs de £ et Q. Soit z un élément de £ transcendant sur £,. Le
corps k, et par suite €, est algébrique sur £,(z). Puisque ¢ est aussi transcen-
dant sur Q,, le corps Q,(z) est aussi un PF-corps (avec corps des cons-
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tantes Q,) qui contient £,(z). Donc Q est une extension algébrique de Q,(¢)
et le théoréme 8 montre alors que 'espace g est bien déterminé. D'ou :

COROLLATRE. — Q étant une extension algébrique d’un PF-corps k et Mg un
espace de valuations de Q vérifiant Uaxiome 1, l’espace correspondant Mg de
diviseurs de Q est parfaitement déterminé. Il est constitué par tous les diviseurs
de Q induisant sur k un des diviseurs intervenant dans la formule du produit, sa
topologie étant celle décrite au paragraphe 3.

Existe-t-il des corps qui vérifient les axiomes 1’ et 2 sans vérifier I’hypo-
thése A? o

On peut aussi se demander si dans I’énoncé du théoreme 7 on peutremplacer
’axiome 2 par la condition suivante :

AxioMe 2". — Il existe une valuation ¢ appartenant a Mg et vérifiant l'une des
trois propriétés suivantes :

1° ¢ est archimédienne

2° ¢ est rationnelle et Q, est une extension algébrique de son corps premier qui a

une caractéristique nulle ;
3° ¢ est rationnelle et , est une extension algébrique du corps des constantes k,.

On peut méme se demander si les axiomes 1’ et 2” suffisent a entrainer

I'hypothése A.

Remarque. — Artin et Whaples [3] ont montré que pour caractériser un
PF-corps on peut remplacer I'axiome 1 par I'axiome moins fort 1*.

AxiomMe 1*. — Il existe un ensemble N, = (¢,), e, de valuations non triviales

inéquivalentes de k tel que pour tout élément x non nul de k le produi[II o.(x)

t
converge absolument vers la limite 1.

Parallélement, et en se basant sur cette derniére caractérisation des PF-corps,
on vérifie sans peine que 'on peut dans I’énoncé du théoréme 7 remplacer
I’axiome 1’ par I'axiome moins fort 1" :

AxiomMe 1*. — 1l existe un ensemble localement compact de valuations (écrites
additivement) non triviales inéquivalentes de Q muni d’une mesure . positive dont
le support est identique a Mq. Pour tout élément x non nul du corps Q la fonction
numérique _

xiy—>p(x)

définie sur Mg est continue, telle que l'intégrale f x dy. ait un sens et soit nulle.

La démonstration du théoréme qui généralise le théoréme 7 montre alors
que pour tout = € I la fonction z est & support compact.
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5. BORNE SUPERIEURE DE L’ORDRE D'UN SOUS-ENSEMBLE DE Q. — Soit £ un PF-corps,
Q une extension algébrique de £ (dans le cas fonctionnel on supposera qu'il
n’y ait pas d’extension du corps des constantes), g I'’ensemble localement
compact mesuré des valuations de Q défini au paragraphe 3. Soit £ une fonction
numérique continue a support compact définie sur Mg et S le sous-ensemble
de Q défini par :

reS = {x=oouv(x)>Ei(¢) pourtout veMg}

(en notation additive). _ »

S n’est jamais vide puisque o€ S. Dans le cas fonctionnel on voit que S est
un espace vectoriel sur le corps £, des constantes. K étant une extension finie
de k contenue dans Q, on va donner dans ce qui suit une borne supérieure de
Iordre de SNK.

On posera

AL

TukoriMe 9. — V(&) <1 entraine que S se compose du seul élément o.

En effet, si Sz >0, on a J:EE et, par suite,
o:f.%dp.éfﬁdy et V(E) 1.

P étant un éléuient de Mg et ¢y la valuation correspondante de Jlig, pour

tout x € on posera
‘ |z ly=e 5P,

Ceci posé, soit S’ un sous-ensemble de Q qui soit d’ordre fini M > 1, c’est-
a-dire composé d’un nombre fini d’éléments dans le cas arithmétique et qui
soit un espace vectoriel de dimension finie sur £, dans le cas fonctionnel. On
supposera de plus que pour toutz €S’ on ait >~ &. On peut trouver une exten-
sion de degré fini K de £ contenue dans Q et contenant S'. Soit @, un diviseur
non archimédien arbitraire contenu dans @o. Etant donné que pour P contenu
dans K(@.) et toutx€Kona|x|y=|z|e, il résulte du paragraphe 3 de[2] qu’il
existe un certain élément O non nul qui est élément de S ou différence de
deux éléments de S et tel que pour tout PeK(@.) on ait :

A@»K e—Log 3 ®)

k)
Log| 0],

— Q —
Ao, =(Ne @) et (@)= o

avec :

Soit / la constante du corps £ définie par NQ =¥« fg, étant le degré
d’inertie | Ke ke |. |
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Lest égal au nombre d’élément du corps résiduel ke, si ce dernier est fini et &
la constante arbitraire du corps (qui sert a définir la norme) élevée a la puis-

sance | ko.:k, | si k, est un corps infini. Pour tout PeK (@) on a

Ip=e)= 6;1 ordg, 0.

Orvg (0)=(N@y) "@xentraine

K

— Logvg, (9) =ordg_ 0 fg, Logl,
d’ou
I

= e Te T
En particulier : |
1 1
A@' — leaxl‘og/ — eemk.

Donc pour tout PeK(Q.) :
B> — LogAq, +E(P) +p(@x) LogM = —

et pour tout PEK(Q.) :

__LogM
f Jog!

Bp)>ep).

D’ou, en tenant compte que K(@,) est un ensemble ouvert et fermé,

_ LogM
dup + f dp.
K (@) em.(f@.KLool K@)

Or, en vertu de la formule (12) :

dp.=
K(®)

[K./{]e@' LOg(N@K> [K A{e@"‘f@"‘LOgl

On en déduit en tenant compte de (13) :

Je.Logl  LogM
oéfi(iﬂ)dtu_ (K:%] ,+[K:k]

ou

1
‘é<N3">M‘v<z>.
C’est-a-dire :

M = Pewsy (5 )w:H
et, comme on a toujours / >1 et fo,[K:k]:
(14) M = [ (5 y{Kk],

D’ou : ‘

Tukorkme 10. — Il existe une constante | du corps k telle que pour toute fonction
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numérique & continue a support compact définie sur Mg et toute extension de
degré fini K de k contenu dans Q, l'ordre M du sous-ensemble formé par tous les

éléments x de K tel que x>t vérifie la formule (14).

Remarque. — Dans la démonstration du théoréme 10, I'hypothése que la
fonction £ soit continue & support compact ne sert qu’'a travers les résultats
suivants :

1° fEa’p est définie si E est un ensemble ouvert et, dans le cas ou E est a la
E
fois ouvert et fermé on a :

fid#:fidu+ Edp;

2° Si ¢ est une fonction continue a support compact telle que ¢>=.Z, on a

pour tout ouvert K :
f Y dp> / Edp.

Le théoréme 10 restera donc valable pour toutes les fonctions vérifiant des

deux propriétés. On pourra envisager en particulier des fonctions qui peuvent
g P qui p

prendre la valeur — oo et des fonctions continues qui ne soient plus a support

compact mais telles cependant quef’;'dy. ait un sens.

Il serait intéressant de trouver une borne inférieure de M. Mais si, dans le
cas de la borne supérieure, les calculs d’Artin et Whaples peuvent se généra-
liser 4 une extension infinie, il semble par contre tres difficile de faire cette
généralisation dans le cas de la borne inférieure.
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