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THEOREMES TAUBERIENS

SERIES MULTIPLES DE DIRICHLET

ET LES

INTEGRALES MULTIPLES DE LAPLACE

Par M. Husertr DELANGE.

Introduction.

Il est bien connu que Tauber a établi en 1897 [19](*) le résultat suivant :

K A 1 . S l I O ,
Si l’on suppose que na,, ou méme plus généralement - Zvav, tend vers zéro

1
-+ »

pour » infini, le fait que la somme de la série entiére EanX" tende vers une

0
limite finie S quand X tend vers 1 par valeurs réelles inférieures a 1 entraine

-+

la convergence de la série Za,, avec pour somme S.

0
Il est bien connu aussi que la méme chose alieusil’on suppose seulement na,
borné, ou méme a, réel et na, borné inférieurement ou supérieurement.
Ces résultats ne sont d’ailleurs que des cas particuliers de résultats relatifs a
la série de Dirichlet

+ o
(l) A Zan e—)\,,z,
0

(1) Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographig placée a la fin du Mémoire.
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ot les a, sont des coefficients réels ou complexes et les A, des nombres réels
satisfaisant &

2> o, M << Mg et lim A,—=-+ co.
n>—+ o

n+1

s =1, Littlewood a établien 1911 [15]

En effet, sous I’hypothése que lim

ny>—+®

que, si les coefficients a, satisfont pour n>>1 2

(2) PAPS Ty
+ : " )
le fait que Zan e~"* tende vers une limite finie S quand z tend vers zéro par

0
-+

valeurs réelles positives entraine la convergence de la série Ea,, avec pour

0

somme S.
Hardy et Littlewood ont établi en 1914 [11], sous la méme hypothése
lim )‘;“ =1, que la méme chose a lieu si I’on suppose que a, est réel et satis-
;’:i:;)ounr n>>1a
o) B
. +

Sil’on pose X=e¢77, la série entiére Za,lX” devient Ea,,e“”z, qui est le cas
0 . 0
particulier de (1) correspondant & A,= n. Lorsque = tend vers zéro par valeurs
réelles positives, X tend vers 1 par valeurs réelles inférieures a 1. D’autre part,
les conditions (2) et (3) deviennent ici

(4) nla,| =M
et
(5) na,>— M.,

Ajoutons qu’Ananda-Rau ([1] et[2]) a montré que ’hypothése lim ot

=
np—+ o n
est superflue dans le théoréme de Littlewood avec la condition (2), mais non
dans celui de Hardy et Littlewood avec la condition (3).
D’autre part, de nombreux auteurs ont donné d’autres conditions susceptibles

de remplacer (2) ou (3) ([14], [16], [17], [18], etc.). On a montré par

ailleurs [17] que, dans les théorémes ou I’hypothése ,LliTw };‘: =1 n’est pas

superflue, elle peut étre remplacée par lim a,> 0. Nous avons établi nous-
ﬂ——>—+_w
méme ([6] et [8]) qu’en la supprimant totalement on peut encore obtenir une

conclusion, mais qui n’est plus la convergence de ¥ a,.

. 0
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Il est naturel de se demander s’il est possible d’établir des résultats analogues
aux précédents pour les séries entiéres & plusieurs variables ou les séries
multiples de Dirichlet.

A notre connaissance, seul le cas des séries entiéres 3 deux variables avait
été étudié avant notre Note de 1948 [5].

Hardy et Littlewood avaient établi dés 1913 [10] le résultat suivant :

Soit la série double Eam,nX’"Yﬂ, ou m et n prennent tous les systémes de

valeurs entiéres tels que m>>1 et n>>1. Posons

n m
Spn— =y N
m,n=— Qi j, Pmn=— Am,j» qm,n=— Ai,n-

;ézn i=1 i=1

Si I'on suppose que mp,, , et ng,, , sont bornés pour toutes les valeurs de m
et n et tendent vers zéro quand m et n tendent vers + oo, le fait que la somme
S(X, Y)de la série double tende vers une limite finie S lorsque X et Y tendent
vers 1 par valeurs réelles inférieures a 1 entraine que S, , tende vers S quand m
et n tendent vers -+ .

L’hypothése faite ici sur p,, . et ¢, . est satisfaite en particulier si (m*+nr*)a,, ,
est borné pour toutes les valeurs de m et n et tend vers zéro quand m et n
tendent vers + oo. On a ainsi un théoréme complétement analogue au premier
théoréme de Tauber.

Ce n’est qu’en 1939 que Knopp [13] a établi, sous I'hypothése supplémen-
taire que f(X, Y) est borné pour X et Y réels satisfaisant 4 o ZX <1 et
0ZY <1 (?), que la condition (m*+ n*)|a, .| <M est suffisante pour que
la convergence de (X, Y) vers une limite finie S quand X et Y tendent vers 1
par valeurs réelles inférieures 4 1 entraine la convergence de S, . vers S
quand m et n tendent vers - oo.

Ce résultat est analogue a celui relatif 4 la condition (4) pour les séries
simples.

Le résultat correspondant a celui relatif a la condition (5) a été etabll en 1940
par Duranona y Vedia [9] :

Si les coefficients a,, , sont réels, 51f(X Y) existe et est hornée pour X et Y
réels satisfaisant 8 0 ZX <1 et 0ZY <1, et s’il existe un nombre K tel que
'on ait quels que soient metn :

mppa>>—K et ngma>—K,
la convergence de f(X, Y) vers une limite finie S quand X et Y tendent vers 1

- par valeurs réelles inférieures a 1 entraine que S,, , tende vers S quand m et n
tendent vers - oo.

(%) Nous verrons que cette hypothése est superflue.
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Le but du présent Mémoire est de généraliser ces résultats. Pour ne pas
compliquer les notations, nous resterons dans le cas de deux variables, mais il
~n’y a aucune différence essentielle avec le cas de n variables, ou n > 2.

On sait que les théorémes taubériens relatifs aux séries de Dirichlet ordi-
naires peuvent s’établir simplement comme corollaires de résultats relatifs a
'intégrale de Laplace.

De méme, les théorémes sur les séries doubles de Dirichlet s’obtiendront ici
comme corollaires de théorémes sur les intégrales doubles de Laplace. Mais il
apparait tout de suite une différence avec le cas d’une variable :

“+ %
Si 'intégrale f e~*'ds(t) est convergente pour Rz > o, on sait qu’elle est
0

+®
égale a f ze~*'s(2)dt, qui est absolument convergente. Il suffit donc de
0

considérer une intégrale de cette derniére forme.
On n’a pas de théoréme analogue pour 'intégrale double ﬂe—“s—”z' ds(u, ¢).

Aussi, nous étudierons séparément les intégrales de la forme

ﬂzz’ e~ v s(u, v) du dv

ﬂe—"z—"" ds(u, v).

Les résultats relatifs a la seconde forme nous donneront ensuite ceux relatifs
aux séries doubles de Dirichlet. : -
Nous dennerons pour ces séries doubles des théorémes correspondant exac-
tement 4 ceux cités plus haut pour les séries simples, et aussi d’autres qui ne
peuvent pas avoir d’analogues pour les séries simples, du fait qu’il y a moins
de possibilités pour le comportement d’une suite simple que pour celui d’une
suite double (*). A :
Les méthodes que nous emploierons ici seront tout a fait semblables a celles

que nous avons utilisées pour les séries ou les intégrales simples dans notre
article [6].

et celles de la forme

1. Préliminaires.

b d
1.1. Dans tout ce qui suit, f f f(u, ¢)dudy, ou a, b, c, d sont finis et

a<b, ¢<d, représente 'intégrale de la fonction f(u, ¢) sur le rectangle
aZub, cZvd. Si f(u, ¢) est réelle, c’est 'intégrale de Lebesgue ordi-
naire. Si f(u, ¢) est a valeur réelle ou complexe, nous la supposons définie &
l'aide de celles de la partie réelle et de la partie imaginaire.

() Ces différents théorémes ont été énoncés dans notre Note [5].
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L'intégrale de f(u, ¢) sur le quadrant u>> 0, ¢>> 0, que I'on peut désigner
+w ptw !
parf f S(u, ¢)dudp, est définie comme limite pour A et B tendant
0 0

A B
vers + o de f f S(u, ¢)dude. Son existence implique donc d’abord que,

quels que soient A et B positifs, f soit sommable sur le rectangle o ~u_—A,
0v¢ B, ensuite que I'intégrale de f sur ce rectangle tende vers une limite
finie quand A et B tendent vers + oo indépendamment I'un de Iautre.

On sait que, la premiére condition étant supposée remplie, I'intégrale

-+ o ~+ + o -+
f f J(u, ¢)dude existe certainement si f f | f(u, ¢)|dudy existe,
0 0 0 0

auquel cas on dit qu’elle est absolument convergente, ou que f est sommable sur
le quadrant u> 0, v>> 0.

Toutes les fois que nous écrirons ﬂf(u, ¢)dude sans mentionner expllcl-

tement le champ d’intégration, il sera entendu qu’il s’agit de lmtegral
f wf wf(u, ¢)dudy.

t.2. Dans les paragraphes qui suivent, R désigne un rectangle a —u b,
cZvd,oua,b,c,dsont des nombres finis satisfaisant a4 « < b, ¢ < d.

1.3. g(u, ¢) étant une fonction réelle ou complexe définie sur le rectangle R,
on dit qu’elle est ¢ wariation bornée sur ce rectangle si, quels que soient les
systémes de nombres réels u,, u,, ..., un et vy, 04, ..., ¢, satisfaisant a

a=u<<uy<<...<unp=>a,
c=p< i <...< vn=d

(m et n quelconques), la somme

2 | &(Uir1, 0j1) — &(Uiy 0j1) — &(Uirry 97) + (i, 9) |
0<igm—1 :
0ZjZn—1
reste au plus égale 4 un nombre fixe (*).
Alors la borne supérieure de cette somme pour tous les systémes possibles
de nombres u; et v; s’appelle la variation totale de g sur R.

1.3.1. Un exemple particuliérement simple est le suivant :
Donnons-nous p points (a,, Bi), («ss B2), ..., (a,, B,) appartenant au rec-

(*) Cette définition est celle de Vitali. Il en existe un certain nombre d’autres, non équivalentes a
celle-ci. '
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tangle R, et p ngmbres réels ou complexes ay, a,, . . ., a,, puis définissons g(u, ¢)
comme suit :

Siu=aou¢=c, prenons g(u, v)=o.

Pour a <ub, ¢ <vd, prenons g(u, ¢) égal a la somme des a; corres-
pondant aux indices j pour lesquels a;<"u et 3;=_¢ (cette somme étant prise
nulle s’il n’y a aucun tel indice).

On voit aisément que cette fonction g(u, ¢) est a variation bornée sur R et
P .
que sa variation totale sur R est Z |a;

j=1

.

1.3.2. Un autre exemple simple est le suivant :

Soit y(u, ¢) une fonction réelle ou complexe sommable sur le rectangle R et
soit g(u, ¢) la fonction définie sur R comme suit :

Stu=aouv=rc,

g(u, ¢)=o.

Sialuelb, c< vLd,

glu, v)z[ fy('a,n)dadn-

g(u, ¢) est encore a variation bornée sur R et sa variation totale sur R

estfab[dh(u, 0)| dude (?).

1.3.3. Notons que, si la fonction g(u, ¢), définie sur R, ne dépend que de «,
ou que de ¢, elle est a variation bornée sur R, sa variation totale sur R étant
nulle. ;

D’une fagon générale, une fonction a variation bornée sur R le reste si on lui
ajoute une fonction de « seul ou une fonction de ¢ seul, et cela ne modifie pas
sa variation totale sur R.

1.3.4. Silafonction g(u, ¢) est & variation bornée sur R, quels que soient «,
et v, satisfaisant 2 @ Zu,<b et cZ¢,<d, g(u, ¢) tend vers une limite
finie g(u,—+ 0, ¢,—+0) quand le point (u, ¢) tend vers le point (u,, ¢,) en
restant dans le quadrant u > u,, ¢ > ¢,, et, quels que soient «, et ¢, satisfaisant
aalu,Zbetcv,d, g(u,¢)tend vers une limite finie g(v/,— o, ¢, — 0)
quand le point (u, ¢) tend vers le point (u,, ¢,) en restant dans le quadrant

u iy, vv,.

L 2.
(5) Il est aisé de voir que g(u, ¢) est a variation bornée sur R, sa variation totale étant au plus

b ad
égale d/ f |v(u, #)| dudp, mais moins de voir que la variation est exactement égale A cette
‘Ya c

intégrale,
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L.4. Nous dirons que la fonction réelle ou complexe g(u, ), définie sur R,
appartient a la classe H sur R si :

1° Elle est & variation bornée sur R;

2° Quel que soit €[ a, b], g(&, ¢) est une fonction de ¢ a variation bornée
sur [¢, d], et, quel que soit €[ c, d], g(u, n) est une fonction de « & variation
bornée sur [a, b] (°).

On voit aisément que, si 'hypothése 1° est satisfaite, ’hypothése 2° I’est dés
que, pour un L €[a, b], g(&, ¢)estune fonction de ¢ a variation bornée sur [c, d],
et, pour un €| c, d], g(u, n)estune fonction de a variation bornée sur| a, b].

En particulier, si g(u, ¢) est a variation bornée sur R et est nulle quand u=a
ou v = c, elle appartient a la classe H sur R. '

1.5. f(u,¢)et g(u,¢)étant deux fonctions réelles ou complexes définies sur

le rectangle R, I'intégrale ﬂf(u, #)dg(u, ¢) étendue a ce rectangle, que nous

b d
désignerons par f f JS(u, ©)dg(u, v), est définie de la fagon suivante :

Etant donné les systémes de nombres réels u,, uy, ..., u, et v5; ¢4y ..., 0,
satisfaisant aux conditions écrites plus haut, on leur fait correspondre la
somme

Y= D S ) [8erns 9ja) — &y 9p1a) = 8 (i 07) + 8wy 7)),

o<i<m—1
0</<n—1

ou (&, mi;) est un point arbitraire du rectangle v, Zu = uzy, 0;=vZv;,,.
[Z n’est donc pas déterminée quand on connait les u; et les ¢;, mais dépend
encore du choix des points (&;, v:;)]-

b d
Par définition, l'intégrale f f S(u, ¢)dg(u, ¢) est la limite de X quand
Max (w;, —u;) et Max ((;‘jﬂ —¢;) tendent vers zéro, si cette limite existe (7).
. , b d ’
1.5.1. 1l est clair que, si les intégrales f f Si(u, 0)dg(u, ¢) et

b d
f f Ja(u, 9)dg(u, v)existent et sont égales respectivement a I, et L,, quels

(%) La fonclion g est alors & variation bornée au sens de Hardy et Krause sur le rectangle R.
(") Nous disons que = tend vers I quand Max (u;41 — u;) et Max (0;41 — ¢;) tendent vers zéro, si
A tout ¢ positif correspond un nombre positif 7(e) tel que, lorsque les systémes de nombres u,
Uy, vy Up 6 00, 01, ..., 0, satisfont & Max (upq — u;) < M (e) et Max (044 —0;) < 1 (€), on a
pour tout choix des points (£:;, ;) o
[2—1I]<Le.

Il est clair que, s’il existe un 1 ayant cette propriété, il est unique. ‘
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. ‘ » 8
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que soient A et . réels ou complex‘es, fbfd[kfi(u, o)+ fo(u, 0)]dg(u, )
existe aussi et est égale & A1, + pl,. .

De méme, si les intégrales fbfdf(u, v)dg,(u,v) etfbfdf(u, v)dgy(u, ¢)
existent et sont égales respectaive:nent al, et],, quels ({;uetsoient W et w réels
ou complexes, I'intégrale fbfdf(u, ) dg.(u, ), ol

s(u, 0) =Ag(u, v) +pg(u, v),
existe aussi et est égale a AJ, + puJ,.
1.5.2. 1l est clair également que, si g(u, ¢) ne dépend que de « seul, ou
“de ¢ seul, quel que soit f(u, v), I'intégrale fbfdf(u, ¢)dg(u, v) existe et est
nulle. " : o
b ,

Par suite, dans I'intégrale f f JS(u, v)dg(u,¢), on peut sans inconvénient
ajouter a g(u, v) une fonction éép;ndant seulement de « ou seulement de ¢. -

1.5.3. On voit immédiatement que,sif(u,v)zl,l’intégralefb/‘df(u,v)dgl(u,v)
existe pour n’importe quelle fonction g définie sur R et est égalecé

g(a, ¢) + 5(b, d) — g(a, d) — g(b, ¢).

1.6. On montre sans peine que l'intégrale ‘/'bfdf(u, ) dg(u, ¢) existe

certainement si f est continue sur Ret g a variati;n l;o‘rnée sur R.

1.6.1. En particulier, si, / étant continue sur R, gestlafonction considérée
au paragraphe 1.3.1, on a

b d 14 . .
[ s oy dgtu, ) =X 01, 8-
a < ].=1

1.6.2. Si, f étant toujours continue sur R, g est la fonction considérée au
paragraphe 1.3.2, on a ~

fa'b‘/:df(u, V)vdc',r(u, v) :fa.b\/;df(u, 0)Y(u, v)dude.

L.7. Sil'une des fonctions fet g appartient & la classe H sur R, tandis que
I'autre est continue et & variation bornée sur R, les I'intégrales

fbfdf(u, v)dg(u, v) bet fbfdg(u, o) df(u, ¢)

existent toutes les deux.
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On a alors la formule d’intégration par parties (*) :

b d
[ e dste, 0 =10, d) 56, d) — (@, d) g(a, d) — (b, ©) 616, 0)+f (@ ) )
a c b b
+f g, &) df (u, c)—f g, d) df (u, d)

d d
+f (a, o) df(a, ¢) —f g(b, o) df(b, )

b d
—l—f f &(u, v)df(u, ¢).

1.7.1. En particulier, si fest continue et a des dérivées partielles /,, /. et f,
continues sur R, et si g est a variation bornée sur R et nulle pour u=a
ouy=c,ona ‘

b .d b
[ st o dstu, o) =16, dysto, dy— [ s, d) Sy, d) d
d .
— [ g6, ) Sty 0) o

b d
+f f g(“? V)f;:v(uy V)du d().

1.8. Si fest continue sur R et g a variation bornée sur ce rectangle, lafonc-
tion A définie par

—=a ou v=2>0,

[s) S1 u =
hu, v)= u v
( ) fff(i,n)dg'(i,n) st a<<uLb, c<vLd,

est & variation bornée sur R (et méme appartient a la classe H sur R).
Quelle que soit ¢ continue sur R, on a

fab/cflq;(u, 0) dh(u, V):fabfcd‘?(u’ (’).};'(u,.v)dér(u> 0).

1.9. L’intégrale ﬂf(u, ¢)dg(u, v) étendue au quadrant #>> o0, v>> o0, que
lon peut désigner par f f f(u, ¢)dg(u, ¢), est définie comme limite

A B’ )
pour A et B tendant vers + oo de f f S(u, 0)dg(u, ¢).

(3) Cf. Young [21], p. 281.
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Son existence implique donc d’abord que, quels que soient A et B positifs,
A B
I’intégrale f f S(u, ¢)dg(u, ¢) existe, ensuite que cette derniére intégrale
0 0 .

tende vers une limite finie quand A et B tendent vers + o indépendamment
I'un de ’autre.

La premiére condition est certainement remplie si / est continue pour u> o,
¢2>> o0, g étant 4 variation bornée sur tout rectangle o Zu <A, o Z¢_B.

1.9.1. Toutes les fois que nous écrirons ﬂf(u, ¢)dg(u, ¢)sans mentionner

explicitement le champ d’intégration, il sera entendu qu’il s’agit de I’intégrale
[ s e)ds(u o).

1.10. On sait que, si l'intégrale ﬁe’“‘”*"ﬁ'c(u, ¢)dude est absolument

convergente pour x ety réels positifs, elle représente une fonction de x et y
holomorphe pour Rz >0 et Ry >o0.
On sait aussi que, si les fonctions réelles ou complexes o, (u, ¢) et o, (u, ¢)

sont continues pour u« et ¢>>o0, si les intégrales ﬂg-ux_%di(u’ o) du dv

et ﬂe—“”—"ﬂ” (1, ¢) dudy sont absolument convergentes pour & et y > o, et si,

pour x et y > o, _
ﬁ‘e—’“‘_"yoﬁ(u; v) dudy z‘ﬂ\e—u.r—vya-z(u, ¢) dudp,

onapouruetv>o:
o(u, v)y=ax(u, ¢) (°).

~ En particulier, si a(u, ¢) est continue pour u et v>> o0, et si I'intégrale
ﬂe’”*‘"”ﬁ' o(u, ¢)dudy est absolument convergente pour = et y >o et égale
. A
a——s0na
zy
‘ o(u, v)=Auy.

1.11. Sis(u, v) est avariation bornée sur tout rectangle o~u—<A, oZ¢B,
et nulle qnand u =o ou¢=o, et si'on a pour uetv>>0:

|s(u, V) léM eaou+b0v’

avec a, et b, >o, l'intégrale ﬂe—“”’—"y ds(u, v) est convergente pour Rz > a,

et Ry > b, et égale a I'intégrale absolument convergente

ﬂxy evmvys(u, v)dude (1°).

(?) Poir par exemple [20], p. 29.
(1) Cf. D. L. Bernstein [3], p. 469-470.
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Ceci se voit aisément en utilisant la formule du paragraphe 1.7.1.

] 2. Préliminaires (suite).

2.1. Il est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, 2 et p.
désignent deux nombres réels supérieurs a 1, et Eun ensemble de couples (u, ¢)
de nombres réels positifs, supposé tel que, quel que soit A positif, il y ait
dans E des couples satisfaisant &8 u>> A et v A.

2.2. A toute fonction réelle ou complexe s(u, ¢) définie pour u et ¢ réels
positifs, on associe des fonctions définies comme suit :
On pose
W(u, v, &, p)= Sup_ |s(&, v') —s(u, v)|,
uLu ZNu
pZ v Z Uy

ws (A, ©) :MS‘}J;)OWS(LL, v, A, W),

wi(h, ) = lim W, 0,2, p) (),
Uy V> o

wo(E, 4, p)= lim W,(u, ¢, A, p).
i nER

Il est clair que ces fonctions ont des valeurs positives ou nulles, et finies ou
non. Si s(u, ¢) est bornée a distance finie, W,(u, ¢, A, i) est toujours finie.
De plus, on a toujours

ws(E, 4, [‘L)éW&()\I H)é_‘;s(ly ).
Si s(u, v) est supposée réelle, on pose en outre

— I (u, 0, &, p)= Inf [s(d, ') —s(u, 9)],
ESEN ,
M (u, o, A, py= Sup [s(, ¢') —s(u, ¢v)],
. i-féu’éu
-&év’év
55()‘: p)= SU>POH; (w; 05 &y ),
o (A p)= lim I (u, ¢, A, p),
U, 0>+

o (E, 4, p)= Lim I, (u, ¢, A, p),
(O
wg(E, 4, p)= lim II{(q4, v, &, p).

Uy 0, >+
(,v)EE

(1) lim f(u, v)est définie comme étant le nombre L, fini ou non, ayant les propriétés suivantes :
U, 9>+ o

1° Si y > L, il existe A(y) tel que, pour u et v > A(y), f(u, v) < y;
20 Si ¥ < L, quel que soit A réel, il existe « et v > A tels que f(u, v) > y.
Cela revient a dire que, pour toute suite de couples (#,, v,), 00 u, et v, tendent vers 4 o et

telle que f(un, vx) tende vers une limite, finie ou non, cette limite est < L, et que I’égalité peut
effectivement avoir lieu.



62 HUBERT DELANGE.

Ces fonctions ont encore des valeurs positives ou nulles, finies ou non, et, si
s(u, v) est bornée a distance finie, les deux premiéres ont toujours une -valeur
finie.

D’autre part, on a évidemment

w5 (4, H)éas()" }*)év_"x(l? ) et (A, @) Z w5 (R, p)-

Si I’on prend pour E I’ensemble de tous les couples de nombres positifs, on
a, d’apres la définition de w,(2, p),

o (E, & p) =ws(4, p).
Il est facile de voir que I'on a aussi

w,(E, &, p) =w,(2, ).

En effet, siy > lim II,(x, ¢, &, 1), il existe un nombre positif A tel que,

Uy 3o

pour u et ¢ > A, 1L (u, ¢, A, w)Zy. Alors, si

ALuzuZu, ALpv = Zpy,

on a
s, o) —s(u, o) —y  ou  s(u, ¢) —s(u, ) Zy.

Siu>2A, v uA, etff Zu ~u, 5 ¢ ~¢,ona

AzvzuZru et A=y ZoZpd,

donc
s(u', v') —s(u, v)Zy.

Par suite, pour u>x %A et o> A, I (u, ¢, A, w) < y. Il en résulte que

lim uau(u: Yy A, P‘)é.}/

U, ¥ >+ o

Inversement, si [jm (4,9, A, p.)<y, il existe un nombre positif B tel que,

U, v >—+» .

.pour uet o> B, II'(u, ¢, A, p.) Zy. Alors, si

u
uxB, v B, < Zu'Zu,

5 < = <o,

SRS

on a
s, o) —s(u, 0) Ly, ou s(u, v) —s(u, V) > —y

SiBLusu~Zhu, B Zv ¢ Ly, ona

!

<

u'
u'> B, v B, Téu;éula ZvLv,

wI

donc
s(uly v') — s(u, v) >—y.
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Par suite, pour u et ¢ B, I, (, ¢, X, 1) . Il en résulte que

lim I (u, v, 2, )Ly

Uy >4 »

On voit done que 'on a bien

lim IL («, Vv;\rl*"): lim I (u, 0,2, B)-
Uy W+

U,V >+
Ceci étant, on voit que, quel que soit E,
o, (E, &, p) Zws(4, 1) et o (E, 4, p) Zw,(h, ).

Ajoutons que toutes les fonctions considérées ci-dessus sont des fonctions
non décroissantes de A et de p..

2.3. Nous allons montrer que:

ou bien on a w,(\, 1) =~ quels que soient h et p. supéricurs a 1;

ou bien on a w,(h, n) < 4o quels que soient \ et . supérieurs a 1.

2.3.1. D’abord, quels que soient A, p;, As, (1, supérieurs a 1, on a
(6) WM Doy i pa) Z ws(hay pa) + 9(Ray o).

Il suffit de le montrer dans le cas ou les deux termes du second membre sont
finis. Cela se raméne a montrer que, sio<uu' A huet o< v Ly P ¥,

Ps(ly o) —s(u, 9) | Zws(hay pa) 4 ws(hay o)
Or, siuZu'Zhu, v ¢ p,v,0na
Ls(u'y o) — s(u, 0) | Z Wi, 03 by ) Z ws(Riy pa)-
Si Mu<u' Z N hsu, v ¢ Zy,9, 0na

[s(u, v') —s(u, ») | Z|s(Mu, o) —s(u, o) |+ |s(&, ') —s(d 4, ¢')],
= Wi(u, ¢, Ay, o) + W(diu, ¢, Rey 1),
é;s(xh [J'l)_"'a’—s()\‘z, M2).

-

Siuu Lty g9 <V e, 0D A
s, vy —s(u, o) [ Z s (W paw) —s(u, o) [+ s(ds o) —s(uy pae)
ZWi(u, vy hyy ) + We(td, pyo, A, Ha), :
é—";s()\u 1) +;s()\27 M) '
Enfin, si A, u < u = hsu, w9 < ¢ =y Phe ¥, ON A

|s(u/, o) —s(u, v) | Z|s(Au, pa9) —s(u, o) |+ s, o) —s(hu, pyo)l,
éws(uy ) 7‘1; f-’*l) -+ Wx()‘i u, {J'l v, }-2’ Hz);
Z ws(hay t) + We(hey 22).
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2.3.2, L’inégalité (6) montre que, quels que soient A et . > 1 et pentier 1,
(7) ;s(lp; V‘p)é]";s()\; ).

Alors, si I'on a pour un couple (%, o), 0U Xy et po >1, w,(hg, to) < ~+ o,

on a w,(A, p.) < 4o quels que soient A et p.>1. En effet, il existe un entier
p>>1tel que A >> A et uf >y, etl'on

we(hy @) Zws (M, b)) Z pws(do, o).

2.4. Onvoit de la méme maniére que, lorsque s(u,¢) est supposée réelle,
on a ou bien Es(k, W) =-too quels que sovent '\ et . supérieurs a 1, ou bien
@,(h, 1) <+ o quels que soient k et . supérieurs @ 1.

2.5. Le cas intéressant pour la suite est celui ot 'on a w,(%, p) < +oo.

On va voir que, dans ce cas, il existe deux constantes positives H et K telles que,
quels que soient u, v, u', ' positifs, v
vl
o)

(8) Is(u', ') — s(u, v)]éH—t—K[ log

loul -+
O_
°u

En effet, choisissons un 2, > 1.
On voit d’abord que, quels que soient u, ' et ¢ positifs,

' o - ‘;s()\ov )\0) u
(9) [s(u'y o) —s(u, 0) | Zws(Ro, do) + “Toghy log —

Il suffit de le montrer en supposant «'>u, puisque les deux membres ne
changent pas quand on échange u et '.

Soit n ’entier > o déterminé par AjuZu' <Ay u.

Sin=o0,0na

ls(u’y v) —s(u, V)léws(ur 9, Ao )\O)é-;s(}-m )-o)-

Sin™>o0,0na
’ n—1
[s(uy0) — sy 0) | Z X 15wy 0) — sy, 0) | + | s(e, 0) —s (W, 0) |,
j=0
éz Ws(N;) Uy ¥y Aoy }‘o)»
i=0
= (n+1)ws(de, o), _
. o
_ log;—
é Ws()\o, xo) [log?\o + I].

Dans les deux cas, on a bien (g). v
On voit de la méme maniére que, quels que soient u, ¢ et ¢/ positifs,

/ - ;s()\o’ )\o) o
[, 0%) = s(t, )| Z Oy 20) + 2020 10g ¥
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‘Alors, quels que soient u, ¢, ¢/, ¢ positifs,
[s(u!y o') —s(u, o) [ ZL]s(u!y o) —s(u, o) | +|s(u, ¢') —s(u, 9) |,

— ;;s()\oa 7\0) u
éﬂ)g(}\o, }o)‘—f— l—Qg—;\:—- lOg-l;

— ;);(7\0, )\o) 0(”
-+ “)S()\Oy }.0) - '——io—gtl:’— ]Ob ; )
ce qui donne bien (8) en posant
> _ Ws(doy ho) _
2“)3()\0, )0).__H, . —T()—g——r_K.

2.6. En remplacant dans (8) u et ¢ par 1 et «’ et ¢’ par u et ¢, on obtient
Is(u, v) —s(1, 1)| ZH + K[ {logu| + |loge|],
d’ou :
(10) [s(u, v)| <H,+ K[ |logu|+|logv|], avec Hy=H + |s(1, 1)|.

2.7. On peut montrer de facon semblable que, lorsque s(u, ¢) est supposée

réelle, st Es()\, )< 4+, il existe deux constantes positives H' et K' telles que
Uon ait, quels que soient u, v, ', ¢' satisfaisant @ o < u < u', o < ¢ < ¢,

’ /
11 s(u', v') —s(u, v)>—H —K’ logﬁ —s—log?— .
( u 2

On montre d’abord, par un raisonnement semblable a celui qui a donné (g),
que, sio<lu<u' ety >o,
! _— Es()\o, )\0) u'
s(uy v) —s(u, 0)>—w@(Ag, Ao) — “loghy ]og;.
On a une inégalité analogue pour u >0 et o< ¢ < ¢.
Alors, en supposant o < u< ', 0 < ¢ < ¢, on écrit

s(u, v’)-‘—s(u, o) =[s(u, v)—s(u, 0)]+[s(, o) —s(u, v)].

2.8. Lorsque wy(h, 1)<+, w,(%, p) et w,(E, X, 1) ont toujours des
valeurs finies, puisqu’elles sont au plus égales & w,(%, 1), et, comme elles sont
positives ou nulles et sont des fonctions non décroissantes de A et de ., elles
tendent vers des limites finies positives ou nulles quand A et p. tendent vers 1
indépendamment I'un de I'autre.

Si en outre s(u, v) est supposée réelle, il en est de méme de @,(A, w),
@, (B, &, pn) et o (E, %, p). .

Les limites de w,(A, u) et wy(E, A, p.) pour A et u tendant vers 1 indépen-
damment I'un de 'autre seront désignées respectivement par w,(1+ 0, 1+ 0)
et w,(E, 140, 1+0), et, si s(u, ¢) est supposée réelle, les limites dans les
mémes conditions de @,(A, 1), @, (K, A, 1) et @, (E, A, p.) seront désignées
respectivement par @,(1 + o0, 1+ 0), @, (E, 1+ o, 1+ o) et &, (E, 1+ o, 1+ 0).

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. 9
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2.9. Les fonctions introduites dans ce chapitre présentent une analogie
évidente avec celles introduites au chapitre 2 de notre Mémoire [7](*?).
W.(u, 9, &, 1), w,(h, 1) et w(E, &, p.) correspondent respectivement a W,(z, %),
w,(A) et w,(E, 1), et, dans le cas ou la fonction s(u, ¢) est supposée réelle,
I (u, ¢, A, ), I (u, v, &, w), &,(%, ), &,(E, A, n) et =,(E, 4, 1) corres-
pondent respectivement a I, (¢, 1), II}(z, 1), =,(1), ,(E, 1) et &,(E, 1).

Mais, ici, nous avons en plus les fonctions w,(%, 1) et @,(A, p). Il n’y avait
pas lieu d’introduire les fonctions analogues a celles-ci dans le cas des fonc-
tions d’une seule variable, parce que, s(¢) étant supposée bornée sur tout
intervalle fini, le fait que la plus grande limite pour # infini de W,(¢, 1), ou de
IT (¢, 1), soit finie suffisait a entrainer que W (z,1), ou II (¢, ), soit bornée
pour ¢ > o. Ici, au contraire, méme si s(u, ¢) est bornée a distance finie, laplus
grande limite pour zet ¢ tendant vers + oo de W,(u, ¢, A, ), oudeIL, (u, ¢, &, w),
peut trés bien étre finie sans que W (u, ¢, &, 1), ou I, (u, ¢, &, 1), soit bornée
pour uet¢ > o.

3. Théorémes relatifs aux intégrales doubles de Laplace ordinaires.

3.1. Il est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce chapitre, s(u, ¢)
désigne une fonction réelle ou complexe définie pour u et ¢v>x 0 et sommable
sur tout rectangle o~ u A, o v ZB.

Lorsque Uintégrale

(12) ﬂwy e rrs(u, v)dudy
extste, nous désignons sa valeur par ®(z, y).

3.2. Onvoitd’abord que, si w,(%, p) <+ o, I'intégrale (12) est absolument
convergente pour Rx et Ry > o, du fait que s(u, ¢) satisfait a I'inégalité (10).

3.3. Nous allons voir que, dans cette hypothése w,(%, 1) < + =, on a, quels
que sotent x ety de parties réelles positives et quels que soient a et 3 positifs,

(13) Q(ga %) —s(a, B)=a2y? ﬂef"r—vi'za,g(u, ¢) dudy,
ou
o si uouy—o,
(14) 2.8(u, V):{ fufvsa,p(i,n)didﬂ st w et v>o,
0 0
avec
(15) Sa,p(u, v)=-s(au, Bv)—s(a, B).

(12) Ces dernieres sonl aussi utilisées, avec des notations légérement différenles, dans notre
article [6]. .
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On peut d’abord écrire

z y xy M
(I)<1 B) ﬂaﬁ * Bs(u, v)dude,
:ﬂwye‘“~’”—"7's(a u, Bv) dudy.

Comme ﬂxy e dudy =1, on en déduit

"’(g’ %) — s(a, ) Zﬂwy e~ s (au, Bo) — s(a, B)] dudp,

(16) .
_—_—ﬂ xy e =Sy g(u, v) du dp.

Quels que soient A et B positifs, on peut écrire, d’aprés ce qui a été dit au
paragraphe 1.6.2,

A B A AB
f f e—ur=yS, 8(u, v) du dp :f f e Py d 3y g (u, ¢),
0 ) 0 0

puis, d’apres ce qui a été dit au paragraphe 1.7.1,
(17) f f e vy d 3,8 (u, ) = e A" By, g (A, B)-—}—f ze “*Br%, o (u,B)du -

f ye‘A"”“ZmB(A v)dy

+f f zy e 4 =y 2y g (u, ¢) du dp.

Mais, comme s(u, ¢) satisfait a (8), on a, quels que soient u et ¢ > o,

(18) ISap(u, )| <H +K[[logu]|+|logs]].
X
Il en résulte que, si ’on posef t|logt|dt = g(X), on a

(19) | Zap(u, v) | =Huw + K[ug(v)+v g(u)].
Or, quand X tend vers + o,
£(X)=0[X2logX].

Ceci montre que, quand A et B tendent vers + oo, les trois premiers termes
du second membre de (17) tendent vers zéro. "

D’autre part, 'intégrale ﬂ xy e**r X, a(u, v)dudy est absolument conver-
gente.
Finalement, on voit que, quand A et B tendent vers + «,

A B
f f e =S, g (u, v) du dy tend vers ﬂxye‘“”‘"fza,p(u, v) du dp.
0 0
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Par suite,

ﬂ“ oS (u, o) dudo = [[ oy oo Sug(u, o) duds.

En tenant compte de (16), ceci donne bien la formule (13).

Cette derniére sera notre formule de base pour la suite.

3.4. Laformule (19) montre que les fonctions X, s sont bornées dans leur
ensemble sur tout rectangle fini. Mais (18) montre, d’autre part, que ces fonc-
tions sont également continues pour u et ¢ > 0.

En effet, désignons par F(u, ¢) le second membre de (1g) (*?).

(18) montre que, si u, ¢/, v>> 0, on a quels que soient oz et 3 >0

| 2og (ds 9) — Zag(u, v) | Z|F(d 0) —F(u, 0)],
et, siu, ¢, ¥ >0, on a quels que soient x et § >0
| Zap(u, ¢') — 2o 8(u, 0) | | F(w, o) — F(u, 0)].
Il en résulte que, si u, et v,>~o0, pour u et ¢>>0, on a quels que soient
aetB>o0
| Zap(wy 0) — Zag(uoy 00) | = | Zap(w, 0) — Zag(uo, 0)| + | Zap (o, 0) — Zap(uo, 00) |,

<[ F(u, 0) — F(uo, 0) |+ | F(uo, v) — F(uo, 0) 1,

expression qui tend vers zéro quand u et ¢ tendent vers u, et ¢,.

1l résulte de la que, de toute suite de couples (o, B), ou « et 3 > o, on peut "
extraire une suite {a,, 3.} telle que X, g (u, ¢) converge vers une fonction
limite G(u, ¢) continue pour u et ¢ 2> 0.

De plus, il est clair que I'on aura, a cause de (19),

(20) |G(u, v) | < Hup + Klug(v)+vg(u)].
3.5. Supposons maintenant que 'on parte d’une suite de couples (a, 3)
appartenant a 'ensemble E, telle que « et (3 tendent vers + oo.

Nous allons montrer qu’alors, si la fonction G posséde une dérivée seconde G,
dans un voisinage du point (1, 1), cette dérigée étant continue en ce point, on a

(21) | Gy (1, 1) | Zws(E, 140, 1+ 0),
et, dans le cas ol la fonction s(u, v) est réelle, de sorte que G(u, ¢) Uest ausst,

(22) — @ (E, 140, 14 0) £ Gl (1, 1) £ (E, 140, 1+ o).

(13) Nous prenons F(u, v)=o0si u ou ¢ = o.
Pour v et v >0, on a

u 13
P, )= [ [ {H-+K [|logt|+logn|]} d dn.
0 0
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"

3.5.1. Notons d’abord que, si G, existe dans un voisinage du point (1, 1) et

est continue en ce point, le rapport

G(u, ¢0) —G(u, 1) —G(1, ¢)+ G(1, 1)

(u—1)(v—1)

tend vers G, (1, 1) quand le point (u, ¢) tend vers le point (1,1) (avecuety =£1).
3.5.2. Sil'on suppose u et ¢ >>1, la formule (14) montre que
(23) Zap(u, v) —Zap(u, 1) — 2y 8(1, v) + 20 8(1, 1):[ f Sa,p(t, ¢)dtdl.
1 1

Mais, pour 1=t Zuet 121 _Zy,

1Sty ) =|s(at, BE)— s(a, B)| £ Wi(a, B, u, ).
Done ' .

| Zop(u, v)— 28wy 1) — Zg (1, 0) + 2p(n, 1) | Z(u—1) (v —1)Wi(a, B, u, ¢).

Sil'on fait « = a,,, 3 =3,, le premier membre tend pour ~ infini vers
|G(u, ) —G(u, 1)— G(1, ¢)+ G(1, 1) |-

On obtient done

1G(u, 9) —G(u, 1) — G(w, ¢) + G(1, 1) | Z(u—1) (v —1) ws(E, uw, ¢),
ou
G(u, v) —G(u, 1) —G(1, 0)+G(1,1)

(u—1) (¢ —1) Zwy(E, u, v).

En faisant tendre u et ¢ vers 1, on obtient (21).
Si la fonction s(u, ¢) est réelle, on apour 1=t Zuet 1=t o,

: Sa,ﬁ(t: ) > —1l (o, 6’ y v),
et (23) donne :

Sop(u, 0)—Zap(ae, 1) — 28 (1, 9) + 2y g(1. 1) — (u —1) (v — 1) M (a, B, @, 0).

Il en résulte que
G(uy #) = G(u, 1) = G(1, 9) + G(1, ) =— (¢ —1) (v =) B((E, 4, ¢),
ou
> — o, (E, u, v).

G(u, v)—G(u, 1) — G(1, ¢) 4+ G(1, 1)
, (u—1)(v—1)

En faisant tendre « et ¢ vers 1, ceci donne

(24) GZV(I? l)é“m;(EU 140, 1+ 0).

Si, maintenant, nous prenons « et ¢ <1, la formule (14) montre que

1 1
Zap(u, 9) — Zap(u, 1) — Zu8 (1, ¢) + Zep(1, 1) :f f Sa,s(t, t') dtdt.
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Mais, pouru—t—1etv~t 1,
Sug(t, ) =s(at, ) —s(a, B) <L (&, ﬁ,‘-,i)-

u ¢
Donc

28w, 0) — Zyg(u, 1) — Z8(1, 0) 4+ 2y g(1, 1) Z(1— w) (1— V)Hl<a, B, I;, &)
On en déduit

G(u, ¥) —G(u, 1) —G(1, )+ G(1, 1) Z(1— u) (1— v)wj.'(E, IE, %),
ou

G(u, v)— G(u, 1) —G(1, ¢) + G(1, 1) " I 1
w—n(r—1) <oi(E e p)

d’ou, en faisant tendre u et ¢ vers 1,
(25) Gue(1, 1) Zw{(E, 140, 1+ 0).
(24) et (25) donnent (22).-

3.6. Nous sommes maintenant en mesure d’établir les deux théorémes
sulvants :

TrkoriMe 1. — ST wy(X, p) <+ oo et si ®(x, y) tend vers une limite finie S
quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles positives, on a

(26) Tm  |s(u, v) — S| Zw(1+ 0, 1+ 0).

U, >+ x

Plus généralement, on a quel que soit B

(27) lim |s(u, v) —S|Lws(E, 140, 1+ 0).
Uy ¥ >+
(w,v)€E

St la fonction s(u, v) est réelle, on a de plus

(28) Tim |$(u, 9) — S| ZLws(1+ 0, 14 0)

U, 9>+ »

et, quel que soit E,

(29) S—wy(E,1+o0,1+0) L lim s(u,v)<Z lim s(u,¢) <SS+, (E, 140, 1+0).
Uy >+ 2 U pt»
(4, 0) EE (u,v)EE

TriorEME 2. — Supposons que w,(, 1)< 4w et qu’il existe a et b satisfaisant
a o< a<btels que ®(x, y) tende vers une limite finie S quand x et y tendent
vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant a

a<—3—/<b.
4

Alors on a (27), et (29) st la fonction s(u, ¢) est réelle, pour tout ensemble E
ayant la propriété suivante :
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1l existe deux nombres positifs ¢ et A tels que, si le couple (u, ¢) appartient a E
etstuetv>>A,ona

-

sé4

m|~

u
[Cette propriété a lieu en particulier si E est une suite de couples (u, ¢) telle

u 4 ’ ’ e
que ete tendent vers + oo, les rapports , et- restantbornés superleurement.]

3.7. Démonstration du théoréme 1. — Il suffit d’établir (27), et (29)si la
fonction s(u, ¢) est réelle, puisque (26) est le cas particulier de (27) corres-
pondant & E égal a I'’ensemble de tous les couples de nombres positifs, et (28)
est le méme cas particulier de (29). :

Pour cela, il suffit de montrer que, de toute suite de couples (u, ¢) apparte-
nant i E telle que u et ¢ tendent vers + oo, on peut extraire une suite { u,, ¢, }
telle que s(u,, ¢,) tende vers une limite finie / satisfaisant a

(30) [{—S|Zws(E, 1+ o0, 1+ 0)

et, si la fonction s(u, v) est réelle, a
(31) S—w,(E, 14+0,1+0)=!LS+w,(E, i+ o0, 1+ 0).

Etant donné une suite de couples (u, ¢) appartenant a E, telle que u et ¢
tendent vers 4+, on a vua que I'on peut en extraire une suite {u,, ¢,} telle
que X, , (u, ¢) converge pour u et ¢>> o0 vers une fonction G(u, ¢) continue
pour ces valeurs et satisfaisant a (20).

En tenant compte de (19), la formule (13) montre que, quels que soient x
et y positifs,

@(ﬁ, l) — 5(Uny ¥1) tend vers x‘ly‘-’ﬁ‘e—”-"—"?‘G(u, v)dudy.

‘Comme, quels que soient = et y positifs, <I)<—x—, —) tend vers S, on voit
u

n VYn
que s(u,, ¢,) tend vers une limite finie / et que I’on a, quels que soient x et y
positifs,

S—1l= x‘z‘y‘-’ﬂ‘e"“-”—‘?'G( u, v)dudy.

D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 1.10, ceci montre que
G(u, v)=(S—uv.

La dérivée seconde G, existe donc pour u et ¢ positifs quelconques et est
égalea S — /.

D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 3.5, on a (21), et, si la fonction s(u, ¢)
est supposée réelle, on a (22).

(21) donne (30) et (22) donne (31).
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3.8. Démonstration du théoréme 2. — Soit E ayant la propriété indiquée.

On voit d’abord que, de toute suite de couples («, ¢) appartenant a E, telle
que u et ¢ tendent vers + oo, on peut extraire une suite {u,, v, | telle que non
seulement X,  (u, ¢) converge pour u et ¢>>o vers une fonction G(u, v)

continue pour ces valeurs et satisfaisant & (20), mais encore le rapport -
Un

tende vers une limite finie positive .

Comme plus haut, en tenant compte de (19), la formule (13) montre que,
quels que soient x et y positifs,

@(ﬁ, 1) — s(uny vo)  tend vers xﬂgf'Z‘ﬂe—“"«‘“"."G(u, v)dudy.

Un Vn
(%)
tend vers

(z)

Donc, si ga < % < ab, ce rapport est compris entre a et b a partir d’une

Mais le rapport

2,
x

certaine valeur de n. Donc, dans ce cas, ® (uia l) tend vers S.
Il résulte de la, d’abord que s(u,, ¢,) tend vers une limite finie /, ensuite

que, quels que soient x et y positifs satisfaisant a ga < xl <ab,
S — :x?yﬁﬂe—"-”“"ﬁ'G(u, v) du dy.

En raison de I'analyticité du second membre, cette égalité a lieu quels que
soient x et y positifs, et par suite

G(u, v)=(S — Duv.

On en déduit, comme plus haut, que [ satisfait a (30), et a (31) si la
fonction s(u, ¢) est supposée réelle.

En définitive, on a montré que, de toute suite de couples (u, ¢) appartenant
a E, telle que u et ¢ tendent vers oo, on peut extraire une suite {u,, ¢, | telle
que s(u,, v,) tende vers une limite finie / satisfaisant a (30), et a (31) si la
fonction s(u, ¢) est réelle.

Ceci entraine (27), et (29) si la fonction s(u, ¢) est réelle.

3.8.1. Remarquons que les hypothéses du theoreme entrainent que, quels
que sotent a, et b, réels satisfaisant a o < ay < by, ®(x, y) tend vers S r_]uand x
ety tendent vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant a

Y

a1<;<bi°

Pour le voir, il suffit de montrer que, de toute suite de couples (x, y) ot @
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et y sont positifs et tendent vers zéro de maniére que les rapports% et~ restent
Py
bornés supérieurement, on peut extraire une suite { x,, y, | telle que ®(z,, ¥Ya)
tende vers S. .

—y —

De la suite des couples < - > on peut extraire une suite
zy

AR
telle que X, , (u,¢) converge pour u et ¢>>o vers une fonction G(u, ¢)

. . . N (%4 . .

continue pour ces valeurs et satisfaisant a (20), et que -~ tende vers une limite
n

finie positive a.

Comme plus haut, quels que soient x et y positifs,

I

(1] <Lf g) — s(Un, 0p) tend vers x?yzﬂe‘“~”—")'G(u, ¢) du dy.

On a vu que ceci entraine que s(u,, ¢,) tend vers une limite finie / et que

G(u, v)=(S— yuy.

En faisant x =y =1, on voit que ®(x,, y,)— s(u,, v.) tend vers S —1[,
et par suite ®(x,, y,) tend vers S.

3.9. Remarquons aussi que, dans chacun des théorémes 1 et 2, si l'on ajoute’
U’hypothése que ®(x, y) est bornée en module par un nombre fixe pour x et y réels
posttifs, on peut ajouter dans la conclusion que s(u, ¢) est bornée pour u et ¢
positLfs.

En effet, si I'on a w,(%, n)< + oo, on a (18) et (16).

Compte tenu de (18), la formule (16) montre, en y faisant x =y =1, que,
quels que soient « et 3 positifs,

I<D<ol(, é) — s(a, ﬁ)léﬂr"—”[H + K|logu| +K]logv|]dudv.

Donc, les hypothéses que ®(x, y) est bornée en module pour z et y positifs

et que w,(%, 1)< + oo suffisent 2 elles deux pour entrainer que s(x, ¢) soit
bornée pour u et ¢ positifs.

3.10. Le théoréme 1 est un cas particulier du suivant :

Tutorime 1/. — Supposons que w,(k, 1)<+ a et qu’il existe deux suites | z,, |
et {y,} satisfaisant a

N’ n
L= T i0m, Yu=r e, 'm et r,>o, [0.] et |0,]|< >
lim r,,—=o,

lim Imt
my»—+»

_— ™
—1i, fim [0, <7,
m>+w I'm my+4 @
’
. . r — T
lim r),=o, lim 22 =i, lim |0, | <>,
ny>+w n>+w I'p n>+»
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1.

10
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telles que d(x,, y,l) tende vers une limite finie S quand m et n tendent vers -+ oo .
Alors, on a (26) et, plus généralement, quel que soit B, on a (27).
St la fonction s(u, v) est réelle, on a (28) et, quel que soit E, on a (29).

3.10.1. Démonstration du théoréme 1'. — Nous montrerons d’abord que,
pour toute suite de couples (u, ¢) appartenant a E, telle que u et ¢ tendent
vers + oo, la suite des valeurs correspondantes de s(u, ¢) est bornée.

En effet, {u,, ¢,} étant une telle suite, on peut d’abord trouver deux suites
d’entiers {m, | et { n, | tendant vers oo et telles que r,, u, et 7, v, tendent vers
deux limites positives données g, et p;. On pourra par exemple prendre m, égal
au plus grand entier m tel que u,7,>>p, et n, égal au plus grand entier » tel
que 6,7, 5, (*1).

Par ailleurs, si « et >0 et Rz et Ry > o, (16) donne (en y remplacant
ety par ax et By)

O(x, y)y—s(a, B)= a@wyﬂe—“"-v—g""sa.s(u, 0)dudy,
d’ou en tenant compte de (18),

| @ (2, ) — (2, ﬁ)léaﬁleﬂﬁ e-ouRe-BeRy [T 4 K [logu | + K [loge | | du dy.
En prenant x =re®, y =r'¢”, avecretr’>o,lﬁ[etl@’[<—,cemsecrlt

[®(red, rely —s(a, B) [éa@rr‘"ﬂ‘e‘“”"0059—3V"°°se'[H + K|logu|+ K|loge |]dudp,
d’ou I'on tire

s (o, B) | Z | B(red, re)| + aﬁ"’ﬂe‘““"“s‘)‘B"”m"’[H + K |logu |+ K [loge ] du do.

En utilisant cette inégalité, avec

7 el — Tpn, r el — Vg o= u, B=vn
on voit que

lim |s(u, ¢,)| =] S|+ pop’oﬂe—“%mw—%éww[H +K|logu|+ K|loge|] duds,
P ,

o= Tim [6,,,P|, ¢'= lim [6'”P|.
P>+ D>+
Il résulte de 1a que, de toute suite de couples (u, ¢) appartenant a E, telle
que u et ¢ tendent vers 4o, on peut extraire une suite partielle {u,, ¢,} telle
que, non seulement X, , (1, ¢) converge pouru et¢>> o vers une fonction G(u, ¢)
continue pour ces valeurs et satisfaisant a (20), mais encore s(u,, ¢,) tende
vers une limite finie /.

(1+) Ceci du moins & parlir du moment ol p est assez grand pour que u,7;> po et 0,7y 2p0.
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Il ne reste qu’'a montrer que / satisfait 4 (30), et a (31) si la fonction s(u, ¢)
est réelle.

Pour cela, on va montrer que, quels que soient ¢ et o’ positifs, I'équation
(32) S—l=ua2)? He—"~”—"9'G(u, 0) du dv

est satisfaite au moins pour un couple (, y) ou
Rz >o, Ry >o, lz|=p et lyl=¢,

« pouvant étre pris dépendant seulement de p, mais non de ¢'.

Le second membre de (32) étant une fonction dex et y holomorphe pour Rz
et Ry > o, il en résultera que (32) a lieu pour tout couple (z, y) satisfaisant
a Re >0, Ry >o, et par suite que G(u, ¢)=(S—1I)uv, et I'on pourra
achever comme au paragraphe 3. 7.

On peut d’abord trouver deux suites d’entiers {m, | et { n, | tendant vers 4 o
et telles que r,, u, et r, ¢, tendent respectivement vers ¢ et o'.

On peut ensuite trouver une suite croissante {q;} telle que, en posant

’

m,, = m,, n,=n,, les suites { 0,,} et { 8, } soient convergentes. Leurs limites 6
et 0" satisferont d’ailleurs a |6]<C ga 10/ < g Pour obtenir la suite {¢;}, on

peut former d’abord une suite de valeurs de g telle que les 9,,,q correspondants
tendent vers une limite, puis extraire de cette suite une nouvelle suite telle
que les 0, correspondants tendent aussi vers une limite. En procédant ainsi,
0 pourra étre pris dépendant seulement de p, puisque la suite {m,} dépend
seulement de p.

En faisant dans (13)

&= Uqy B=vq L= Tm Uy Y =Y qr
et tenant compte de (19), on obtient par passage a la limite

S —{=pp" e2i0+2ie'ﬂe*P”em*P’Ve”"G( u, v) dudp,
c’est-i-dire (32) avec
z=pel, y=pel.
3.11. Nous allons montrer maintenant que, si la fonction s(u, ¢) est
supposée réelle, on peut remplacer dans les théorémes précédents hypotheése
w,(h, )< 4+ par o(A, 1)<+, pourvu que l'on ajoute I'hypothése

que ®(x, y) existe et est bornée en module par un nombre fixe pour x et

“y réels positifs.
3.11.1. Celarésultera du théoréme suivant :

TrroreME 3. — Supposons que la_fonction s(u, v) soit réelle, que w,(h, 1)<+,
que ®(x, y) existe pour x et y positifs, et qu'il existe trois nombres positifs M, h
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et k tels que, quels que sotent x et y >o, on ait pour 1 Lo 1+ h, 12321+ k,
d)(a‘z'7 @)) - (I)(.Z', .y)é_ M.

Alors on a ;)A.()\, ) <A (*?).
3.11.2. Démonstration du théoréme 3. — Choisissons deux couples de
nombres positifs (a,, b,) et (a,, b,) satisfaisant a
1<—b—1<1+h et 1<{)3<1—|—k.
ay (223
On va montrer que, si

. . . a R
0<EZEZEGH ) et o<mZw Zn(i+K)

on a —=
ws(l+’l>l+k)+M —|—5‘,(I+h>l+l{)=9’

IS(E.~’7 nl) - S(E_) 7)) I é (e“at-— e__b1) (e_a,_ e_[,’)

c’est-a-dire que, quels qué soit & et > o,
B ay Qs
Ws[ay M, (I -+ h)F’ (l+ k) Z—] ég.
. 1 2
On sait que

s 1) — s m) ] (P R 5 | m ey 1 k),
- 1 2

Il suffira donc de montrer que

33) s ) sl m = B D B 1 ),

En remarquant que, pour x et y > o,

D (x, y):ﬂe“““’s(%, §> du dy,

on peut écrire
d)(‘“ “2>_q><ﬁ "2>+Eys(1+h, 1+ k)

3 =, =2 72
(34) 7y a

— U—p _Ej nl — g N _

ﬂr [“‘(d”’,_af s . u, —bgv +©;(1+h, 14+ k) |duds.
Comme

Sy oy 13 N D

Eu<a1u (l+k)b1u et bzv<a2v (1_,_lc)_2pY
on a

cl / z —
s( 2w, Lo)—s iu,lv > —w(1+h, 1+ k),
by 7 by

(1) Ce théoréme est complétement analogue au théoréme 11, p. 233, de [8]. La démonstration est

inspirée de Karamata [12]. R
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et par suite la fonction sous le signe ﬂ au second membre de (34) est positive

ou nulle.

L’intégrale est donc au moins égale a l'intégrale prise sur le rectangle
a,ZuLby, a0 Lb,.

Mais, pour a, =~ u b, et a,—¢b,, on a

! !
vl i<y, wele <tk
a, A
et
£ £ n

— ~ — —_
Elu_‘é<(1+h)b‘u, 2v4n<(l+/€)lﬂv,

\

et par suite

s(_glu’ "fll >"s(£” nl)é_as(l+h7 I+k)

—
Ay Uy

et

8(27 n)_S(ZE);L% ";;‘)>é_6s(l+h) I+If)7

! ! z _ —_
s(é‘uy '“V> "S<biu) g“"> + (14 h, 14+ k) s(E, 0') —s(E, ) — @ (1+h, 14+ k).
2 1 2

En définitive, on voit que le second membre de (34) est au moins égal a
(emm— e i) (emm— e ) [s(E, v') — s(E, m) —.:li_)'s(l +h, 1+ k)]

Par ailleurs, on a

a, b, a, ., b, s
—27<€é(l+h)£—, et ?<;é(1+k);/f
et par suite
bl bg <6¢1 ag>
(I) —y — —(l) s — A—M,
(E’ n) £ )=

ou .
o™, %2\ _o(b, b2\ .
(#%)-2( %)=

Le premier membre de (34) est donc au plus égal a M+ &,(1 4 hy, 14 F).

On a donc
(e — e~} (et — e=0n) [s(¥, 0') — s(E, 1) — ®s(1+ b, 14+ k)] ZM +Ers(1 + hy, 1+ k),
d’ou I'on tire (33).

3.11.3. En tenant compte de la remarque du paragraphe 3.9, les

théoréemes 1 et 2, combinés avec le théoréme 3, donnent les deux théorémes
suivants :
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TutoriME 4. — Supposons que :

1. La fonction s(u, ¢) soit réelle;

2. On att Es()\, ) <4

3. ®(a, y) existe et soit bornée en module par un nombre fixe pour x et y réels
posttifs;

4. ®(z, y) tende vers une limite finie S quand z et y tendent vers zéro par
valeurs réelles positives.

Alors s(u, ¢) est bornée pour u et ¢ positifs (**), on a (26) et (28) et, quel que
soit I’ensemble E, (27) et (29).

TuroriMe 5. — Supposons que :

1. La fonction s(u, v) soit réelle ;

2. On ait w,(h, p) < +o;

3. (a, y) existe et soit bornée en module par un nombre fixe pour x ety réels
positif;

4. Il existe deuzx nombres réels a et b satisfaisant d o < a <b tels que ®(x, y)
tende vers une limite finie S quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles

positives satisfaisant a a < %’ <b.

Alors s(u, v) est bornée pour u et v >0 (**)et U'on a (27) et (29) pour tout
ensemble B ayant la propriété suivante :
Il existe deuzx nombres positifs € et A tels que, st le couple (u, ¢) appartient o E

. [P §
etst u et p2x A, onaeézég-

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer le théoréme 4/ correspondant au
théoréme 1'.

3.12. Remarquons les différences entre les théorémes de ce chapitre et les
théoremes relatifs aux intégrales simples de Laplace.
__Une premiére différence est que nous supposons ici w,(%, p)<+o ou
o,(A, n)< 4+, alors que, dans les hypothéses des théorémes relatifs aux
intégrales simples, seules interviennent les fonctions w,(%) et @ (1) analogues
de w,(%, 1) et @,(A, ). La raison en a été indiquée au paragraphe 2. 9.

D’autre part, le théoréme 4 comporte I'hypothése que ®(x, y) soit bornée en
module par un nombre fixe pour x et y réels positifs, alors que le théoréme
correspondant pour les intégrales simples ne comporte pas d’hypothése
semblable. Une telle hypothése est inutile dans ce dernier théoréme du fait

“+w
que, si I'intégrale f x e *s(t)dt tend vers une limite finie quand x tend vers
0

(%) Ceci résulte des hypothéses 1, 2, 3, sans I'hypoihése 4.
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zéro par valeurs réelles positives, elle est automatiquement bornée pour z réel
positif. Au contraire, ici, ®(x, y) peut trés bien tendre vers une limite finie
quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles positives sans étre bornée
pour x et y réels positifs.

Enfin, il est clair que les théorémes 2 et 5, dans lesquels on suppose
que ®(z, y) tend vers une limite finie quand « et y tendent vers zéro par

valeurs réelles positives satisfaisant & a <{ % < b, ne peuvent avoir d’analogues
pour les intégrales simples.

k. Théorémes relatifs aux intégrales doubles de Laplace-Stieltjes.

4.1. Il est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce chapitre, s(u, ¢)
sera une fonction a variation bornée sur tout rectangle o ~Zu-~A, o —v B et
telle que

s(o, v)=—o0 pour tout v>>o et s(u, 0)=o0 pour tout u>>o.

De plus, ®(x, y) désignera maintenant U'intégrale ﬂ e =ds (u, ¢),
lorsqu’elle extste. ‘

4.2. D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 1.7.1, on a, quels que soient U
et V positifs,

U oAV R
f f e ds(u, v)=eV*Vrs (U, V) -i—/ x e t*=¥rs (u, V)du
0 0 0
v

U LV
+f yeUrys (U, v) dv +f f xy e ==vYs (u, v) du dy.
0 0 0 .

Si wy(h, ) <+ =, et si Rx et Ry > o, les trois premiers termes du second
membre tendent vers zéro quand U et V.tendent vers + oo, tandis que le qua-

trieme terme tend vers l’intégraleﬂ xy e™*=rs(u, v)dude, qui est absolument

convergente.
En effet, on a quels que soient u et ¢ positifs

(10) |5 (u, #)| ZHi+ K [[log | + | log v ].
Posons, d’autre part,
Re=% @Ry=mn, |zl=p, |yl=¢"
SiUetV >1,0na
| eUz—Vrs (U, V)| L eYV1[H,+ Klog U + K log V],

expression qui tend vers zéro quand U et V tendent vers + oo.
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D’autre part,

U

f xetr—Vrg (u, V) du

0

U

= pf e&V1[H, 4+ K|log u |+ Klog V] du,
0

U

u
<o [H,+Klog V] e—V‘ﬂf etdu +pK e—V'ﬂf e—¢|logu|du,
o

0

\]Y\ o

P [H,+ K log V] e-V1+ pKe—Vﬂf | log u | du,
0

et cette derniére expression, qui est indépendante de U, tend vers zéro
quand V tend vers - oo
De méme,

v :
[ ye~Ur—rs(U, o) dv
“o

’ +e .
= % [H,+ K log U] e~V¢+ o' K eVt f e[ logy|dp,
0

expression indépendante de V et qui tend vers zéro quand U tend vers + .

Par ailleurs, l'intégrale jfxy e~ ==s(u, v)dudy est absolument convergente
. puisque
| zy e~ez=rs (u, v) | Zpo' e 5= [H, 4+ K |logu|+ K|logv|].
Nous pouvons donc dire que, si w,(}, 1) < 4 o0, quels que soient z et y satis-
Jaisant ¢ Rx >0 et Ry > o, l'intégrale ﬁ —ur=vrds(u, ¢) est convergente et

égale a

ﬂxy e 4*ys(u, ¢) dudy.

4.3. On voit donc que, si w,(k, n)<+w, ®(x, y) existe encore ici pour
Rz et Ry > o, tout comme au chapitre 3, et est la méme fonction.

Ceci montre que l'on a ici des théorémes d’énoncés identiques & ceux des théo-
rémes 1, 1’ et 2 [mais qui sont distincts de ceux-ci, puisque ®(z, y) n'y est pas
défini de la méme fagon]. Nous appellerons ces nouveaux théorémes 1 a,1'a et 2 a.

4. 4. Par contre, pour les théorémes 4 et 5, il faut ici introduire une h)po-
thése supplémentaire.

Nous établirons d’abord le théoréme suivant :

TukoriMe 6. — Supposons que la fonction s (u, ¢) soit réelle et que :
1. ®(a, y) existe pour x et y réels positifs;

T (h, ) < +oo; ,

Il existe trovs nombres positifs u,, ¢, et M tels que :

st o < u< w' Zu,, on aquel que soit ¢ > o

SJD[\‘D

2

s(u,v)—s(u,v)>—M;
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b. si o< ¢< ¢ v, onaquel que soit u™> o
s(u, ') —s(u, v)>— M.

Alors, ® (z, y) existe pour Rx et Ry > o et est égal a intégrale absolument
convergente

ﬂxy e Es (u, v) du dy.

4.5. Nous poserons

—o0 ou V=o,

0 si U
2y (U, Vy={ % Y
O,y ( ) f f e~ vy ds (u, ») si U et V>o.
o Yo

Quels que soient x et y, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 1.8, la fonc-
tion o, ,(U, V) est a variation bornée sur tout rectangle o U <A, 0ZV_~ZB.

Dire que ®(x, y) existe équivaut a dire que ¢, (U, V) tend vers une limite
finie quand U et V tendent vers +oc .

4.5.1. Nous allons montrer d’abord que les hypothéses 2 et 3 entrainent
que, pour x et y positifs fixés, 1l existe une constante positive Q telle que, quels
que soient U, V, U’, V' satisfaisant 4 o << U< U, o << V<V, 0na

¢ (35) , a'.r,)‘(U,> V/) - ax‘,g‘(U’ V)é— Q

Remarquons en premier lieu que, si o <u, < u, et ¢, >o0, on a, d’aprés ce
qui a été dit aux paragraphes1.5.2et1.7.1,

olle 1
T,y (U2y ¥1)— O,y (Usy 1) :/ f e~w = ds (u, v),
uy 0 .

uy 0

=T[5 (Uyy v1) — §(Usy 91)]

us
—|—f x e Y [s(u, v,) — s (U, 1)) du

1ty

+f y e s (usy ) — s (ugy v)] do

0

+f f xy e~ Y (s (u, v) — s (uy, v)] du dp.
uy 0

Par suite, si, pour u,=~u-—u, et o Zv ¢, avec u, et v, > o,

S(lt, 0)-—3(111, V)\:\_ L’H(u)y
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. . 11
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ot g est a variation bornée sur [u,, u,], on a

( WUy
Oy (Uay ¥1) — Ty (Uy, 91) > — ; e Y (uy) + e~y / e (u)du

Y uy

+e*"‘-"”‘!/(uz)f )’6—"3‘dv—l—-f f wj’e“"‘”“')'“l’(“)d“d"}‘
0 u, Yo

> — { e Y () + € f ze—r (u)du

1

+ e—w[1— e U (uy) + [1— 1] f "o ey (u) du },

> — {np (uy) e=tv [-“2x er (u) du },

1y

| é——{t{)(ul)e—”ﬂ“—i— fuee—"xdkp(u)}.

Or, comme 'hypothése 2 entraine que s(u, ¢) satisfasse 4 (11), ona toujours
pour v>>oeto<u,Zu ,
s(u, 0) — s (U, 9) > — [H’+ K’logi]-

Uy

Donc, quels que sotent u,, u,, ¢, satisfaisant ¢ o < u,< iy, ¥4 >0, 0n a

u

Ue du
(36) Gay (Uay 91) — oy (Ugy 91) D~ [H’e*“i'”—l-- K’f eur —] .

D’autre part, st o < u, < us=u,, on a pour u; Zu_u, et y>>0
s(uy v)y—s(uy, v)>— M.
Done, quels Que sotent uy, u,, ¢, satisfaisant a o < u, < uyZu, et ¢, >0, ona

(37) o'.z‘,y(u‘b V1) - O..L’,_’V(u17 Vi)é" Me—u.

{
Il résulte de la que, quels que sotent u,, u,, ¢, satisfaisant @ o <y < u,
et v, >0, 0na :

o-,v)y(ug, 01) — Gy (Usy 91) D> — [M + H e K’ /ﬁ-w e“’“%],
>— Q. ’
- En effet, si u,~u,, (37) donne
cw,y(ulg, v1) — Cay (U, 01) > — Me—u? > — M.
Si uy > u,, (36) donne

"’ du
O,y (Usy 1) — Ory(Uyy 1) D>— { H e—wx - K’ f e“""—"T},

uy

—+o
~ — { H/e,—uor_'_ Kl f e—ux du l.
- u

: Uy
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Stu, < uy< uy, on a

Ty (Usy 1) — Tay (U1, 91) =[Oy (Ua, 91) — Ty (Uoy 91)] + [T,y (Uoy 91) = Gaoy(tay 91)],

Lt du )
N~ H’e—“o"-’—|—K’f e T M.

0

On démontre de méme que, quels que soient u,, ¢y, ¢, satisfaisant & u, > o
et o< ¢y < ¢y, 0na
O,y (815 02) — Ty (Us, 91) 22— Qu
avec

—+o

do

Qu=M + H' e + K/ f e 2.
15

Alors, si o << U< U, o< V<V, on peut écrire
Oy (U V') — 02y (U, V) =[00y (U, V') — 02,0 (U, V)| + [00,(U, V') — .. (T, V)],
é_‘ Q1’— Q‘17
ce qui donne (35), en posant Q, + Q,=Q.

4.5.2. (35) montrequea, (U, V)estborné inférieurement pour Uet V> o.
En effet, si U’ et V>0, on peut écrire quels que soient U et V satisfaisant

aol U Uetol VIV,
Oay (U, VY — Q + 04, (U, V).
Mais, d’apres ce qui a été dit au paragraphe 1.3.4, quand U etV tendent vers

zéro par valeurs positives, o, (U, V) tend vers une limite finie g, .(+ o, -+ o).
On voit donc que, quels que soient U’ et V> o,

Gey(U, V)~ Q 4+ 05y (+ 0, 4+ 0).
4.5.3. Simaintenant ontient compte de I'hypothése 1, on voit que o, (U, V)

est aussi borné supérieurement pour U et V> o.
En effet, pour U >Uet V>V,

Gy (U, V) 2Q + 00y (U, V).
En faisant tendre U’ et V' vers + o, on obtient a la limite
7ry(U, V) ZQ + @ (2, y).
4.5.4. En définitive, on a montré que les hypothéses du théoréme 6

entrainent que, pour x et y positifs fixés, il existe une constante positive R telle
que, quels que soient Uet V> o,

oz, (U, V)| ZR.

Cette inégalité vaut d’ailleurs pour U et V> 0, puisque ¢, ,(U, V)=o0si U
ouV=o.
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4.5.5. Mais, quels que soient U et V>0, on a, d’aprés ce qui a été dit aux
paragraphes 1.8 et 1.5.3,

U v
S(U, V) :f f 31['r+')y.d°'x,y(u) V))
0 0

d’ou, d’apres ce qui a été dit au paragraphe 1.7.1,
. U
s(U, V)y=eV+Vrg, (U, V) —f x et Vg, . (u, V) du
0

v U AV
—f y v e, (U, v) do —l—f f zy et gy (U, v) du dy.
0 0 [
Par suite
U v U LV
Is (U’ V) ]é R{eu.wvy_l_f retrtVydu +f ¥ ebxtvy do +f f zy ety du dpy }’
0 0 0 0

< 4 R eVr+Vy,

D’aprés ce quia été dit au paragraphe 1.11, ceci entraine que, pour Rz’ >z
et Ry' >y, ®(a', y') existe et est égal a4 l'intégrale absolument convergente

ﬁx’y’e—“‘”'—"f’s (d, v)dudy.

a et y pouvant étre pris aussi petits que ’on veut, ceci a lieu quels que soient 2’
et y’ satisfaisant a Ra' >o0 et Ry > o.
(’est bien le résultat annoncé.

4.6. En combinant le théoréme 6 avec les théorémes 4 et 5, on a les sui-
vants :

TutoriME 7. — Supposons que la fonction s(u, ¢) soit réelle et que :

1. ®(x, y) existe et soit bornée en module pour x et y réels > o;
2. ®(a, y) tende vers une limite finie S quand x et y tendent vers zéro par
valeurs réelles positives ;

3. On ait Es()\, ) <+ oo
4. Il existe trois nombres positifs u,, v, et M tels que :
a. St o< u<uZu,, on a quel que soit ¢ >0

s (i) ) — s (1, 9) > — M;

b. St o< v v Lp,, on a quel que soit u> o

s(u, ¢')y—s(u, v)>— M.

| Alors, s(u, ¢) est bornée pour u et v >0, on a (26) et (28), et, quel que soit
Uensemble B, (27) et (29).
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TukorkmMe 8. — Supposons que la fonction s(u, ¢) soit réelle et que :

L. ®(x, y) existe et soit bornée en module pour x et y réels > o;

2. 1l existe deux nombres réels a et b satisfaisant ¢ 0o < a < b tels que ®(x, y)
tende vers une limile finie S quand x et y tendent vers zéro par valeurs réelles
positives satisfaisant a a < %}/ < b;

On att 55(7\, )< +wo;
. Il existe trots nombres positifs u,, v, et M tels que :
. Sto < u<lu Zu,, on a quel que soit v >0

/ s(u'y, 0) —s(u, o) >—M,

w

N

N

b. St o vV v, on aquel que soitu>o
s(u, o'y —s(u, v)>— M.

Alors, s(u, ¢) est bornée pour u et ¢ >o et l'on a (27) et (29) pour tout

ensemble B ayant la propriété suivante :

Il existe deux nombres positifs € et A tels que, st le couple (u, ¢) appartient a E
I

. 4
etstuetv>>A,onae =~

4.6.1. En combinant le théoréme 6 avec le théoréme 4/, on obtiendrait un
théoréme 7’ que le lecteur pourra énoncer sans peine.
5. Théorémes relatifs aux séries doubles de Dirichlet.

5.1. Nous allons maintenant considérer des séries doubles de la forme

-+ +
(38) 2 2 am,ne—xmx—i‘“nﬁ‘,

m=0 n=0

ou {A,}et{w,} sont deux suites de nombres réels satisfaisant a

oL <hM<h<<...<kn<..., lim 2, =+ o0,
m>—+4 o

0L o< P Palowo o T Pnlovuy Lim tn =00,
N>+

et les a,, , sont des coefficients réels ou complexes.
Il est entendu qu’une série double

—+ ~+
E E Um,n
m=0 n=0
m n

sera dite convergente si la somme partielleE Zuj,,‘. tend vers une limite finie
j=0 k=0

quand mn et n tendent vers + o indépendamment I'un de I'autre.
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5.2. A la série (38) nous associerons la fonction s(u, v) définie pour u
et ¢>> 0 de la facon suivante :

Siu=o0ou¢=o, on prend s(u, ¢) =o.

Siuete>o,on prend s(u, ¢) égal a la somme des a,, , correspondant aux
valeurs de m et n pour lesquelles A,,—Zu et w,=Zv¢, cette somme étant consi-
dérée comme nulle s’il n’existe aucun couple (m, n) satisfaisant a la condition
indiquée. :

D’apres ce qui a été dit au paragraphe 1.3.1, cette fonction est a variation
bornée sur tout rectangle o ~u_-~A, o Z¢ZB.

De plus, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 1.6.1, on a pour U et V>0

U \4
.
[ [ eds o= ¥ apeiee,
0 0

A<U
pr<V

[la somme étant prise nulle s’il n'y a aucun couple (j, k) tel que A; U
et u=—V].

Il résulte de la que la série (38) est convergente ou non suivant que l'inté-
graleﬂc*“x—"yds(u, ¢) existe ou non, et que, lorsqu’il y a convergence, la

somme de la série est égale a la valeur de I'intégrale.

5.3. Ceci étant, il est clair que les théorémes du chapitre précédent four-
nissent des théorémes correspondants relatifs a la série (38).

Nous donnerons seulement ici des corollaires particuliers qui généralisent
les théoremes de Littlewood et de Hardy et Littlewood relatifs aux séries de
Dirichlet simples.

5.4. Nous poserons

m n
:
Y X =S

j=0 k=0
De plus, nous introduirons les quantités
n . m
pm.nZE QA ky qm,n:2 Qj.ne
k=0 j=0
Par ailleurs, il nous sera commode de poser A_, = p._,=o.

5.5. Comme corollaires des théorémes 1a et 2a on a les théorémes sui-
vants :
TutoriME 9. — Supposons qu’il existe une constante positive K telle que I’on ait

hon— R :
lpm,,,IéK—}-—-1 pour A,>o et n>o0
m
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et
| ] =K &"——[IH"—” pour  p, >0 et m> o.
n
Cect entraine la convergence de la série (38) pour Rax et Ry > o.

St la somme F(x, y) de cette série tend vers une limite finie S quand x et y
4% 4w

tendent vers zéro par valeurs réelles positives, la série 2 Ea”“l est conyergente

m=0 n=0

et a pour somme S.
Si en outre F(x, y) est bornée en module pour x ety Ieels positifs, les sommes
partielles S, , sont bornées en module.

Tutorime 10. — Supposons qu’il existe une constante positive K telle que l'on aut
)\m - )\m—f
Ipm,nléK')\— pour },>o0 et nX.o,
m

et

| Gmon| < K% pour p,>o et m>. o,

ce qui entraine la convergence de la série (38) pour Rax et Ry > o.

S’tl existe deux nombres réels a et b satisfaisant a o< a< b tels que la
somme F(x, y) de cette série tende vers une limite finie S quand x et y tendent
vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant i a < < b, S, tend vers S
pour toute suite de couples (m, n) telle que m et n tendent vers + w de maniére

b
B et 2 restent bornés.
)\m Mn

St en outre ¥ (x, v ) est bornée pour x et y réels positifs, les sommes partielles S, ,

sont bornées.

que les rapports

5.6. Pour établir ces deux théorémes, il suffit de montrer que les hypo-
théses faites sur p,, , et ¢, , entrainent que la fonction s(u, ¢) définie plus haut
satisfasse & w,(%, 1) <+ et w,(E, 1+ 0,1+ 0)=opour E égald I'ensemble
des couples (A, t,) OU m et n>x1, et a fortiori pour E contenu dans cet

~ensemble.

En effet, si w,(%, p) <+, l’intégraleﬂe—“w—"yds(u, ¢) existe pour Rz

et Ry > o, de sorte que la série (38) est convergente pour ces valeurs de x
et y et lui est égale, et 'on peut appliquer les théorémes 1 a et 2a.

Avec les hypothéses du théoréme 9, le théoréme 1 a permettra de conclure
que I'on a (27) quel que soit I’ensemble E. En prenant E égal a 'ensemble des
couples (A, 1,) ol m et n>>1, on trouvera que s(A,, (L), c’est-a-dire S,, ,,
tend vers S quand 7 et n tendent vers oo

Avec les hypothéses du théoréme 10, le théoréme 2 a montrera que I'on a (21)
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- pour tout ensemble E ayant la propriété indiquée. Etant donné une suite de
couples (m, n) telle que m et n tendent vers 4o de maniére que les rap-

n )\m , N . )
ports ;i et " restent bornés, on peut prendre E égal a I’ensemble des

couples (A, 11.) correspondants. (27) montrera alors que, pour cette suite de
couples (m, n), S,, , tend vers S.

Dans les deux théorémes, la remarque du paragraphe 3.9 montre que les
suites partielles S, , sont certainement bornées si F(x, y) est bornée pour x
et y réels positifs.

5.7. Nous montrerons que I’on a pour u et ¢ positifs quelconques
(39) W(u, ¢, &, p) ZK[2 + log 2 + log p],

et pour met n 1
(40) W (2, Py A y)éK[log7\+logH].
Il en résultera que
ws(h, ) =K [2 + log A + log u] < + o0
et, pour E égal 4 ’ensemble des couples (A, p,) oum et n>>1,

ws(E, A, 1) <K [log A + log ], d’ou ws(E, 140, 14-0)=o0.

5.7.1. Il suffit de montrer que, sio<uZuv'~Zhuet o< vL¢ v, ona
(41) Is (e, ') —s(u, )| Z K[2 + log 2 + log p],
et que, si A, u' A\, et p, ¢ =, avec m et n>>1, on a
(42) Is(uy ¢) — s (Am, p2n) | Z K [log 2 + log ]

On remarque d’abord que, quels que soient m tel que A,, > o et n>>0, on a

|pmn| <K,
puisque, pour A, > o,
7Lm_ )\m—-1
W}

D’autre part, pour m>>1 et A,_, > o0, on a quel que soitn> 0

| Pl =K log 2.

A m—1

Alors, on va voir que, si o< uZu'ZAuet¢ >o0,o0na
(43) Is(u's 0) —s(u, ¢)| ZK[1+log]. '
Si ¢ < po( o étant > o, évidemment), c’est évident car le premier membre

est nul.
Supposons donc¢ =~ ¢ < U4, aVEC RN 0.
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S’il n’y a aucun 2; satisfaisant a u <A;Zu/, on a s(/, ¢) =s(u, ¢) et le pre-
mier membre de (43) est encore nul.
S’ily en a un, soit A,,, on a

|S(ul’ v) —s(u, ")Izlpm‘,n‘éK~

S’il y en a plusieurs, soit A, A, s -+ ., A, ON 2
my

s(u’, V) —s(u, V) =Pmn+ Z Pm,ny
m=m;+1

d’ou
|s(u, ¢) —s(u, v)iéK—i—KZ]og

my+1

)L m

k)
Aot

éK[I—I—log%mi]a
ZK[1+logh].
On voit de méme que, siu">oeto<¢vZ¢Zpe, ona
(44) [s(u, ¢') —s(u, v) | ZK[1+ logp].

SioluZuZhueto< vLvZpve,(43)et(44)donnent (41) en écrivant

[s(uy o') —s(u, v) [ <[ s(W, 0) —s(u, o) |+ |s(&, o') — s(u, 0) |-
Pour établir (42), nous remarquons d’abord que, si A,,Zu' =ZAA,,, avec m>x1,

on a quel que soit ¢ > o,
[s(w, 9)—$(hm, ¢) | < Klogh.
En éﬁ'et, si ' < Mg 00 ¢ < [,
s(u'y v) — s(hpy v) =o.

Si A, = < Ky, aVee my > m, et == ¢ < {hyis, aVEC 0, ON A

my

s(uy o) —s(hmy 0) = 2 Pin

j=m-+1

my

[s(ty 0) —5(hm, )| = 2 [Pl

j=m—+1
(N Toe M K 1og M
<KX log gl =Klog ™
m-+1
=~ Klogh.

De méme, si p,=Z¢ = i, avec n>>1, on a quel que soit u >o

is(u, ¢')—s(u, pa) | < Klogp.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. 12
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Alors, si 2t/ Z WA, et p, = ¢' <y, avec m et n>x1, on a

[s(y ¢') — 5(Amy pa) | Z s (W, Hn)_s()‘rm Pa) | 1s(d, o) —s(d!y pa) s
< Klogh + Klogp.

La démonstration des théorémes 9 et 10 est ainsi achevée.

5.8. Il est intéressant de remarquer que, st A, et {1, >0, les hypothéses sur
P €6 @ n qui figurent dans ces théorémes sont satisfaites en particulier si l'on a
quels que soient m et n>> 0

| =) (P pns) (1)
(45) l am,nléM ;‘51—‘_ ‘U"_rl .

En effet, si ’'on a (45), on voit que, quels que soient m et n>>o,

Ipm,n l éz ] A,k I;

k=0
A — At " A (e — P—t)
=M= 2 e A

=0

An—Amey [ Andt
e

et de méme

E [J~n‘— [J~n—1 .
lgmnl =M S =0 —

Si ko ou po=o0, les hypothéses sur p,, , et qn , sont satisfaites st lon a (45)
pour tous les couples (m, n) tels que A, et p.,>> o, avec

]a;,niéN}-'L"_—ﬁ_—’ pour p,>o, si ly=o,

et

[tm,o| <N

Am-‘}\m—i .
—— pour Ap>o, st po=o.

En effet, si 11, > o, le calcul fait plus haut montre que I'on a pour ,,>o0
etn>o0

7'1-'7\m'—)\m—1
P | =M 2 5

Si py=0, on a pour A,, >0:
)\m_)\m-i '

,l ) -

| Pmol =|@mol £ZN

(17) Comme nous l’avons dit au paragraphe 5.4, nous posons A—y = p_; =o.
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et pour n >0

n

' , Ql
| P Z | o | + X, | @i,

k=1
i )‘m— )\m- (}\)n_‘ lm—i) P-k_ )uk—i)
= N ———
— N )\m 2 M )\ 2 S ‘U~k
k=1
)\m; m—1

T

e el
_}”‘_l et {N—i—Mf“" A dt }
<N + M= ) l—_lmﬁ
Par conséquent, dans tous les cas, on a pour 2,,”>o0 et n> o,

4<N+ME>;‘”‘—__——;‘L“1-
2 Am

Ipm,n
De méme, pour ., >0 et m>. o,

lqmn|4<N—l—M >%

n

5.8.1. Dans le cas particulier ot \,,= m et p,,= n, on voit que les hypothéses
SUT P n €t @ SONT SaLLS faites si l'on a

M
Amn | < our metn>o
l mynl_—m2+n2 .p > )
avec
N N
]am,olé—”—L pour m>o et I‘lo,nlé,—l pour n>o,
ou, plus particuliérement encore, si l'on a
M ) 9 9
| @mpn| L ——— pour m- n*>o.

m2_|_n..

- En posant e*=X et ¢e7=Y, le théoréme 9 donne ainsi le théoréme de
Knopp cité dans P'introduction (**), avec en moins ’hypothése que

-+ o -+

OO
Z 2 U XY

m=0 n=0

<K pour X et Y réels >~ o et <1.

5.9. Le théoréme 1'a donne comme corollaire un théoréme ¥ déduit du théo-
réme 9 en remplagant ’hypothése que ¥(x, y) tend vers S quand x et y tendent

(18) [13], Satz 5, p. 584..
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vers zéro par valeurs réelles positives par celle qu'il existe deux suiteés { x| et |y,
_ satisfaisant a

" o . T
T = rmem, Yn= rlzlele"y . Im el rp>o, 10, ] et |0,]<< P
. . T — . T
lim r,=o, lim 22—y, lim |0,,| < =,
m>+» m>+» I'm m>—+ o 2
J
. . r _— T
lim r,=o, lim &2 —1, lim |0, <<=,
>4 o0 ny»—+ o rn n>—+ 2

telles que F(x,, y,) tende vers S quand m et n tendent vers + .
5.10. Comme corollaires des théoremes 7 et 8 on a les théorémes suivants :

Trkorime 11. — Supposons que les a,, , sotent réels et qu'il existe une constante
postitive K telle que U'on ait
)\m_ )‘m-i ;\
Paa>s— K——s—r pour Ap>o et n>o

A
et

G — KH—"-——;L"_—E pour p,>o0 e  m>o.
n
Si la série (38) est convergente pour x et y réels positifs et si sa somme F(x, y)
est bornée pour x et y réels positifs et tend vers une limite finie S quand x et y
tendent vers zéro par valeurs réelles positives, les sommes partielles S, , sont
bornées (**) et 'on a

(46) lim S,,=S et lim S, ,>~S—K(2—a—f),
myn -+ @ m,m-w
avec
) A .
o= lim —= et 8= lim -£2.
m>+ « lm1 N> Mt
. LA
En particulier, st —;—*3 tend vers 1 quand m tend vers + et Bt yond vers 1

m n

+oo 4w

quand n tend vers + o, la série 2 Z am,, st convergente et a pour somme S.

m=0 n=0

TutoreMe 12. — Supposons que les a,, , soient réels et qu’il existe une constante
postitive K telle que Uon ait
A — Ay
Pmax— K=—"— pour ln>o0 et nX>o0

An
et

G — K&—;—F”i pour pp>>o0 et m>. o.

(19) Ceci est vrai sans la derniére hypothése.
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St la série (38) est convergente pour x et y réels positifs, si sa somme F(x, y)
est bornée pour x et y réels positifs, et s'il existe deux nombres réels a et b satis-
Saisant a 0o < a < b tels que F(x, y) tende vers une limite finie S quand x et y

, , .. . . . y
tendent vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant a a < = < b, les sommes
partielles S, , sont bornées (**) et ’on a pour toute suite de couples (m, n) telle

. A .
que m et n tendent vers -+ o de maniére que les rapports 5—" et f restent bornés
m n

(47) S—K(2—a—B)ZlimSy,<limSp,£S,
gvec
a= lim <™ e B=lim .
m>4 o 'm+t P> w0 Pn1

St, de plus, a et { sont positifs, on peut affirmer qu'il existe de telles suites de
couples (m, n) pour lesquelles S, ,, tend vers S.

LA
Si == tend vers 1 quand m tend vers + o et “—:“1 tend vers 1 quand n tend

hom n

vers +®, S, , tend vers S quand m et n tendent vers + o de maniére que les

A ,
rapports ;L—” et f restent bornés.
m n

5.11. Indiquons d’abord les conséquences des hypotheses communes aux
deux théorémes.

5.11.1. L’hypothése que la série (38) est convergente pour = et y réels
positifs, et égale a F(x, y), se traduit par le fait que, s(u, ¢) étant la fonction

définie au paragraphe 5.2, I'intégrale ﬂe’“*”"ﬁ’ ds(u, ¢) est convergente pour x

et y réels positifs, et égale a F(x, y). :
Un raisonnement tout a fait semblable a celui par lequel nous avons montré
plus haut que les hypothéses des théorémes 9 et 10 impliquent

Wi(u, ¢, &, ) ZK[2 +1logd +logu] pour wety>o

montre que I’on a ici
I, (u, v, A, ) < K[2 + logh + logu] pour uete>o.
Par conséquent, on a @,( A, p) <+ co.

Par ailleurs, en prenant u, positif, et inférieur &4 A, siA, >oouai,sid,=o,
on voit que, si 0 < u < '~ u,, on a quel que soit ¢ >o0

s(u', v)—s(u, v)#o.
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De méme, en prenant ¢, positif, et inférieur a ., si y., >0 ou a p, si py=o,
on voit que, si 0 < ¢ < ¢ < ¢,, on a quel que soitu >0
s(u, v')—s(u, v)=o.

Les hypotheses 1, 3 et 4 des théorémes 7 et 8 sont donc satisfaites.

5.11.2. D’autre part, un raisonnement semblable a celui par lequel nous
avons montré plus haut que les hypotheses des théoremes 9 et 10 impliquent

Wi(Amy tny A, p) ZKlogdy  pour metn1
permet de montrer que 'on a ici, pour m et n 1,
IL (R ptay Ay ) Z K loghp.

Par conséquent, pour tout ensemble E contenu dans I’ensemble des couples
(Mmy ) 0t met n>x1, 0n a

o, (E, &, ) £ Klogiy, d’ou o, (E, 140, 14+0)=0.

5.11.3. Posons maintenant, pour m et n>>1,

Max[o0, — pm,x] :P;n,m Max[o, — gmn] = q;n,m
Sm,n_“ Sm—i,n—1: 8m,7i, Maxi_O, — 8m,n] =0,

m,n

puis posons
lim p), =2, lim ¢, ,=2, lim 9, ,=2
m,n >« o . m,n >+ o m,n>—+»

et
Max[Z, 2, ] =p.

Ces quatre derniers nombres sont finis, puisque les hypothéses faites sur p,,,
et ¢, entrainent que, pour m et n > 1,

pm,né_ K: Qm,né— K7

et
6m,n: Pm,n—+ Qm,né — 2 K’

et par suite
Pup=K,  qua=K, &, =2K.

Nous allons voir que, pour tout ensemble E contenu dans I’ensemble des couples
(Amy )0t met n>x1, 0n a

(48) @, (E, 4, p) ZKloghp + p.

Il en résultera évidemment que, pour tout ensemble B satisfaisant a cette
condition, on a
w(E, 140,14+ 0)Zp.
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5.11.4. X et . étant fixés, a tout couple (i, n) tel que A, > A, et p, > Pk,
faisons correspondre le couple (72, n') défini par

Am n
)\m’—ié _)\‘ < )\m’ et f-’vll’—ié % < P-n’-

Si w' et ¢ satisfont a

Am

Téu/é)‘m et %l <LV Z Py

il existe m, et n, satisfaisant &
)\nué u' < )\mi+l et [J'n‘é v << Mng1s

et ’on a évidemment

m—1=ZmZm et n'—1Zn < n.
On a toujours
s(u's ') =S n,=5(kn, Pn,)-

Nous envisagerons quatre cas suivant les valeurs de m, et n, :
(a) my>m', n,>>n'.

- Mn 111
Alors 5 <A, <k et o < Pen, < oy €L par suite

An Z b <M, €L Py < P,
On a donc .
S(u’, o) _S()‘m) p‘n) _ [S()\ma V-n) - S()‘ml, Hni)]v
.énls(;\mn Hnyy )\; }*)7
< Klogap.
(b) mi=m'—1 etn,>n'
Alors, on peut écrire

s(u'y ') — 5 Ay Pn) =[S Rty Pn,) — Py, ] — $(Aimy )5
=—[s(hm, tn) — SRy ttn)] — Prav,moy

et, comme X, =~ A, < My €t P, == 1, < [hih,,, CeCI dOnne
s(u'y ¢') = $(Amy pn) Z W Ay Pngy &5 1) + Plrvynys
= Kloghp + prus, n,-
(¢) m>m etn,=n'—1.
Alors on peut écrire

s(u, o) —S(;‘ma Pn) = [8(7\,,,1, Hnr) — qmvn’] - s(km’ l-’-n)y
=—[$(Rm, Pn) — $(Amyy Ponr)] — Gy

et, comme A, =~ X, < AN, et p, =, < pfw, ceci donne

s(u'y v') — (A, P‘n)éné(;\mn ety A, B+ q’ml,n')
ZLKloghp + @iy, nr-
(d) mi=m'—1etn,=n'—1.
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Alors on a

s(y ') = $(hmy ) = [$(Aws ) — Oyt ] — $ (R, ),
=—[5(*my n) — Sy Pr)] — O s
Z I (At oy By 1) + a;nf,n/?
= Kloghp + 0y, .-
5.11.5. Remarquons maintenant que, quel que soit ¢ positif, il existe
deux entiers positifs m, et n, tels que, pour m > m, et n>x n,,

P e+ ¢ un =P + € et O nZ P + &

Alors, ce qui précéde montre que, si A, >xAA,, et p,> up,, on a toujours,
pour ¥ 2/ 2, et 2y 2,

s(u', ¢') — $(hm, pn) Z Kloghp +p + ¢
Autrement dit, pour A,>> A%, et w,> uw,,
H’:()‘m? Hny )\7 H)_éK IOg;‘H"‘— p e

On a donc bien (48) si E est contenu dans I’ensemble des couples (A, )
oumetn>i.

5.12. Ceci étant, supposons maintenant, en premier lieu, que F(z, y) tende
vers une limite finie S quand @ et y tendent vers zéro par valeurs réelles posi-
tives; autrement dit, placons-nous dans les hypothéses du théoréme 11.

On peut alors appliquer le théoréme 7.

D’abord, s(u, ¢) est bornée pour u et ¢ >> o0, donc les sommes partielles S,, ,,
sont bornées.

Ensuite, en prenant pour E ensemble des couples (A, p,) ot met n>>1,
(29) donne
(49) S—p= lim Spa.= lim S,,<S.

mr> 4w mn >4

Si ¢ = o, ceci donne

: lim S, ,= lim Smp=S.
S T mon ot

Si o >0, I'un au moins des nombres 2, 2, ¢ est égal & p-

Si €=y, il existe une suite de couples (m, n;) telle que m et n, tendent
vers + o et que p,, . tende vers o. Pour £ assez grand p,, ,, est positif, donc
égala —p,, ... Par conséquent, p,, ., tend vers — ¢. Comme on a

Smk,nk: Snzk—1,11k+P1nk,nka
ceci montre que

lim Smk,nk: lim Sm;,—i,nk"-Pé lim Sm,n_ Py
k>+w ky>+= mn >+ w
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et par suite
lim S, ,< Iim Smn— 0.
ma>+ « mnd+ =
Si € < p mais 2=y ou d =y, un raisonnement analogue montre que I’on a
encore la méme inégalité.
En comparant avec (49), ceci donne
Lim Sma=38 et lim §,,=S—p.

m,n>—+ o m,n_++ »

Pour établir (46), il suffit donc de montrer que
Pé K(2 —a— ﬁ)a

c’est-a-dire que €, 2 et ¢ sont au plus égaux 3 K(2 —a — B).
Pour m et n>>1, on a ,
p/m,né K——)\m_)\ ;\m—i =K [I — —;\’;_1]-

Donc '
. Z=K(@i—a)=ZK(2—a2—f) (puisque p<1).
De méme,
LK1 —B)=K(2 —a—f).

Enfin, on a pour met n>x1

6m,n'—_———Pm,n—i “+ Gmn>— K )\m_)\ At ’—K £ _;‘un_1 ’

et par suite

B;nnéK[)\m_)\m_i " Hn—‘}-’-n—i]:K[Q_ lm_—l . }_‘Ln_—i]
n= Am n

Donc ¢ ZK(2 —a— 3).

. A
Dans le cas particulier ol == tend vers 1 quand m tend vers + «© et%tend

T e

vers 1 quand n tend vers 4o, on a a={3=1 et (46) montre que S,, , tend
“+® —+ o

vers S quand m et n tendent vers 4o, c’est-a-dire que la série E Za”"" est
m=0n=~0

convergente et a pour somme S.
Le théoréme 11 est donc complétement démontré.

5.13. Supposons maintenant qu’il existe deux nombres réels a et b satis-
faisant & 0 < a < b, tels que F(x, y) tende vers une limite finie S quand x et y

tendent vers zéro par valeurs réelles positives satisfaisant a a<£ < b; autre-

ment dit, placons-nous dans les hypothéses du théoréme 12.
On peut alors appliquer le théoréme 8.
s(u, ¢) est encore bornée pour « et v > o, donc les sommes partielles S,, ,
sont encore bornées.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX — Fasc. 1. 13
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D’autre part, soit { my, n,| une suite de couples (m, n) telle que m; et n;

tendent vers + oo de maniére que les rapports ;"L"* et “ restent bornes.
mg g

Pour £ au moins égal a un certain %,, m, et n, sont >1.

De plus, I'ensemble des couples (A, 1+, ) correspondants aux k> £, posséde
la propriété mentionnée dans I’énoncé du théoréme 8.

On a donc (29) pour E égal a cet ensemble, ce qui donne

(50) S — —p < lim S,,, , < hm S,,,,( = S,
k> =

d’ou, puisque p ZK(2 —a — §8),
S—K(2—a —8)<L lim S, "14 hm s"’k = =
J T

m4-1

~Dans le cas particulier ou )‘)‘ tend vers 1 quand 2 tend vers - cc et 22! tend

n

vers 1 quand ~ tend vers + o, on a « = {3 =1 et ceci montre que S, , tend
vers S.

5.14. Pour que le théoreme 12 soit complétement établi, il reste 2 montrer
que, si « et 3 sont > o, il existe des suites de couples (m, n) ou m et n tendent

[J-n )\m
vers + oo de maniére que les rapports T et o restent bornés, telles que S, ,,

tende vers S.

Nous montrerons plus précisément que, st « et 3 > o, quels que sotent A et B
posttifs satisfaisant a
B 1

K>m’ o y=Max(a, (),

on peut trouver une suite de couples (m, n) ot m et n tendent vers 4 et satisfont d

P

L\<)\

<B,
telle que S, ,, tende vers S.
5. . L’hypothése que > 5 entraine 5 < aB.
Choisissons donc un nombre o quelconque satisfaisant a
~ A
(Dl) ——:;<U'<QB.
B

On voit d’abord que Ion peut trouver une suite de couples d’entiers (2, ny)
telle que m, et n; soient toujours > 1 et tendent vers +oo, et que I’on ait

(52) vo < lim ‘u"lré Lim ny =,

. k>4 )‘m/f k >+ )‘mk

suite pour laquelle on aura (50), d’aprés ce qui a été dit au paragraphe
précédent.
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Si 3=y, on peut prendre pour {my| une suite croissante arbitraire,
assujettie seulement a ce que 7,1 et g/, > 1, puis déterminer n; par

,U-nké almk< Menge+1+

En effet, dans ces conditions, on a, quel que soit k>~ 1, m; et ny>>1 et

1L
i ”kéo.< P'”k P'nlc’*‘l’
)\mk

Pomsc P
d’ou
N RPN LIPS
Mng+1 my.
ce qui donne bien (52).
Si B<y, on aa=1. On peut alors prendre pour {n,| une suite croissante
. . . . . . I N . , .
arbitraire, assujettie seulement i ce que n, .1 et o5 Pn, > Ay, puis déterminer

my, par
Ay = V_‘a Pne < gt
En effet, on a ainsi, quel que soit A>>1, m, et n,>~1 et
L P < )\—;—:-'“—_"—1,
i Ttk

d’ou

ce qui donne encore (52).

5.14.2. Si lim S, _, =S, (50) montre que S, ,, tend vers S.
k>+w

Comme yo > A et 6<B, puisque I'on a (51), il suffit d’enlever éventuelle-
ment un certain nombre de termes au début de la suite { m,, n;} pour avoir une
suite répondant a la question.

5.14.3. Dans le cas contraire, d’aprés (50).

lim S,,, ., <<S.
k>4

Si 'on pose lim S, , =S —m, on aura n > o.
k>4

En appliquant le théoréme 8, on voit que

h_‘_n Smk,nkés—wg(E) 140, I+ 0),
k>+=

ou E est I'’ensemble des couples (A, ., ) correspondants aux 4 >.4,.
Par conséquent, pour E égal 4 cet ensemble,

wy(E, 10, 14+0)>1,
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et par suite, quels que soient 4 et .,
o/ (E, 4, p)>mn.
Autrement dit, A et p. étant fixés, on peut trouver une suite { m,, n | extraite
de la suite { my, n;} telle que”HZ(lm;, T A, ) tende vers une limite w au moins

égale a 7.
D’aprés (51), on peut choisir A et p assez voisins de 1 pour que

gh<<aB et

D’autre part, on peut prendre la suite {m), n;} telle que, pour toutes les
valeurs de &, lmié A, et Vot = [ty

5.14.4. Remarquons maintenant que, pour chaque £, il existe m; et n, tels
que

)\ ! '
I gty <t Z g
A @ k
et
Sm:,n';‘:Sm;‘,n; +HZ()\m£; P-ni; )\) ‘U-) (z())
Alors on a
(53) lim S,,,'/ = = lim Sm ol @ lim S, 4+ o8,
k> F e k> F o >+ o
puisque
lim S, ,, =S —1 et o> 7. '
k>t
D’autre part,
P-n‘ P‘nk )\m;{ )‘mZ+i
= —k )
7‘m','( - )\m;’ )\ 4 ;\m”—H )\m';
P'”k A )\mk-H
lm' At

(2°) En effet, comme la fonction s(u, ¢)—s(hm|, pn} ) prend un nombre fini de valeurs
différentes pour

__é |79y - et ¢ kévép.,,
A n

~~

elle atteint sur cet ensemble sa borne supérieure I (P, B, s X ®)-

Mais, pour u > X, et ¢ X 1, ce qui est le cas ici, on a s(u, v)=Sp o0 m et n sont déterminés
par

Am< < A et Hné"<l~’;n+1-
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Par suite,
— " 7 — A 1 »
Tm % 3 Tm 2% fim ot
k->+=o>\m'l: k++=o)‘m',,k->+°° ;‘ml,_'.
5
(54) é)\a—l»,
o4
< B.

D’un autre coté,
A Y T e R

e -_ M
Al = M, Al B, el

> fn L it ’
Al [ Hnl i

et par suite

. ” . ’ . u”
lim #% < I lim B Jim P

— = i gt )
k>Fwhm] Pk 5T s Aml ks = [An] +1

(%) sﬁwﬁ,

>A.
5.14.5. Maintenant, d’aprés ce que I’on a vu au paragraphe 5.13, on a

HI—; Sm” nués.
k>4 KR
Avec (53), ceci montre que Sm;;,n',: tend vers S quand £ tend vers +ac.
(54) et (55) montrent qu'il suffit d’enlever éventuellement un nombre fini
de termes au début de la suite {m;, n;,} pour obtenir une suite ayant les
propriétés indiquées au paragraphe 5.14.

5.15 Remarquons que des raisonnements semblables 4 ceux du para-
graphe 5.8 montrent que, st A, et o, >0, les hypothéses sur p,, , et qm . qui
figurent dans les théorémes 11 et 12 sont satisfaites en particulier st l'on a quels
que sotent m et n>>0

}.m—)\m— n= n—) P
(56) am,né—M( )\,2’:_)*_(};;: Hn—1 . (2)

St Ay ou po=o0, les hypothéses sur p,, . et G, , sont satisfaites si 'on a (56)
pour tous les couples (m, n) tels que ., et y, > o, avec

o n>> — N EE#! pour u,>o, si Ao=—o,
et
lm'—" )Lm—i .
amo>—N 5 pour Ap>o, st uy==o.

(21) Cf. note (17), p. go.
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5.16. Dans le cas particulier ou A,,=m et p,—=n, en posant e*=X et
e =Y, le théoréme 11 donne le théoréme de Duranona y Vedia cité dans
I'introduction (**).

D’autre part, dans ce cas particulier, on voit que les hypothéses sur p,, , et q,,...
sont certainement satisfaites si ’on a, pour m*+ n* > o,

s

5.17. Ajoutons qu’en utilisant le théoréme 7' auquel nous avons fait allusion
au paragraphe 4.6.1 on pourrait établir un théoréme 11' déduit du théoréme 11
en remplacant I’ hypothése que F(x, y) tend vers S quand x et iy tendent vers zéro
par valeurs réelles positives par celle qu'il existe deux suites {x,, | et {y,} satis-
Saisant a

. - . ™
’ ! '
T =— "melo“" Yn=— rnelo"y rm el 'Jn > o, ! em i el i 6/1 | 2 ’
. . | 47 . - ™
lim r,=—=o, lim 22—y, hm [0, <<~
m>+x m>+= I'm m>-4= 2
7
. . | A —_ T
lim »,—= o, lim 52 =1, lim 10,1 <<
n>+4x n>—+» rn N>+ o 2

telles que F(x,,, v,) tende vers S quand m et n tendent vers + » .
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