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INTÉGRATION DE CLASSES DE COHOMOLOGIE
MÉROMORPHES ET DIVISEURS D'INCIDENCE

PAR DANIEL BARLET ET JON MAGNUSSON

A la mémoire de Louis Doustaing

RÉSUMÉ. - Le premier objectif de cet article est de généraliser, en géométrie complexe locale, l'idée centrale de
la construction de Chow et Van der Waeiden : associer à un cycle son « diviseur d'incidence » avec une famille
analytique de cycles « de référence » (les variétés linéaires de dimension convenables dans le cas de Pjv(C)).

Sous des hypothèses très générales, nous associons ainsi à une intersection complète locale un diviseur de Cartier
de l'espace de paramètre 6'. Il est à noter que nous ne faisons pas d'hypothèse sur les singularités de S.

Le second objectif est d'étudier les singularités des fonctions obtenues par intégration de classes de cohomologie
méromorphes sur une famille analytique de cycles. Notre résultat dans ce cadre permet de contrôler l'ordre des
pôles des fonctions méromorphes ainsi obtenues sur l'espace de paramètre par l'ordre du pôle de la classe de
cohomologie considérée. © Eisevier, Paris

ABSTRACT. - Thé first goal of this paper is to generalize in local complex geometry thé main idea in Chow
and Van der Waerden' construction: associating thé "incidence diviser" of a cycle with a given analytic family of
cycles (thé linear projective varieties of suitable dimension in thé case of PAT(C)).

Under very général hypothèses we associate a Cartier divisor on thé parameter space, in which arbitrary
singularities are allowed to a local complète intersection.

Thé second goal is to study thé singularities of functions obtained by intégration of meromorphic cohomology
classes on an analytic family of cycles. Our resuit enables us to control thé pôle order of thé meromorphic functions
on thé parameter space from thé pôle order of thé given cohomology class. © Eisevier, Paris

0. Introduction

La construction classique de la variété de Chow (voir [C-VdW]) de l'espace projectif
P^v(C) consiste à associer à un n-cycle X de PN(C) le diviseur de la grassmannienne
GN-n-i N(C) des {N - n - l)-plans II de PN(C) défini par la condition d'incidence

|x |nn^0.

Un des buts de cet article est de montrer que cette construction se généralise très
largement en géométrie analytique complexe « locale ». Nous montrons que si Z est
un espace complexe quelconque, et que si Y C Z est localement intersection complète
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812 D. BARLET ET J. MAGNUSSON

relative de codimension n + 1 1, avec (X,),çs une famille analytique de n-cycles 2 de Z
paramétrée par l'espace complexe réduit S vérifiant la condition

(F) [ ̂ om tout s e s l'intersection \X,\ H |y[ est finie et, localement sur 6',
^ contenue dans un compact de Z,

alors la condition d'incidence |X,| H Y / 0 définit naturellement un diviseur de Cartier
effectif Sy de S.

Contrairement au cas classique [C-VdW] (les grassmanniennes étant lisses), l'espace
analytique réduit S peut présenter des singularités arbitraires et la construction de diviseur
de Cartier ne se réduit pas à un argument de dimension.

Une des motivations pour décrire Sy vient du problème de l'intégration de classes
de cohomologie présentant une singularité le long de Y sur les cycles de la famille
(Xs)sçs ne rencontrant pas Y. Une telle classe dans H^(Z - Y, ̂ ) donnera donc une
fonction holomorphe sur S - Sy, et la question est de savoir si une classe à singularité
« méromorphe » le long de Y donnera une fonction méromorphe le long de Sy.

Sous l'hypothèse (F) ci-dessus, nous répondons affirmativement à cette question dans un
cadre général, en précisant également comment contrôler l'ordre des pôles le long de Sy
de la fonction méromorphe définie par l'intégrale sur les cycles d'une classe uj en fonction
de l'ordre de la singularité le long de Y pour uj.

Ceci complète, dans ce cadre, l'étude entreprise par Louis Doustaing dans [Dous].
Dans le cas où les cycles sont compacts, on peut évidemment se contenter de considérer

la famille universelle des n-cycles de Z paramétrée par 5' = C^(Z) (l'espace des n-cycles
compacts de Z). On obtient alors un procédé de construction pour

a) des diviseurs de Cartier effectifs d'ouverts de Zariski denses de C^(Z), associés à
des intersections complètes locales relatives Y C Z de codimension n + 1,

b) des fonctions méromorphes « à pôles contrôlés » sur ces mêmes diviseurs de
Cartier effectifs.

Donnons un énoncé précis dans ce cadre.

THÉORÈME 1. - Soit Z un espace complexe et Y C Z localement intersection complète
relative de codimension n + 1. Soit Q. un ouvert de C^(Z) qui vérifie

(Fc)<
quel que soit X dans ^2, l'ensemble \X\ n |Y| est fini et
|Sy|= {X ç.^: \X\ H |Y| / 0} est d'intérieur vide dans îl

1) Alors l'ensemble |Sy| est naturellement muni d'une structure de diviseur de Cartier
effectif dans ^2.

2) Pour uj e H^Z - Y, f^) présentant un pôle d'ordre < k le long de Y, c'est-à-dire
tel que la section de H^"1^) définie par uj soit localement annulée par î^, alors la
fonction holomorphe définie par

X -^ / uj pour X e Cl \ Sy
J xJ X

présente le long de Sy un pôle d'ordre < k.

1 Cela veut dire que Y est localement donné par une suite régulière de n + 1 éléments.
non nécessairement compacts
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INTÉGRATION DE CLASSES DE COHOMOLOGIE MÉROMORPHES 813

3) Pour une famille plate Y C. Q x Z d'intersections complètes locales relatives dans
Z pour lesquelles la condition (Fc) reste vérifiée sur îî 3, on obtient une famille plate
S y C © x 0 de diviseurs de Cartier telle que V0 ç © on ait (J^y)e = S^.

Terminons cette introduction en signalant que notre construction du diviseur de Cartier
effectif Ey se rattache au début du programme proposé par P. Deligne dans [De], quoique
notre contexte soit assez différent. Bien sûr notre point de vue est plus « géométrique »,
étant en amont du point de vue « cohomologique » de [De]. Cependant, le lecteur trouvera
beaucoup de ressemblances entre les constructions de R. Eikik dans [E] et nos constructions.

Signalons enfin que le résultat obtenu par M. Kaddar [K, p. 321] a été une de nos
motivations pour chercher à construire un diviseur de Cartier, et donc un fibre en droites
sur S.

Précisons le plan de notre article.
Nous commençons le premier chapitre en précisant le contexte dans lequel nous allons

travailler : nous introduisons la notion « d'équerre » correspondant à certains diagrammes
d'espaces complexes

Z-^Z

4
s

II s'agit d'une généralisation de la notion de famille analytique de cycles de Z (non
nécessairement compacts) paramétrée par l'espace réduit S. L'intérêt de cet outil réside
dans son bon comportement par diverses fonctorialités (non seulement en S mais aussi
en Z et Z). C'est aussi un cadre naturel pour l'intégration des classes de cohomologies
(avec singularités éventuelles).

Au paragraphe 4 nous prouvons le théorème sur l'ordre des pôles.
Le chapitre II est consacré à la construction du diviseur de Cartier effectif associé à un

pôle Y C Z localement intersection complète relative. Nous montrons alors que dans ce
cas le contrôle de l'ordre des pôles des fonctions méromorphes s —^ \ uj est aussi obtenu

J x ,
à l'aide des puissances de l'équation locale du diviseur de Cartier Ey associé à Y.

Nous concluons en donnant une version à paramètre, qui est conséquence simple du cas
absolu, grâce aux bonnes propriétés fonctorielles de nos constructions.

L'appendice rassemble quelques résultats « classiques » mais peu accessibles dans le
contexte précis que nous utilisons.

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE. - On appellera espace complexe un espace analytique
complexe, séparé et dénombrable à l'infini. Pour un espace complexe X, on notera \X\
son espace topologique sous-jacent. Soit / : X —^ Y un morphisme d'espaces complexes.
Pour T un faisceau sur X et X' un sous-espace (resp. un cycle) de X, on notera j^F et
f{X'} (resp. f^X') leurs images directes par / si elles existent. Pour Q un faisceau sur Y
et Y' un sous-espace de Y, on notera /*<? et f * Y ' leurs images réciproques par j'.

3 Les Y qui sont localement intersections complètes relatives forment un ouvert; voir [Do].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



814 D. BARLET ET J. MAGNUSSON

Chapitre 1

1. Pondérations géométriques plates

Comme la notion de graphe d'une famille analytique est au cœur de la définition d'une
pondération géométrique, que l'on va donner dans ce paragraphe, commençons par rappeler
sa définition (dans le cas des cycles non nécessairement compacts).

Graphe d'une famille analytique de cycles. Soit Z un espace complexe. Un n-cycle de
Z est une combinaison linéaire localement finie (éventuellement vide)

X =^n,X,3^3

3^1

de sous-ensembles analytiques fermés et irréductibles de Z de dimension pure n à
coefficients dans N* (que l'on supposera deux à deux distincts dans une telle écriture) .
Dans cet article, on appellera une famille analytique de n-cycles ce qui dans [Bl] s'appelle
famille analytique locale de n-cycles de Z (voir [Bl, chapitre IV, définition 2]). Le lecteur
pourra consulter [B-V] pour une discussion sur les définitions équivalentes de cette notion.
Soit X = T^njXj un n-cycle dans Z. Pour tout z dans Z on pose

mult^(X) :== Vn^mult^(X^),

où m\dtz{Xj) est la multiplicité ordinaire du point z dans le sous-ensemble analytique Xj
(voir l'appendice). On remarquera que mult^X) G N car la famille des Xj est localement
finie et mults(^) = 0 si et seulement si z n'est pas dans le support, \X\ = UJ^, du cycle
X. L'entier mult^(X) sera appelé la multiplicité du point z dans le cycle X. La fonction

Z -, N ; z ̂  mult^X)

est semi-continue supérieurement pour la topologie de Zariski. Dans le cas relatif,
c'est-à-dire pour une famille analytique de n-cycles {Xs)sçs de Z, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2. - Soit (X,g)sçs une famille analytique de cycles de Z paramétrée par
l'espace complexe réduit S. Alors la fonction

S x Z -^ N ; ( s , z ) ̂  mult^(^)

est semi-continue supérieurement pour la topologie de Zariski.

Nous donnons une démonstration de cette proposition dans l'appendice.
La proposition 2 nous permet de définir le graphe X de la famille analytique {Xs)s^s

comme cycle de S x Z pour S de dimension pure : le support de ce cycle sera le
sous-ensemble analytique

|X| =: {(^) e S x \Z\ : mult,(X,) > 1}.

Pour Xj une composante irréductible de \X\, soit nj la valeur générique de la fonction
{s^z) i—^ mnlizÇXs) sur Xj., On pose X = Y^rtjXj.

4e SÉRIE - TOME 31 - 1998 - N° 6



INTÉGRATION DE CLASSES DE COHOMOLOGIE MÉROMORPHES 815

Soit S un espace complexe réduit et irréductible. Nous dirons que le morphisme
TT : Z —^ S est équidimensionnel de dimension relative (pure) égale à n si la restriction de
TT à chaque composante irréductible de Z est à fibres de dimension (pure) n.

Pour S réduit non nécessairement irréductible on dira que TT : Z —^ S est
équidimensionnel de dimension relative (pure) égale à n, si pour chaque composante
irréductible Si de 5, la restriction TT^ : Zi —f Si de TT au sous-espace réduit Zi de Z formé
des composantes irréductibles de Z dont l'image par TT est contenue dans Si satisfait la
définition précédente.

On remarquera que si TT : Z —^ S est équidimensionnel et S de dimension pure, alors
Z est également de dimension pure.

Soit S un espace complexe réduit de dimension pure et soit TT : Z —^ S un morphisme
d'espaces complexes que nous supposerons équidimensionnel de dimension relative (pure)
égale à n.

DÉFINITION 1. - Nous appellerons pondération géométrique de TT la donnée d'un cycle
X de S x Z vérifiant

(PG) V5 ç S \X\ H ({s} X Z) = {s} X \7T~\S)\.

Remarque 1. - Cette définition se généralise au cas où S n'est pas de dimension pure
en considérant des pondérations géométriques pour chaque restriction TT^ : Zi —^ Si quand
ï parcourt les composantes irréductibles de S. Mais, comme nous l'a fait remarquer le
rapporteur, les cycles Xi C Si x Zi donnant ces différentes pondérations géométriques
sont de dimension éventuellement différentes et donc X := SX^ n'est plus un cycle de
S x Z au sens de notre définition d'un cycle.

On pourrait, bien sûr, régler cette difficulté en introduisant la notion de cycle relatif (de
dimension relative pure) mais cela n'apporterait que peu de substance mathématique en
alourdissant encore le présent texte. Aussi nous contenterons-nous ici de cette remarque
et ferons-nous (voir par exemple Théorème 7) l'hypothèse que S est de dimension pure,
ce qui n'est probablement pas nécessaire.

Si X est une pondération géométrique de TT, il existe un ouvert dense S ' de S (par
exemple l'ouvert des points normaux de S 4) et une famille analytique (unique) (Xs)sçs'
de cycles de dimension pure n de Z, dont le graphe est le cycle X' = X\S' x Z.

On remarquera que Xs n'est pas défini pour s dans S\S'. Pour une discussion plus
détaillée, le lecteur se référera à l'appendice.

DÉFINITION 2. - Nous dirons que X est une pondération géométriquement plate 5 de TT (ou
encore que (TT,X) est géométriquement plat) si X est le graphe d'une famille analytique
{Xs)sçs de cycles de Z de dimension pure n.

On remarquera que si une telle famille analytique existe, elle est unique, puisque sa
restriction à l'ouvert dense 5" de S est déterminée par TT et X vérifiant (PG). Donc pour
X géométriquement plate le cycle Xs est défini pour tout s dans S.

4 Voir [Bl, chapitre I, théorème 1].
5 Cette terminologie est consistante avec la notion de morphisme géométriquement plat introduite dans [B2].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



816 D. BARLET ET J. MAGNUSSON

a) L'exemple standard. Soit Z un espace complexe et soit (X,)^s une famille analytique
de cycles de dimension pure n de Z paramétrée par un espace complexe réduit S. Soit
z = {(s^ z) ^ S x Z : z e |X,|} le support du graphe de cette famille, muni de sa structure
réduite, étroit TT : Z -^ S la projection canonique. Alors la famille Ç{s} x Xs)sçs de n-
cycles de Z est analytique; notons X son graphe (qui est donc un cycle de S x Z). Le cycle
X est une pondération géométrique sur TT qui est géométriquement plate (essentiellement
par définition).

Dans ces conditions, nous dirons que X est ^pondération géométriquement plate de TT
associée à la famille analytique (Xs)s^s de Z.

b)JJne construction simple non fonctorielle. Soit S un espace complexe normal et soit
TT : Z —^ S un morphisme équidimensionnel de dimension relative (pure) n. Soit \X\ le
support du graphe de TT considéré comme cycle de 5' x Z avec toutes ses multiplicités égales
à 1. Alors \X\ est une pondération géométriquement plate de TT (grâce à la normalité de S).

c) Une construction moins simple mais fonctorielle. Soit S un espace complexe réduit
et soit TT : Z -^ S un morphismejîlat d'espaces complexes ayant des fibres de dimension
pure n. On ne suppose pas que Z est réduit. Désignons^ par Xs le cycle de Z associé au
sous-espace complexe TT-^) de Z. Alors la famille (X,),çs est analytique d'après [Bl,
chapitre V, théorème 8L Notons X le graphe de cette famille analytique (comme cycle
de S x Z). Alors (TT,X) est géométriquement plat. On dira que X est la pondération
géométrique (plate) naturelle associée au morphisme plat TV : Z -^ S.

—Un exemple simple.— Soit S = {(x,y) ç C2 : xy = 0}, et soient

Zi - {{x, y , z ) ç C3 : z2 = x et y = 0}
^2 := {(x, y , z ) ç C3 : z3 = y et x = 0}.

Soit Z = Zi U Zs muni de sa structure de courbe réduite de C3 et soit

7T : Z -^ S

la restriction a Z de la projection C3 -^ C2 donnée par ( x , y , z ) -> (x,y). Le graphe de
TT dans S x Z a deux composantes irréductibles

x! = {{(x, y), (a, 6, c)) : x = a = c2, î/ == b = 0}
Xs = {((rr,?/),(a,6,c)) : a - = a = 0 ^ = 6 = c3}.

Alors le cycle 3Xi + 2X2 est une pondération géométrique plate sur TT, alors que la
pondération géométrique donnée par le cycle Xi + X^ n'est pas plate (nous détaillerons
pourquoi plus loin).

d) Changement de base. Soit (TT,X) : Z -> S un morphisme géométriquement plat de
dimension relative n et soit Àj T —> S un morphisme d'un espace complexe réduit T dans
S. Considérons ZT := T x Z et notons A*TT : ZT —^ T la projection canonique; alors

A*TT estjin morphisme n-équidimensionnel. Notons A*X le graphe de la famille analytique
({t} x X^t^teT de n-cycles de ZT. Alors (A*TT, A*Z) est un morphisme géométriquement
plat et on appelle A*X l'image réciproque de X par A.

Il est clair que le changement de base est transitif, c'est-à-dire que pour (TT,X)
géométriquement plat, p. : T^ -^ Ti et A : Ti -> S, on a (A o ^)*X = ̂ *(A*X).

4e SÉRIE - TOME 31 - 1998 - N° 6



INTÉGRATION DE CLASSES DE COHOMOLOGIE MÉROMORPHES 817

On remarquera que nous n'avons défini l'image réciproque A*X de la pondération
géométrique X que sous l'hypothèse qu'elle soit plate. En effet, déjà pourJT = {so}, où
SQ est un point de S et À : {so} ̂  S, définir À*X nécessite de définir X^. Ceci n'est
vraiment raisonnable, comme on l'a remarqué plus haut, que quand la famille analytique
des {Xs}s^s' (où S ' est l'ouvert des points normaux de S) se prolonge analytiquement
à S 6. C'est précisément la condition de platitude géométrique sur (TT.X) !

Il est facile de se convaincre que les constructions données en a) et c) sont compatibles
aux changements de base; d'ailleurs c) se ramène à a). Nous allons expliquer sur notre
exemple pourquoi la construction du b) n'est pas compatible au changement de base.

—Exemple (suite)—. Notons 5i = {y = 0} et S^ = [x = 0} les composantes
irréductibles de S. Soit TT, : Zi —^ Si pour i = 1,2 les morphismes induits par TT. Alors
(Ti-i.X,) est géométriquement plat pour i = 1,2. Soit^T == {(0,0)} et j, : T c-^ S,
les injections évidentes pour i == 1,2. On a (j\*7Ti,^*Xi) = (7To,2{(0,0), (0,0,0)}) et
Uî^JW = (7ro^3{(0,0), (0,0,0)}) où TTQ : {(0,0,0)} -^ T = {0,0}. Ceci explicite
pourquoi (TT,XI + X^) n'est pas géométriquement plat.

e) Image directe. Considérons un diagramme commutatif de morphismes d'espaces
complexes

Z-^W

.\/.
S

où S est réduit, TT et TT sont n-équidimensionnels et / propre et surjectif.^Soit X une
pondération géométrique sur TT qui soit plate. Définissons alors le cycle f^X de S x W
comme le graphe de la famile analytique {f^Xs)sçs de n-cycles de^W 7; en fait X est
propre et génériquement finie par ïds x / sur son image dans S x W et f^X est l'image
directe de X par ids x / au sens des cycles. Alors f^X est, par définition, une pondération
géométrique plate de TT.

On remarquera que, pour tout s dans S, le morphisme /l^-i/^) : 7^-l(•s) -^ 7^-l(•s)
est propre et surjectif entre espaces de dimension pure n. Donc, au-dessus de chaque
composante irréductible de ITT"^.?)!, il existe au moins une composante irréductible de
k'K5)! c^ est P^0?^ et génériquement finie par / sur celle-ci. Le fait que certaines
composantes irréductibles de [Ti-"1^)! aient une image de dimension strictement inférieure
à n ne gêne pas, comme l'a fait remarquer 0. Gabber 8, puisque l'image directe au^sens
des cycles ne tient pas compte de telles composantes dans la définition du cycle f^Xs.

f) Restriction. Commençons par remarquer que si le morphisme TT : Z —> S admet
une pondération géométrique plate il est ouvert. Cela résulte du fait que les fibres de TT
sont des sous-ensembles analytiques de Z sous-jacents aux cycles d'une famille analytique
paramétrée par S. Pour restreindre TT à un ouvert de Z, on peut donc, modulo^un changement
de base associé à l'inclusion d'un ouvert de S, se limiter au cas où U C Z est un ouvert
tel que 7r(î7) = S.

6 ou au moins au normalisé faible de 5'
7 D'après [Bl, chapitre IV, théorème 6 (local)]
8 Voir D. Barlet, Thé Join Theorem, manuscrit (Nancy 1994)
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818 D. BARLET ET J. MAGNUSSON

Si X est une pondération géométrique plate de TT, alors X \ S x U est une pondération
géométrique plate de TT | U : U -» S : en effet la famille analytique {Xs)sçs se restreint
à U en une famille analytique de U de graphe X | S x U.

2. Intégration associée à une pondération plate

Soit TT : Z —^ S un morphisme d'espaces complexes, avec S réduit, muni d'une
pondération géométriquement plate X. Soit C/TT la famille de tous les sous-ensembles
Tr-propres de Z. Pour appliquer les résultats de [B-V], nous aurons besoin du fait que C/TT
est une famille paracompactifiante de fermés (voir [G] et [B-V]). Pour le vérifier, on note
d'abord que Z et S étant localement compacts et dénombrables à l'infini, les éléments dans
C/TT sont fermés et paracompacts. Il ne reste alors qu'à montrer que tout sous-ensemble
Tr-propre de Z admet un voisinage Tr-propre. Soit alors F un fermé Tr-propre et soient
^ : Z —> R+ et (p : S —> R+ des fonctions propres et continues (dont l'existence résulte du
fait que Z et S sont dénombrables à l'infini). Comme (y? o TrI^^dO, r]) est compact pour
tout r > 0, il existe une fonction continue 0 : R+ —> R+ telle que ^ < 6 o (p o TT sur F.
Alors le sous-ensemble de Z défini par l'inégalité ^ < 0 o (p o TT est un voisinage Tr-propre
de F. Les résultats de [B-V] nous donnent alors une application linéaire, fonctorielle en
un sens qui sera précisé plus loin :

/ :H^(Z^-H°(5,(^)
J 7r,-?C

définie par l'intégration des classes de cohomologie sur la famille analytique (Xs)sçs de
cycles de Z. Pour w e H^Z,^) et s e S on a

a ^w)(s) := ^ w.
•,X / J X s

En fait cette construction est faisceautique sur S (c'est-à-dire on a un morphisme de
05-modules : ^THÎ^ -> Os).z

On a la compatibilité au changement de base, c'est-à-dire que pour un morphisme
d'espaces complexes À : T •-> S avec T réduit, on a un diagramme commutatif

H;^(Z,^)——.H^(ZT,^)

•/(îT,î) P ( À * Î T , À * A - )

+ ,. Y

îî°(S,Os)——x——^H°(T,OT)

où ZT = T Xs Z et À*JsT est la pondération géométrique plate sur À*TT définie au § 1 d).
Restriction. Si U est un ouvert de Z, comme TT est ouvert (car (TT, X) est géométriquement

plat), on peut supposer 7r{U) = S, le cas général s'y ramenant en utilisant le changement de
base associé à l'inclusion d'un ouvert de 6'. On a alors (7r|L7', X\U) qui est géométriquement
plat (le fait d'être une famille analytique de n-cycles est une propriété locale sur S x Z).
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On a alors un diagramme commutatif

ïW,^).——————^—————.H^(Z^)

^('r,?)^ (T .X)

H0 (5,05)

où T est le prolongement par 0 et ^ est la famille des fermés 7r| ̂ -propres.
Image directe. Dans la situation du e) du § 1, on a un diagramme commutatif

H^(îy, ̂ ) ————^————^ ïç/,(Z, ̂ )

J(ir,/,î')^^ ^" J(,r,A')

îl°(S,Os)

qui ne fait que traduire l'égalité /_ J*a = / _ a pour chaque s : c'est la formule
J x s J f^Xs

du changement de variable dans une intégrale, complétée par le fait qu'un sous-ensemble
analytique fermé d'intérieur vide; est de mesure nulle (voir [L]).

3. Équerres, pôles

II sera commode d'utiliser la définition suivante qui généralise la notion de famille
analytique de cycles de Z paramétrée par S.

DÉFINITION 3. - Soit S un espace complexe réduit et considérons deux morphismes
d'espaces complexes

Z-^Z

4
s

Nous supposerons TT équidimensionnel à fibres de dimension pure n. Nous dirons que
£ = (7r,X,p) est une n-équerre sur S si X est une pondération géométrique plate de TT.
Nous omettrons éventuellement le préfixe « n » ou la précision « sur S » si le contexte
ne prête pas à ambiguïté.

L'exemple standard d'équerre correspond à la donnée d'une famille analytique {Xs)sçs
de cycles de Z paramétrée par l'espace complexe réduit S : on considère pour Z le support
du graphe de la famille {Xs)sçs, c'est-à-dire Z = {{s,z) ç^S x Z / z e |X,|}, et pour TT
et p les projections de Z sur S et Z. On considère alors X la pondération géométrique
(plate) sur TT associée à la famille analytique {Xs)ses et on appelle Féquerre associée à
la famille analytique {Xs)s^s de Z le triplet

£=(7T,X,p).

Une équerre est simplement la donnée d'un morphisme géométriquement plat (TT,X) et
d'un morphisme arbitraire p : Z —> Z de même source que TT.
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Opérations sur les équerres (comparer avec d), e) et f) du § 1). Pour £ == (TT, X^p) une
n-équerre sur S avec p : Z —> Z considérons les opérations suivantes :

—Changement de base.-—j)oit À : T —^ S un morphisme d'espaces complexes avec
T réduit, et soit p\ : T Xs Z —> Z le morphisme composé de la projection canonique
suivie de p. On dit alors que l'équerre A*<f := (À*7r,À*X,pi) est obtenue de £ par
changement de base.

—Image directe.— Soit un diagramme commutatif

z—^w^z

de morphismes d'espaces complexes avec / propre et surjectif, TT n-équidimensionnel et
p = q o f. Alors l'équerre f^£ := (TT, f^X, q) s'appelle l'image directe de £ par f.

—Restriction.— Soit U un ouvert de Z\ alors comme on a remarqué dans f) de § 1, le
cycle X | S x U est une pondération géométrique plate du morphisme TT | U : U —^ S. En
complétant cette restriction par le changement de base i : ̂ (U) —•> S, on obtient l'équerre

£ \ U := (î*(7T 1 U),i^X [ S x U),p [ U).

On dira que £ \ U est la restriction de £ à l'ouvert U. S'il n'y a pas de risque d'ambiguïté,
on notera £ \ U au lieu de £ \ p^ÇU) pour un ouvert U de Z.

Intégration sur les équerres. Soit £ = ( ^ ^ X ^ p ) une équerre sur S avec p : Z —>• Z.
Si $ est la famille des fermés F de Z tels que p'^-ÇF) soit Tr-propre, la composition
de l'image réciproque

p* : H^(Z^) - H^(Z^)

et de l'intégration sur (TT,X)

^ : H^(Z^) - H°(5^)
'•fTT ^X

fournit un morphisme d''intégration sur l'équerre

LH^^^H0^^)
J e

dont les propriétés fonctorielles se déduisent aisément de celles de _.
J^,x

Pour une sous-famille de supports <!>' de <& on dira également que le morphisme évident
H^/(Z,Î2^) —^ ïi°(S,Os) est un morphisme d'intégration sur l'équerre. Nous laissons le
soin au lecteur d'écrire, pour des équerres, le comportement de / par changement de

. . . ,. J ebase, restriction et image directe.
Les classes de cohomologie (de Z) que nous voulons intégrer sur l'équerre £ = (TT, X ^ p )

auront en fait des singularités sur un sous-espace complexe Y de Z. Il sera donc commode
d'introduire la notion suivante :
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DÉFINITION 4. - Soit £ = (7r,X,j?) une n-équerre sur S. Nous appellerons pôle pour £
la donnée d'un sous-espace Y de Z vérifiant les conditions suivantes :

1) p*(Y) est fini sur S,
2) 7r(p*y) est d'intérieur vide dans S.

Dans ces conditions, le sous-espace S := 7r{p*Y) de S sera appelé le lieu polaire de (£, Y).

Remarque 2
1) Soulignons le fait que S est l'image directe du sous-espace p*Y de Z par le morphisme

TT, c'est-à-dire le sous-espace de S défini par le noyau du morphisme Os —^ 7r^0p*y.
2) Le sous-espace S ne dépend pas de la pondération géométrique X du morphisme TT.

Avant de pouvoir énoncer notre premier théorème, il nous faut rappeler quelques notions
concernant la cohomologie locale.

Soit Z un espace complexe, F un Oz -module, Y un sous-espace complexe de Z et
k > 0 un entier. Alors le C-espace vectoriel H^(Z,^) et le Oz-module H^(J^) sont
indépendants de la structure analytique de Y. Soit Zy le Oz -idéal qui définit Y et soit
v > 0 un entier. Notons A" le sous-module de H^(^) formé de tous les germes annulés
par T'y et P080115

H^D^U^.
i/>0

Alors Hiy^.F) est un sous-module de H^(JF), appelé la partie méromorphe de H^(.F). On
considérera Hfyi^) toujours comme un Oz-module filtré, muni de la filtration (^)i.>o,
l'idéal IY étant précisé si nécessaire.

On définit la partie méromorphe de H^(Z^), notée H^^Z,^), comme étant l'image
réciproque de r(Z,H^(.^)) par la flèche latérale

H^(Z^)-r(Z,H^(^))

et on la considérera toujours comme un C-espace vectoriel filtré, muni de la filtration
induite par la filtration de Hjy^JF).

À l'injection canonique j : V ̂  Y d'un sous-espace complexe V de Y correspondent
des morphismes canoniques

j:H^(Z^)->H^(Z,^)
j::H^)-H^).

Ils induisent respectivement des morphismes filtrés

[j]:H^(Z^)-H^(Z^)
[j]:H^(^)->H^(^).

En particulier, dans le cas où \Y' = \Y\ et Ty Ç îy/, les deux flèches j et j sont l'identité,
mais les flèches [j] et [j] sont des monomorphismes de C-espaces vectoriels filtrés et de
0^-modules filtrés (respectivement) et ne sont pas en général des isomorphismes filtrés.

Comme chaque classe uj dans Hk~l{Z\Y,J:} induit une section globale du faisceau
H^(.F), on pose la définition suivante.
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DÉFINITION 5. - Soit Y un sous-espace de l'espace complexe Z défini pari'idéal IY. Soient
n et y des entiers > 0; nous dirons qu'une classe uj dans ET^Z \ Y, F) a une singularité
d'ordre <v le long de Y si Z^ annule la section globale de H^4'1^) induite par uj.

Ajoutons à ces rappels le lemme suivant auquel nous aurons souvent recours :

LEMME 3. - Soit un carré commutatif d'espaces complexes

X^->Y

4 i.
S —>T

9

Alors p(f*Y) est un sous-espace complexe de g*q(Y) si les deux espaces sont définis.
La démonstration est un exercice sur la catégorie des espaces annelés.

4. Le théorème sur l'ordre des pôles

THÉORÈME 4 (Ordre des pôles). - Soit £ = (TT, X,p) une n-équerre sur S et soit Y C Z
un pôle pour S. Soit S = 7r(p*Y) le lieu polaire de (<f, Y). Alors il existe une application
C-linéaire naturelle

^yrH^Z^-H^Os)
vérifiant les propriétés suivantes :

1) L'application p^ y est compatible avec l'intégration surl'équerre £ \ Z\Y, c'est-à-dire
que l'on a un diagramme commutatif

Hî^zYy^^-^H^z,^)
^-4 \P£'Y
îî°(S\^Os}-^^1î^Os)

où ̂  = ̂  H (Z \ Y), avec <î> la famille des fermés F tels que p~~^{F') soit ^-propre.
2) L'application pe,y donne un morphisme d'espaces vectoriels filtrés

[p^Y}^\Z^^}i^{S^Os}

où les filtrations par l'ordre des pôles sont associées respectivement aux sous-espaces Y de
Z et S de S (avec leurs structures « niipotentes » respectives).

3) L'application pey est fonctorielle par changement de base \ : T —> S pourvu que
A* S soit d'intérieur vide dans T (alors Y est encore un pôle pour \*£).

4) Si q : Z —> Zi est un morphisme d'espaces complexes et si Vi C Zi est un sous-espace
de Z\ tel que (fY\ = Y ' , on a un diagramme commutatif

H^^Zi,^)

où <fi = (TT, X, q o p) admet Vi pour pôle.
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5) L'application p^y est compatible avec les images directes. De manière précise,
considérons un diagramme commutatif de morphismes d'espaces complexes

— / -— Qz——^w-^z

avec £ = (-TT, X, q o f) une n-équerre munie d'un pôle Y C Z et où f est propre et surjectif
avec TT n-équidimensionnel. Alors Y est un pôle pour f^S = (TT, /*X, ç), et de plus

P£,Y = P€i,Y'

Remarque 3
1) Dans le n° 5 du théorème ci-dessus, notons S et Si les lieux polaires de (£,Y) et

(/,<?,Y) respectivement. Alors |E| = |Si|. Donc îî^(S,Os) = îî^ÇS.Os) et l'égalité
PS,Y = Pe^v traduit la formule f^ /*a = J ^ a (voir § 2). D'autre part les sous-
espaces complexes S et Si sont en général différents, mais d'après le lemme 3, S est un
sous-espace de Si. En notant j : S —^ Si l'injection canonique, on obtient le diagramme
commutatif suivant de morphismes d'espaces vectoriels filtrés :

H^1^,^)-^-^ Hp] (5, Os)

h>\. l131

où [j} est le monomorphisme d'espaces vectoriels filtrés induit par j (voir § 3).
2) II résultera de la démonstration du théorème que le morphisme p^y est unique, qu'il

est déduit d'un morphisme de Os -modules
p,^:7^^îlyl^nz)^îl^oc>)

et que celui-ci induit un morphisme de Os -modules filtrés

^ l *Tjyi+l/oyi\ Tjl ( ̂  \_^y] '' 7r*P H[y] (^z) -^ Hp]^).
Démonstration (Théorème 4). - (i) Rappelons un lemme « plus ou moins classique »

que nous aurons à utiliser.
LEMME 5. - Soit Z un espace topologique séparé et soit <I> une famille de supports dans

Z. Soit Y ç $ et soit f un faisceau de groupes abéliens sur Z. On a alors une suite
exacte longue de cohomologie

-. H^(Z^) - îîïnçz\Y){Z \ V,^) - ïiy\Z^) - . • .
Rappelons rapidement la démonstration : comme on a toujours une suite exacte

o ̂  ry(z,^) ̂  r^(z^) ̂ r^çz\Y)(z \ Y^)
il suffit de montrer que pour T fiasque la restriction res est surjective. Supposons donc T
flasque et s ç T^çz\Y)(Z \Y,^F). Alors s admet un prolongement s € Y(Z,T\ Mais
Supp s = F H (Z \ Y) où F e $. On a donc Supp s C F U Y qui est encore dans $ car
Y e <5>. Cela montre que s e 1^(2', .F), d'où la surjectivité de res pour ^ flasque et le
lemme via l'usage de résolutions flasques.

D
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(ii) Définissons le morphisme p^y. Pour tout ouvert V de Z, il y a une flèche naturelle

H^(^^) -> H;+^_.^^-l(y)^*^)
d'où un morphisme de 0^-modules

H^+l/r)n\ _, /y, TJ^+1 /^O^
—y l^zJ -^P*-n.p-i(y)(j> ^z)'

Les foncteurs ̂  et p* étant adjoints, ce morphisme correspond à un unique morphisme
de 0~-modules

Zi

*/Tjn+l/Qn \ \ -«_jn-)-i / *^n\
^ (,ay (^zJ) -^Hp-i(y)h ^z)

ce qui nous donne un morphisme de Os -modules

a : ̂ (H^^)) -> Tr.H;.^^*^).

Pour chaque ouvert (7 de S on a un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

HÎ^-^^^^^^HS^-^^Yp-^y),^^)^^^^^^-^^),?*^)-^...

1 1
îî°(U^Os)——————^H°(<7\E,Os)—————————^H^Os)

avec $ := (c/7r) H TT-^II) et ^ = (c/7r) H (TT-^E/) \ p-^V)), où la flèche verticale
de gauche est l'intégration sur l'équerre £ \ Tr^ÇU) (voir § 3) et où la seconde flèche
verticale est obtenue par l'intégration sur l'équerre £ \ ^(U \ S) en commençant par
utiliser la restriction

^^~\U)\p-\Y),p^)^ïl^.^^-\U\^,p^)

qui provient de l'inclusion de p'^iY) dans 'Tr"^!;).
Passons aux faisceaux associés sur S. Nous allons montrer d'abord que le préfaisceau

U^îi^Y^-^U),^)

engendre le faisceau Tr.îÇt^y^p*^). Mais précisons tout de suite que si le préfaisceau

W^H^^y,^)
sur Z est un faisceau 9, le résultat est évident. Pour établir que le morphisme canonique

""^W^^)'̂ ) - (^H^y/P^)),
U^s

est un isomorphisme, il suffit de remarquer que :

9 C'est le cas par exemple si on suppose p~1 (Y) c Z localement intersection complète relative de codimension
n + 1 et Z lisse.
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a) Pour chaque point z de / ï ï '~ l ( s ) ̂ p'-l(y) la composante connexe de Tr"1^) ̂ \p~l(Y)
qui contient z décrit un système fondamental de voisinages ouverts de z dans p'^V)
lorsque U décrit un système fondamental de voisinages ouverts de s dans 5; ceci résulte
de la finitude de p~l(Y) sur S .

b) Le préfaisceau V vérifie « Mayer-Vietoris » pour deux ouverts disjoints; c'est-à-dire
P(^ u v^) = P(Vi) e P(V^) si Yi n v^ = 0.

Pour chaque s dans 5 et pour chaque entier k > 0 on vérifie alors que

ImiH^-.^^Tr-1^)^*^) =îik^7^-l(s^p^ | TT-^)) = (^7n(p*^)L.
Î735

On obtient donc le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

R^^^z) ——^Q ——^^H^^^^QS) -^"^.(p^) -^ • • •1 1 -ly Y Y
05———^i^Os———^îî^(Os)——————^0

où G désigne le faisceau associé au préfaisceau

(7-H^(7^-l(t/)-p-l(y),p*(^))

et où i : S \ S ̂  S est l'inclusion. D'après [B-V] et [R], on a .R7^+17n(p*^) = 0 car les
fibres de TT sont de dimension n. Il existe donc un unique 05-morphisme

/3:^Hn+l^(p*^)-.H^O^)

qui complète le diagramme précédent. Comme S est réduit et S d'intérieur vide dans S,
on a H^((?.s) = 0, et donc la bijectivité du morphisme latéral

e:H^05)-H°(5,H^(0^

(voir [G, I, théorème 4.5.1]).

Considérons le diagramme commutatif

Hî(Z\y,H^)———a-——^H^Z,^)—————^H^Tr^H^1^))

Ican ca,n H°(a)

L Y

^/.(êYp-^y),^^)—^^^^^,?-^)—^^^^^^
3! H°(/3)

+ + +

H°(5\S,Os)———9-———^H^Os)———e-———^H°(5,H^(Os))

On définit p^y comme le morphisme

e-1 o H°(/?) o e1 o can : H^Z, îî^) -^ H^(5, O^).

(iii) La définition du morphisme /9^y montre que les n° 1, 3, 4 et 5 du théorème sont des
conséquences immédiates des propriétés correspondantes de l'intégration sur les équerres.
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Démontrons le n° 2 du théorème. Pour alléger les notations, on écrira p au lieu de pe y.
Soit v un entier > 0 et soit ̂  une classe d'ordre < v dans H^+^Z, Og). Cela veut dire que
^y^y = ° Pour tout ^/ dans Y, où cc;y désigne le germe défini par uj dans (H^^))
Montrons que î^,^(^)^ = 0 pour tout s dans E, où p(o^ désigne le germe défini p^r
p(o;) dans (H^C^))^. Comme a et /? sont des Os-morphismes, il suffit de montrer que
la section globale de TT^^Î^+^O^), définie par a;, est annulée par T^ en tout point de
E. Pour cela nous aurons besoin des faits élémentaires suivants :

LEMME 6. - Soient A et B deux anneaux commutatifs et (p : A -» B un morphisme
d'anneaux. (1) 5'; 1 est un idéal de A et M est un A-module annulé par I , alors le B-
module B 0A M est annulé par l'idéal engendré par ( p ( I ) dans B. (2) 57 J est un idéal
de B et N un B-module annulé par J , alors en tant que A-module, N est annulé par
V idéal (^(J) dans A.

Soit z dans p^ÇY). La première partie du lemme ci-dessus montre que le germe défini
par ^ dans (p*!!^1^))^ est annulé par (j)*Z^), = (p'Iy)^ = (^y,.)'.

Ensuite pour s = 7r(>), on voit que (Tr^î^y), annule le germe défini par uj dans
(^^Sï^1^))^ et la deuxième partie du lemme montre que ce germe est annulé par
Tr^TT^y),, où TT, : Os,s -^ (TT^),, donc aussi par 1^ carZ^ Ç ̂ -^(^Z;^),).
Ceci achève la démonstration du théorème 4.

D

Chapitre II

L'objectif de ce second chapitre est de montrer qu'étant donnée une n-équerre
£ = (7r,X,p) sur S avec p : Z -^ Z et un pôle Y c Z pour £ qui est localement
intersection complète relative de codimension n + 1 (c'est-à-dire que l'idéal de Y dans
Z est localement engendré par une suite régulière de n + 1 éléments), on peut définir
sur |7r(j9*y)| une structure naturelle de diviseur de Cartier effectif, c'est-à-dire un idéal
localement principal de Os qui définit l'ensemble analytique \7r(p*Y)\. Cette construction
vérifiera que l'intégration sur l'équerre d'une classe de H^(Z \ V,^) dont l'ordre de
singularité le long de Y est borné par un entier positif k induira une section globale de la
puissance (tensorielle) fc-ième du fibre en droites associé à ce diviseur de Cartier.

Le chapitre est divisé en deux paragraphes. Le premier paragraphe contient tous les
résultats ainsi que leurs démonstrations, à l'exception des démonstrations du théorème 7
(cas simple) et de la proposition 9. Ces démonstrations, assez techniques, constituent le
deuxième paragraphe.

5. Enoncé des résultats

Nous aurons besoin de la notion suivante : soit k un entier positif ou nul, soit X un
espace analytique et soit / : X -^ C une fonction analytique. Alors on appelle norme de
f la fonction analytique N ( f ) : Sym^X) -> C définie par

k

7V(/)(^,...,^)=]"J/(^
i=l
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Autrement dit N{f) = sj, o Sym^/) où Sk : Sym^C) -> C est la fc-ième
fonction symétrique élémentaire et Sym^/) : Sym^X) —^ Sym^C) est l'application
canoniquement induite par /. On remarquera que pour k = 0 l'espace Sym^X) contient
exactement un point et N(f) prend la valeur 1 en ce point.

THÉORÈME 7 (Cas simple). - Soient Z un espace complexe, {Xs)sçs une famille analytique
de n-cycles de Z et Y un pôle pour la famille 10. Supposons Y C Z localement intersection
complète relative de codimension n + 1 dans Z et notons S son lieu polaire. Alors il existe
un unique diviseur de Cartier effectif S y dans S tel que |Ey| = |S|, déterminé par la
construction suivante : soit SQ ç S et soit U un voisinage ouvert et relativement compact
de \Xso\ H \Y\ dans Z; soit Y localement intersection complète relative de codimension n
d'un voisinage ouvert de U qui vérifie :

-Y C Y au voisinage de U;
-\Y\ n |XJ n U = \Y\ n |XJ n U et \Y\ n |XJ n OU = 0;
-il existe f dans 0(U) engendrant l'idéal de Y dans Oy au voisinage de U.

Alors, dans un voisinage de SQ, le diviseur Sy est défini par la fonction analytique sur
S donnée par

s ^ N ( f ) { X , H Y \ U ) .

Remarque 4. - Dans le cas Z lisse le lecteur est renvoyé à [Bl] pour la définition de
Xs H Y | U et la démonstration du fait que les Xs H Y\U forment une famille analytique
de 0-cycles dans U. Le cas où Z est un espace complexe quelconque n'est pas vraiment
différent pourvu que Y C Z soit localement intersection complète relative ; la définition
de l'intersection Xs H Y\U dans. ce cadre mérite quand même quelques explications qui
seront données au n° 2 de l'appendice.

Démonstration. - Si U, V, / et SQ sont comme dans l'énoncé du théorème, on dira que
le triplet (î7,Y,/) est adapté au point SQ.

Montrons d'abord que pour tout SQ dans S il existe un triplet adapté à SQ. On peut
supposer que SQ G |S| car le cas SQ ^ |S| est trivial. L'ensemble |XJ H |V| étant fini
et Y étant localement intersection complète relative dans Z, il existe un voisinage ouvert
V de |XJ H |V| et /o,. • . Jn C FÇU^ ïy) qui engendrent IY\U\ où Ty est l'idéal de
définition de Y. L'application U ' —> C7^1 donnée par

X^-> (fo{x),...,fn(x))

est plate au voisinage de \Xso \ H \Y\ et Y H U ' est sa fibre au-dessus de l'origine de C7^1.
Quitte à rétrécir V, elle induit une application plate et surjective F : V —> V, où V est
un voisinage ouvert de l'origine dans C^1, telle que F\\^ \ :\X \ ~" ^ solt ^me' ^
s'ensuit que F*(XsJ est bien défini comme diviseur de V. Prenons une droite i passant
par l'origine dans C71"^1 telle que ênF^X^) soit fini et posons Y := F*t Choisissons un
voisinage ouvert W de l'origine dans C7^1 tel que \W n i H F^(X^}\ = {0} et prenons
pour V un voisinage ouvert et relativement compact de \Xso\ H |Y| dans F'"1 (TV). Soit

10 Cela signifie que Y est un pôle pour l'équerre associée à la famille; c'est-à-dire que l'image réciproque de
Y sur le graphe est finie sur S et que 7i-(y) est d'intérieur vide dans S.
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h : C"4-1 -^ C une fonction analytique qui induit une coordonnée centrée à l'origine de L
Si on pose / := h o F, alors le triplet (U, Y, f) est adapté à SQ.

Soit (<7,yj) un triplet adapté à SQ. Montrons que ( U ^ Y ^ f ) est adapté à 5 pour tout
s assez voisin de SQ. Notons TT et p les projections canoniques du graphe de la famille
(Xg)sçs sur S et Z respectivement. Comme le morphisme 7r| -i/^ : p^CY) -^ S est
fini, l'ensemble ^{p-\Y \ Y H U)) est fermé dans S et ne contient pas SQ et pour tout
s dans l'ouvert complémentaire, on a |X,| H |V| Ç [/. Les conditions \Y n X,| n ÏÏ fini
et |V H Xs\ n <9(7 = 0 sont vérifiées pour tout s assez voisin de 5o car U est compact.
Cela implique qu'il existe un voisinage S9 de SQ dans 5 tel que (U, Y, f) soit adapté à s
pour tout s dans 5'. De plus, on obtient que (X H Y [ U)^s' est une famille analytique
de cycles dans Sym (t/) pour un certain k (voir [Bl] et l'appendice). Il s'ensuit que la
fonction s ̂  N(f)ÇX, nV | U) est bien définie et analytique. Elle engendre un Os' -idéal
1 tel que Supp(Os//Z) = |S| H S\ La démonstration du théorème consiste donc à prouver
que ISQ est indépendant du choix de triplet adapté à SQ. Cette démonstration étant assez
technique sera donnée au paragraphe 2.

D
Avant d'énoncer le cas général du théorème 7, on va introduire deux notions.
DÉFINITION 6
1) On dira qu'une équerre <?= (TT, X,p} sur S avec p : Z -^ Z est de dimension pure

si S et Z (et par conséquent Z aussi) sont de dimensions pures.
2) Soit une n-équerre de dimension pure £ = (7r,X,p) sur S avec p : Z -^ Z et soit

Zi C Z localement intersection complète relative de codimension d. Si ̂ ^(s^np-1^^)
est de dimension n- d pour tout s dans S, alors on pose n

^Z,:=(^^X^p,)^

où p : S x Z -> Z est le composé de la projection canonique S x Z —> Z suivi de p et
où pi : p*Zi —^ 2i est le morphisme induit par p. On dira que la {n - d)-équerre £ H Zi
est l'intersection de £ avec Zi.

THÉORÈME 7 (Cas général). - A la donnée de :
-une n-équerre de dimension pure £ = (TT, X,p) sur S avec p : Z —> Z,
-un pôle Y pour £ localement intersection complète relative dans Z de codimension n+1,

on associe un diviseur de Cartier effectif^, Y) dans S de support [S[, où S est le lieu
polaire de {£, Y). Cette correspondance vérifie les propriétés suivantes :

1) Si £ = (TT, Sym^C^C^) est l'équerre associée à la famille universelle sur Sym^C)
et Y est l'origine (réduite) de C, alors le diviseur S(f, Y) est défini par la k-ième fonction
symétrique élémentaire sje : Sym^C) —^ C.

2) (Changement de base) Si À : T -^ S est un morphisme d'espaces complexes tel que
A-^IEI) soit d'intérieur vide dans T, alors Y est un pôle pour A*<? et

A*S(^y)=E(À*<?,r).

11 Pour la définition de X.pZ^, voir le n° 2 de l'appendice
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3) (Restriction) Pour W un ouvert de Z tel que Y soit un pôle pour £\W, on a

s(^y)=s(£|iv,y)

sur l'ouvert Sw := {s G S : TT-^) np-^Y) Ç W}.
4) (Image directe) Soit un diagramme commutatif

z——^w^z

d'espaces complexes avec f propre et subjectif, TT équidimensionnel et p = q o j. Alors
S(^V) = W£^Y) où U£ - (7rJ*Z,ç).

5) Soit Zt localement Intersection complète relative de codimension (pure) < n dans Z
contenant Y telle que Y soit localement intersection complète relative dans Z ' et telle que
Véquerre £ H Z ' soit bien définie. Alors Y est un pôle pour £ n Z ' et

s(é:nz^y)=s(^y).

6) Si q : Z —^ Zi est un morphisme plat d'espaces complexes et Vi C Zi est localement
intersection complète relative telle que q*Y^ = Y, alors

s(^yi)=s(^y),

où £1 = {^,X,q o p).

De plus, les propriétés 1 à 6 caractérisent cette correspondance.

Remarque 5. - Comme nous l'a fait remarquer le rapporteur, l'hypothèse de pureté de
dimension pour Féquerre £ n'est probablement pas utile dans le théorème 7 (cas général).
Cependant, la considération d'intersection d'équerre (propriété 5) conduirait, sans cette
hypothèse, aux difficultés signalées à la remarque 1 qui suit la définition d'une pondération
géométrique (au début du chapitre I). Là encore, le gain en généralité nous semble faible par
rapport à l'alourdissement du texte, et nous laissons à l'utilisateur de cette généralisation
le soin de se convaincre qu'elle ne présente que des « difficultés d'écriture »

Pour la démonstration du théorème, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 8. - Soit £ = (TT, X, p) une n-équerre sur S avec p : Z -^ Z. Soit Y un pôle pour
£ et soit S le lieu polaire de (£, Y). Alors, quel que soit SQ dans S, il existe des voisinages
ouverts 5" de SQ dans S, W de [Xs, \ HP-^IVI) dans Z etU de p(\X,, \) H |V| dans Z tels
que 7r~\s) np-^IVI) Ç W eîp^Xs \ W} soit bien défini (en tant que n-cycle dans U)
pour tout s dans S ' et que {p^{Xs \ W))^, soit une famille analytique de n-cycles dans U.

Démonstration. - Soit SQ dans S. Considérons le morphisme

(7T,p) : Z -> S X Z.
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Quel que soit y dans p(|XJ) H \Y\, la fibre {^,p)~l{so,y) = |XJ Hp-1^) est finie et,
par conséquent, il existe des voisinages ouverts S y x Uy de (so,y) dans S x Z et Wy de
(Tr,?)"1^,^) dans Z tels que le morphisme

{^.P)\Wy ' ' W y - > Sy^Uy

soit fini. On peut prendre les Uy deux à deux disjoints et les Sy tous égaux au même
voisinage S " de SQ. On obtient alors un morphisme fini

(TT^)I^ : W -> S11 X U

où U désigne la réunion des Uy et W désigne la réunion des Wy. Or

Tr^-^-iv'njr^y)]
est un fermé de S qui ne contient pas le point SQ', donc

S' := S" H (S - 7r\p-\Y) - W1 Hp-^Y)])

est un voisinage ouvert de SQ dans S tel que Tr"1^) Dp"1 (Y) Ç TV' pour tout s dans
5". Alors pour W := W H TT-^) le morphisme (TT,;?)]^ : W -> 5" x (7 est fini. En
particulier;?],-, , : |^|n1V^ U est fini pour tout s dans 5" et d'après [Bl, chapitre|A.s| n w
IV] cela implique que p^(X^\W) est bien défini (comme n-cycle dans U) pour tout s dans
5" et que Çp^{Xs | W)) est une famille analytique de n-cycles dans U.

D

Démonstration (Théorème 7 (cas général)). - Soit SQ dans S et choisissons des ouverts
5", IV et Î7 comme dans le lemme ci-dessus. Notons S^/ le diviseur de Cartier (unique)
dans 5" défini par la famille analytique (p*(Xg | W))^ d'après le théorème 7 (cas
simple). De cette façon, on obtient un recouvrement ouvert {S\)\ç^ de S où chaque
ouvert S\ est muni d'un diviseur de Cartier, et grâce à l'unicité de ces diviseurs, ils se
recollent en un diviseur de Cartier S(<?,y) de S. Montrons que la correspondance vérifie
les propriétés 1) à 6) :

1) Soit z la coordonnée locale de C; alors Y est donné par l'équation z = 0 et il suffit
de remarquer que N(z) n'est autre que la fc-ième fonction symétrique élémentaire

Sk : Sym^C) -^ C.

Pour montrer que les autres propriétés sont vérifiées, on peut supposer, grâce au lemme
ci-dessus, que (p^Xs)sçs est une famille analytique de n-cycles de Z, qu'il existe Y C Z
localement intersection complète relative qui contient Y, et que Y est défini dans Y par
une fonction globale f : Y —> C.

2) Le diviseur S(<?,Y) est défini par la fonction sur S

a : s ^ N ( f ) ( Y H p M

et le diviseur S(A*<f,y) est défini par la fonction sur T

t ̂  N(f)(Y HpA(,)) = a(\(t)) = (À*a)(t).

3) Évident.
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4) On a p^Xs = ç*(/A) pour tout s.
5) Dans le cas simple du théorème 7 nous avons vu 12 que la structure de diviseur de

Cartier ne dépend pas du choix de Y. Quitte à rétrécir, on peut supposer Z ' intersection
complète relative dans Z et Y intersection complète relative dans Z'. Le résultat est donc
une conséquence de la transitivité de l'intersection (voir proposition A.3 dans l'appendice).

6) Encore grâce au lemme ci-dessus, on peut supposer que q^Çp^Xs) est une famille
analytique de cycles de Zi et qu'il existe Yi C Zi intersection complète relative qui
contient Vi comme hypersurface donnée par une fonction analytique globale /i : Vi —^ C
telle que Y = ç*Vi. Alors l'égalité des diviseurs S(<?,V) = S(<?i,Yi) est équivalente,
pour tout s dans 5, à l'égalité

N(fi) (çJjpA) n Yi) = 7V(/)(pA n Y).

Or d'après la « formule de projection » (voir proposition A.4 dans l'appendice), on a

q^X^q^)=q^pMnY,.

Il s'ensuit que, pour tout 5, on a

N(f)(p^X, H Y) = (JV(A) o Sym^q^X, H g*Vi)
-ATOMp^n^yi))
=^(A)(ç*(p*^)nyi).

Pour montrer quejes six propriétés caractérisent la correspondance, on se donne une
n-équerre £ == (7r,X,p) sur S avec p : Z —^ Z, muni d'un pôle Y C Z localement
intersection complète relative, et on se propose de montrer que les six propriétés déterminent
le diviseur S(f,V).

Soit SQ dans le lieu polaire S de (<?, Y). Prenons un voisinage ouvert V de p(\Xso |) H \Y\
tel que Y H Y soit la fibre d'un morphisme plat F : V —^ C"4'1 au-dessus de l'origine.
Effectuons respectivement les opérations suivantes : localisation par rapport àp^Y) (voir
n° 3), changement de base Sp-içv) ̂  ^ (voir n° 2) et remplacement de Z par l'ouvert
F(Z) de C714'1 et de Y par l'origine réduite (voir n° 6). Comme ces trois opérations
n'ont pas changé le diviseur E(<?, Y) au voisinage de 5o, on peut dorénavant supposer que
£ = (7r,X,_p) est une n-équerre sur S avec p : Z —^ Z où Z est un voisinage ouvert de
l'origine de C71"^1 et Y = {0} est un pôle pour £.

La fibre du morphisme (TT,?) : Z —> S x Z au-dessus de (^0,0) étant finie, on peut,
quitte à rétrécir, en appliquant les n° 2 et 3, supposer qu'il est propre. Alors, d'après le
n° 4, on peut remplacer £ par (7^p}^£ qui est l'équerre de la famille analytique (p^Xs)s^s
de diviseurs dans Z. En rétrécissant encore et en appliquant les n° 2 et 3, on se ramène
au cas où £ est l'équerre d'une famille analytique de revêtements ramifiés, d'un certain
degré k, de U dans U x D, où U est un polydisque ouvert de C^ centré à l'origine et D
est un disque ouvert centré à l'origine de C. Notons f : S x U —^ Syn^ÇD) l'application
analytique correspondante.

Le sous-espace Z ' := {0} x D de U x D est une intersection complète et l'équerre £ HZ'
est bien définie, d'où S(f, {0}) = S^nZ', {0}), d'après le n° 5. Or fnZ' est l'équerre de

12 Ou plutôt nous le verrons au paragraphe 2.
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la famille analytique de zéro-cycles de C, donnée par l'application À : S —^ Sym^C) qui est
définie par \(s) := f(s, 0). Il s'ensuit que £ H Z ' = À*<^, où £n = (TT, Sym^C^C^)
est l'équerre associée à la famille universelle sur Sym^C). D'après le n° 2 on obtient

S(^ n Z^ {0}) = S(À*^ {0}) = A*S(^, {0}),

ce qui implique que S^DZ^ {0}) est donné par la fonction s^oX : S —> C d'après le n° 1.
D

Dorénavant, on identifie systématiquement le diviseur de Cartier effectif S y avec l'hyper-
surface associée. Dans la situation du théorème 7 (cas général), on a les deux sous-espaces
7r(p*y) et Sy de S qui ont le même espace topologique sous-jacent. Comme nous l'avons
déjà fait remarquer, le sous-espace 7r(p*Y) est indépendant de la pondération géométrique
X de TT tandis que la structure analytique de Sy est définie au moyen de X. D'autre part,
le sous-espace Sy ne dépend que de Zred et Zred tandis que 7r(p*Y) dépend évidemment
des structures analytiques de Z et Z. Dans le cas où Z est réduit, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 9. - Soit £ = { T r ^ X ^ p ) une n-équerre de dimension pure sur S avec
p : Z —> Z, où Z est réduit et Y un pôle pour £ localement intersection complète relative
dans Z de codimension n + 1. Alors 7r(p*Y) est un sous-espace de S y.

La démonstration de la proposition 9 sera donnée au paragraphe 6.

Avant d'énoncer un corollaire de la proposition 9, fixons quelques notations. On note
M. le faisceau de fonctions méromorphes sur S. Pour v un entier positif, on note O(z^Sy)
le sous-faisceau de M. engendré par les germes 7"^ avec 7 un générateur local de I^y,
et on note H^(Z,îî^)[^y] le sous-espace vectoriel de H^(Z \ V,^) formé des classes
ayant un pôle d'ordre < v le long deV. Notons £(Sy) le fibre en droites sur S associé à
Sy et Z^Sy)^ sa puissance tensorielle z^-ième. On rappelle que le Os -module des sections
analytiques du fibre -L(Sy)^ est naturellement isomorphe à O(z^Sy).

COROLLAIRE 10. - Soit £ = (7r,X,p) une n'équerre de dimension pure sur S avec
p : Z —> Z et Y C Z un pôle pour £ localement intersection complète relative de
codimension n + 1. Soit $ la famille de fermés F tels que p ' 1 ^ ) soit TV-propre et soit
^ := $ n (Z \ Y). Pour tout entier v > 0, l'intégration

( : H^(Z \ V, ̂ ) -> H°(5 \ Sy, Os)
Je\z\YJC\Z\Y

induit une application C-linéaire

H^î^)[z.y] -. H°(5,05(^y)) ^ ̂ (^(Sy)^).

Démonstration. - Comme ni le morphisme / ni l'hypersurface Sy ne dépendent de
_ J^Z\Y

la structure analytique de Z, on peut supposer Z réduit. Posons S := 7r(p*Y) et rappelons
que |S( == |Sy|. D'après le théorème 4, le morphisme / respecte les filtrations

J£\Z\Y
définies par l'ordre des pôles le long de Y et S. Or, avec Z réduit, S est un sous-espace
de Sy d'après la proposition 9, et, par conséquent, le morphisme / respecte les

Je\z\Y
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filtrations définies par l'ordre des pôles le long de Y et Ey (voir la remarque 3-1 qui suit
le théorème 4). Cela veut dire qu'il envoie H^(Z,^)[^y] dans H^C^Ey)).

PROPOSITION 11. - Soit £ = ( n ^ X ^ p ) une n-équerre de dimension pure sur S avec
p : Z —> Z et soit © un espace analytique réduit. Soit Y C Q x Z une intersection complète
locale relative de codimension n + 1 dans Q x Z qui soit plate sur ©. On suppose que Y
est propre sur Q x S et que pour tout 0 ç. Q, Ye est un pôle pour la n-équerre £ sur S.
Alors il existe un diviseur de Cartier a C Q x S qui est plat sur Q et vérifie (JQ = S^
pour tout 6 dans Q.

Démonstration. — On considère sur l'espace analytique réduit © x S la n-équerre
£ = (ide x 7r,X,ide x p), où X est la pondération canoniquement induite par X. Alors
Y C Q x Z est un pôle pour £ localement intersection complète et on applique le théorème 7.

On trouve ainsi un diviseur de Cartier a C Q x S qui, par les changements de base
{0} x S ^ © x S , donnera E^, d'après la propriété 2 du théorème 7 (cas général).
C'est donc le graphe de la famille (S^^çe. De plus a est ©-plat, car dans chaque fibre
Sy^, il est d'intérieur vide dans S.

Ceci complète la démonstration de la proposition 11.
D

Remarque 6. - Pour Y et S compacts, la proposition 11 permet de définir un morphisme
du réduit de l'espace de Douady (voir [Do]) au voisinage de Y vers le réduit de l'espace
des diviseurs de Cartier de S (qui est un ouvert de l'espace de Douady de S) sans hypothèse
de compacité des cycles considérés, c'est-à-dire sans supposer le morphisme TT : Z —> S
propre. L'hypothèse de propreté de la proposition 11 est alors réalisée en prenant pour ©
un voisinage assez petit de Y dans l'espace de Douady.

6. Démonstration du théorème 7 (cas simple) et de la proposition 9

Démonstration (Théorème 7 (cas simple)). - Au paragraphe 5 on a ramené la
démonstration à montrer que lai structure de diviseur de Cartier est indépendante des
choix effectués. Plus précisément : pour un point quelconque SQ dans S, il faut montrer
que tout triplet (U^Y^f) adapté à SQ définit le même idéal dans Os.so- Soit alors SQ dans
S et soit (î7,y, /) un triplet adapté à SQ. Quitte à rétrécir U, on peut supposer qu'il existe
des sections / i , . . . , fn dans r(c/,Zy) telles que / i , . . . , /n engendrent T-, \ U, telles que
/, J i , . . . , fn engendrent Ty | U, et telles que l'application F : U —^ C^1 donnée par

^(/(^)Jl(^...J^))

soit plate. Alors l'image V := F(U) est un voisinage ouvert de l'origine dans C^1.
Comme |y|n \Xso \ est fini, on peut (quitte à rétrécir encore) supposer la restriction de F à
\Xs | FiU finie pour tout s dans un voisinage ouvert 5" de SQ. D'après [Bl], il en résulte que
(F^(Xs | U)) est une famille analytique de n-cycles (c'est-à-dire diviseurs) de V. Pour
alléger les notations on écrira Xg au lieu de Xs\U. Quitte à rétrécir Y, on peut supposer
que (F^Xs)sesf est une famille analytique de n-cycles d'un voisinage ouvert de V.

Notons ZQ, ... ,Zn les coordonnées de C^1 et notons to,... ,in les axes de coordonnées.
Alors (U,Y,f) = (i7,F*^o^o° F), et pour toute droite i dans C'14"1 telle que
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i H |PAol H V = {0} et pour toute fonction analytique h : V -^ C qui induit une
coordonnée locale centrée à l'origine de i, le triplet (U, F*^, h o F) est adapté à SQ.

Nous affirmons que tout triplet de cette forme définit le même idéal dans Os^'' d'après
« la formule de projection » (voir l'appendice) et quitte à rétrécir S\ on a, pour tout
s dans S\

F*(^nF*^)=F,x,n^

et comme Xs H F * t est fini, on a

F..,(X, H F*^) = Sym^F)^, H F^)

pour un certain entier k. Il s'ensuit que

7V(fa o F)(X, H F*^) = [N(h) o Sym^F)]^ H F*^) = N(h)(F^X, H ̂ ).

Il faut donc montrer que les deux fonctions s ̂  N(h)(F^Xs Df) et s ̂  N(zo)(F^Xs H^o)
définissent le même idéal dans Os,so'

Le cas i = 4) est clair car alors h = U.ZQ sur £o, avec ^ inversible au voisinage de
l'origine.

Supposons donc t ̂  IQ. Alors par changement de variables, on se ramène au cas où
i = i^ et h = z-t. Quitte à prendre pour V un poly disque convenable et quitte à rétrécir
5", les diviseurs FA sont donnés par PoO, z) et Pi(.s, z), polynômes de Weierstrass par
rapport à ZQ et z^ (respectivement). Alors N{zo)(F^Xs H ^o) est le produit des racines
(en ZQ) du polynôme

Po(5,^o,0,...,0),

c'est-à-dire N(zo)(F,X,n^) = (-1)^ Po(s, 0 , . . . , 0) où do désigne le degré du polynôme.
De même, on obtient N{z^)(F^X, H ^i) = (-l)dlPl(5,0,... ,0), où di désigne le degré
de Pi. Comme Po(s,z) et Pi(5,^) définissent le même diviseur de S x C7^1, à savoir le
graphe de la famille (F^Xs)sçs, il existe une fonction analytique 1 : S x V -» C inversible
au voisinage de (5o,0) telle que Po(s,z) = I ( s , z ) P ^ ( s , z ) . Il s'ensuit que

A^o)(PAn^o) = (-i^-^A^A^FAn^)

et par conséquent, que les deux triplets définissent le même idéal.
Dans la suite, nous utiliserons la notion suivante : soit fo,...,fn un système de

générateurs de Zy dans un voisinage de |X,o | H |V| et notons Yj le sous-espace défini par
la suite /o, • . • , fj-i, .^-+1,.. ., fn- On dira que le système (ou la suite régulière) /o, • . . , fn
est en position générale vis-à-vis du cycle X^ s'il existe un voisinage ouvert et relativement
compact U de |XJ n |y| tel que le triplet (U,Yj,fj) soit adapté à SQ pour tout j dans
{ 0 , . . . ,n}. On remarque qu'alors tous ces triplets définissent le même idéal dans Os,so
d'après ce qu'on vient de voir. On remarque également que chaque triplet adapté à SQ peut
se définir par une suite je gulière qui est en position générale vis-à-vis du cycle X^, quitte
à germifier le long de Y et à remplacer f par une fonction ayant même restriction sur Y.

Pour compléter la démonstration du théorème, remarquons que si (U, Y, f) et (t/, Y, g)
sont adaptés à SQ, alors f / g est analytique et inversible sur Y. Il s'ensuit que les fonctions
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s ̂  N{f)ÇX^ H Y) et s ̂  N(g)(Xs H Y) définissent le même idéal dans Os^ et la
démonstration s'achève en démontrant le lemme suivant :

LEMME 12. - Soient U un voisinage ouvert de \Xso\ H |V|, et soient (/o; • - • ^ /n) et
(9o^ - - • ; 9n) deux systèmes de générateurs de îy dans U en position générale vis-à-vis du
cycle XSQ. Alors, quitte à rétrécir U, il existe une suite finie de systèmes de n+1 générateurs
de Ty dans U en position générale vis-à-vis du cycle Xso tels que deux systèmes consécutifs
ne diffèrent que par un seul terme.

Démonstration. - Écrivons F := (/o? • • • ? fn) et G := ((/o? • • • 5<7n) et considérons
le sous-ensemble îî dans EndÇC^1) x EndÇC^1) formés des couples (À,/^) tels que
\F + f^G soit un système de générateurs de Ty aux points de \Xso\ H |y| en position
générale vis-à-vis du cycle Xso.

11 suffit de montrer que îî est un ouvert de Zariski dense de [Endf^C^1)]2. Car ceci
étant, îî est un ouvert connexe de l'espace vectoriel [Endf^77^1)]2 et, par conséquent, on
peut relier le point (idc^+i,0) au point (0,idc^+i) dans Ï2 par une ligne polygonale dont
chaque côté est parallèle à un axe de coordonnées dans (End^71"^1)) . Les sommets de
cette ligne polygonale donnent alors les systèmes de générateurs en question. Comme îî
n'est pas vide, il ne reste qu'à vérifier que îî est un ouvert de Zariski.

Soit J l'idéal sur [End^"'4"1)]2 x U engendré par les fonctions coordonnées de
l'application

[End^1)]2 x U -^ C^1 ; (À, ̂  z} ̂  (ÀF + ^G)(z).

Soit p : [Endf^C7^1)]2 x U —^ U la projection canonique, et posons T := Supp(j?*îy/,7).
Alors T est un fermé de Zariski dans [End^"'"^1)]2 x U, et comme l'ensemble \Y\ D \Xso \
est fini, la projection de TU [[EndÇC^1)]2 x |y| H |XJ) sur [End^^1)]2 est un fermé
de Zariski.

Pour chaque j dans { 0 , . . . , n \, on note (XF + iiG)3 le n-uplet obtenu en enlevant la
j-ième composante de \F + ^G, Soit Fj le sous-ensemble analytique de [End^"^1)]2 x
{\Xso\ H U) formé des points (A,/^) tels que (\F + /^C?)^) = 0, et notons q '.Tj —>
[End^^1)]2 la projection canonique. Remarquons que [End^"^)]2 x (\X^ \ nV) C Tj.
Posons

Zj := {(\,^z) e Fj : dim^^q-1^^ > 0}.

Alors Zj est analytique fermé dans Fj. Comme ç'^ide^+i, 0) = {(idc^+i, 0)} x {\Xso \^Y)
est fini, Zj D ([End(Cn+l)]2 x (|Xso| n Y)) est analytique fermé d'intérieur vide dans
[End(Cn+l)]2 x (|XJ nV), ainsi que sa projection sur [End^4-1)]2.

On a donc démontré que îî est le complémentaire d'une réunion finie de fermés de
Zariski.

D

Démonstration Proposition 9. - La démonstration consiste à se ramener au cas d'une
équerre associée à une famille analytique de 0-cycles dans un ouvert de C avec Y un
point réduit de l'ouvert.

(i) Montrons d'abord qu'il suffit de faire la démonstration dans le cas où Z est un
voisinage ouvert de l'origine dans C7^1, où Y = {0} est réduit, où p^Xs est bien défini
pour tout s dans S et où (p^Xs)sçs est une famille analytique locale d'hypersurfaces dans
Z, de sorte que Z —» S x Z soit propre.
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Soit SQ dans 5; prenons un voisinage ouvert U de p(\Xso |) n |y| dans Z tel que Y D U
soit la fibre d'une application plate F :U —> C9^1. Le morphisme TT : Z —^ S étant ouvert,
Tr^"1^)) est un voisinage ouvert de SQ dans S. En appliquant le lemme 8 à l'équerre
(TT \p-l(U),X Ip-^^^Fop l^-^t/)),on obtient une équerre(7r | W,X \ W.Fop \ W)
où W est un voisinage ouvert de 7^~l(so) np'^dyi) dans Z, V est un voisinage ouvert de
l'origine dans C7^1 et les (F op)^(Xs | W) forment une famille analytique locale dans V
paramétrée par S ' := 7r{W). Comme (p \ HQ*(V) = (F op | W)*(0), la définition de Sy
montre que cette équerre-là détermine les sous-espaces 7r(p*Y) et Ey au voisinage de SQ.

(ii) Soit alors (7r,X,p) une n-équerre sur S avec p : Z —> Z, où Z est un voisinage
de l'origine dans C"'4'1, et supposons de plus que les Xs := p^Xs forment une famille
analytique locale d'hypersurfaces dans Z, paramétrée par S. Or, le diviseur de Cartier
défini par l'équerre associé à la famille (Xs)ses coïncide avec celui défini par l'équerre
{7r,X,p). Notons F le support du graphe de la famille analytique (Xs)ses et considérons
le diagramme commutatif suivant :

Z^Z

- iVÎpi
71-15^—r

où pi et 71-1 sont les restrictions à F des projections canoniques de S x Z sur Z et
S respectivement, et où l'existence et l'unicité du morphisme q sont dues au fait que
(7r,p){Z) Ç r et que Z est réduit. Or, 7r(p*(0)) == 7rfg*(^(0))V et d'après le lemme 3,

on sait que 7r(ç*(pî(0))) est un sous-espace de (^(^(O)). Il suffit donc de démontrer
la proposition dans le cas où Z est le support du graphe de la famille (Xs)sçs'

(iii) Supposons donc que Z soit le support du graphe de la famille (Xs)sçs- Quitte à
rétrécir, on peut supposer de plus que Z = U x D, avec U un poly disque ouvert centré à
l'origine de C71 et D un disque ouvert centré à l'origine de C, et que (Xs)sçs est la famille
de revêtements ramifiés associée à un morphisme analytique h : S x U —> Sym^û).
Notons G l'image réciproque par h x [do de l'hypersurface universelle dans Sym^D) x D
(voir [Bl, chapitre 0]). Alors la réduction de G est le support du graphe de la famille
(Xs)sçs- Si on note encore TT et p les restrictions à G des projections canoniques de
S x Z sur S et Z respectivement, alors X est une pondération géométriquement plate de
TT : G —^ S et l'équerre (7r,Jf,p) définit le même Sy qu'avant. D'autre part, le sous-
espace 7r(p*(0)) est éventuellement plus grand que le sous-espace correspondant défini
par l'ancienne équerre. Il suffit donc de démontrer la proposition dans le cas où Z = G.
Ceci étant, on prend Y = {0} x D et par intersection, on obtient la famille analytique
{XsF[Y)sçs de zéro-cycles dans D en identifiant {0} x D avec D. Cette famille correspond
au morphisme analytique g : S —^ Sym^^D) défini par g(s) = h(s,0).

Soit i ' . S x D — ^ S x U x D l'application donnée par i ( s ^ z ) = (^,0,^). Alors
g x \ÔD = {h x idp) o i et %*Z est l'image réciproque par g x idp de l'hypersurface
universelle dans Syn^ÇD) x D. Comme i*Z s'identifie naturellement avec le sous-espace
j?*({0} x D) de Z, on obtient l'égalité 7r(^*(0)) = (7r|%*Z)(p*(0)) et on veut démontrer
que cet espace est contenu dans l'hypersurface Sy définie par la fonction analytique
TV(idi)) o g : S —^ C. Pour cela, il suffit de démontrer le lemme suivant :
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LEMME 13. - Soit D un disque ouvert centré à V origine de C. Soient k un entier positif
et h : S —> Sym^D) une application analytique. Soit Z l'image réciproque par h x idp
de Vhypersurface universelle de Syïï^ÇD) x D et notons TT et p les restrictions à Z des
projections canoniques de S x D sur S et D respectivement. Alors le sous-espace 7rfp*(0))
de S est contenu dans l'hypersurface définie par la fonction analytique N(iz)) o h : S —> C,
où ÎD : D <—^ C est l'injection canonique.

Démonstration. - Notons x =- (a ; i , . . . , Xk) le point courant de Syn^ÇD) et z celui de D.
Alors l'hypersurface universelle Syn^ÇD) [j D de Syn^ÇD) x D est donnée par l'équation
zk - s-i(x)zk~l + • • • + (-^SkÇx) = 0, où 5 i , . . . , S k sont les fonctions symétriques
élémentaires de x = (a;i, . . . ^ x j c ) . Considérons le diagramme commutatif suivant :

Z —-"-^Sym^D^D—1——^D

\ \"
S————^Sym^D) N { i D ) > C

où q et TT' sont les restrictions à Sym^I^tt.D des projections de Sym^D) x D sur
D et Syn^ÇD) respectivement, et où H est le morphisme induit par h x id^. Alors
q o H = p et, d'après le lemme 3, on sait que l'espace 7r(p*(0)) = 7nH*(g*(0)) ) est
un sous-espace de H*7r'(ç*(0)). Or, g*(0) est le sous-espace de Sym^I?) x D donné
par les deux équations z^ — s^(x)zk~l + • • • + (—l^SkÇx) = 0 et z = 0, c'est-à-dire
par les équations Sk(x) = 0 et z = 0. Cela implique que le sous-espace ^(^(O)) de
Sym^D) est donné par l'équation Sk{x) = 7V(i^)(rc) == 0 et, par conséquent, H*?!-'^*^))
est donné par l'équation (TV(i^) o h){s) = 7V(ip)(/i(,s)) = 0 dans S. Cela complète la
démonstration de la proposition 9.

D

Appendice

1. Multiplicité d'un point dans un cycle

Soient n, k et p des entiers positifs ou nuls. Pour x dans O3 et ( r r i , . . . ^xjç) dans
Sym^O"), on appelle multiplicité de x dans (a;i , . . . ,a;fc) le nombre de fois que x est
répété dans le fc-uplet ( rc i , . . . ^xje).

Soit U un ouvert de C^ et soit f '. U —> Sym^C23) une application holomorphe
classifiant un revêtement ramifié Xf dans U x O3. Pour z = (t,x) dans U x C^, on
définit la multiplicité de z dans le revêtement ramifié Xf, noté mult^(X^), comme étant la
multiplicité de x dans le fc-uplet f(t}. On remarquera que ceci dépend effectivement de la
projection considérée et pas seulement du cycle sous-jacent.

Soit X un cycle dans un espace complexe Z. Pour toute écaille E adaptée à X (voir [Bl,
chapitre I]), on note XE le revêtement ramifié associé à X dans E. Pour z dans Z on pose

mult^(X) := mmmults(XE;),
E
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où E décrit les écailles adaptées à X en z, et on l'appelle la multiplicité du point z dans
le cycle X. On remarque que pour tout z dans Z il existe une écaille adaptée à X en z
telle que mult^(JC) = deg^(X).

On voit facilement que pour Y un sous-ensemble analytique de dimension pure n
d'un ouvert V de C^^ et z dans Y, l'entier mult^(y) n'est autre que la multiplicité
d'intersection en z de Y avec le j)-plan générique passant par z dans C71"^. Pour un
cycle X = ̂ jXj on a mult^(X) = Sn^mult^(^) et pour z générique dans Xj on
a mult^(X) == ny.

Soit U un polydisque ouvert relativement compact de C" et soit X un revêtement
ramifié d'un voisinage V de U contenu dans V xCP défini par une application holomorphe
/ : V —^ Sym^C^). Notons L(CP^Cn) l'espace vectoriel des applications C-linéaires de
Cp dans C71. Pour U ' un ouvert non-vide et relativement compact dans U, il existe un
voisinage ouvert F de l'origine dans £(03, C"') tel que pour tout y? dans F la projection
TTy : C^ x CP —> C71 définie par 7Ty(t^x) = t — (p{x) fasse de X un revêtement ramifié
de degré k au-dessus de ~U', noté Xy.

Il résulte alors de ce qui précède que si z dans U x Cp vérifie 7Ty{z) ç. U ' pour tout ^p dans
F, alors la multiplicité de z dans le cycle associé à X est égal à mm{mult^(X^) : y? G F}.

Démonstration (Proposition 2). - On peut évidemment supposer Z réduit. Pour chaque
entier m >_ 1 on pose

Fm := {(s,z) G S x Z : mul4(X,) ^ m}.

Montrons que F^n est un sous-ensemble analytique. Soit (so^zo) dans S x Z et soit
E = (î/,B,j) une écaille adaptée à Xgp en ZQ 13; soit Î7' un ouvert relativement compact
dans U tel que pu{j{^)) ^ t/^ où Pu : U x B —>• U est la projection canonique. Alors
il existe un voisinage ouvert 5" de SQ dans S et un voisinage ouvert F de l'origine dans
LÇCP.C^ tels que pour chaque (s,y) dans 5" x F la projection TTy, : C" x CP —^ C^
définie par Tr^Çt^x) = t — (p(x) fasse de (Xs)E un revêtement ramifié de U ' de degré
k := deg^Xso. Notons

/ : 5" x F x U ' -. Sym^B)

l'application holomorphe associée.
Or, le sous-ensemble de CP x Sym^C^) formé des couples (x^ (a;i, . . . ,a^)) tels que

la multiplicité de x dans (a;i,. . . ,Xk) soit > m est algébrique, donc donné comme
l'ensemble des zéros d'une application polynomiale

A^ : CP x Sym^CP) -^ C^.

Alors ( s ^ z ) appartient à F^ D (5" x ^-l(î7/ x B)) si et seulement si

^(PB(J(Z))J^^PU(J(Z)))) = 0

pour tout (p dans F, où PB et pu sont les projections canoniques de U x B sur B et
U respectivement. Cela montre bien que Fm est un sous-ensemble analytique de S x Z.
Ce qui achève la démonstration.

13 Si ZQ i \X^ \ cela signifie que j-1 (ÏÏ x B) H \Xso \ = 0.
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D

Soient S et Z des espaces complexes réduits et soit X un cycle de S x Z tel que la
restriction de la projection canonique TT : \X\ —» S soit équidimensionnelle. Dans le cas où
S est normal il est démontré dans [Bl] que X détermine une famille analytique de cycles
(Xs)sçs dont les supports sont les fibres (ensemblistes) de TT 14. Dans le cas où S n'est pas
normal, X détermine alors une famille analytique de cycles au-dessus de l'ouvert dense
des points normaux de S. Réciproquement, soit (Xs)ses une famille analytique de cycles
dans Z paramétrée par S. Dans le § 1 du chapitre I, on a expliqué comment la famille
induit un cycle X de S x Z, appelé le graphe de la famille. D'après ce qu'on vient de
dire, le graphe détermine la famille au-dessus d'un ouvert dense, donc partout. Le résultat
suivant montre que les multiplicités des cycles Xs se récupèrent d'une façon naturelle à
partir du graphe pour tout s en dehors d'un sous-ensemble négligeable de S.

PROPOSITION A.l. - Soit (Xs)ses une famille analytique de n-cycles de Z paramétrée
par l'espace complexe réduit S, et X = T^njXj son graphe. Il existe un sous-ensemble
négligeable S de S 15 tel que pour tout s dans S \ S on a Xs = Sns,fcXs^, avec ng^k = ̂ j
si la composante irréductible Xs,k de \Xs\ vérifie {s} x Xg^k Ç Xj.

Démonstration. - Posons, pour tout j,
Fj := {(s,z) e Xj 1 mult^(X,) > n,}.

Alors Fj est un sous-ensemble analytique d'intérieur vide de Xj et, par conséquent,
F := \\Fj est un sous-ensemble analytique d'intérieur vide de \X\. Soit s dans S et

Xs = Sn^AA,fc. Si {s} x X,,^ n'est pas contenu dans F, alors ({s} x Xs,k) H F
est un sous-ensemble analytique d'intérieur vide de {s} x Xg,k et, pour tout j tel que
{s} x Xs,k Ç Xj, on obtient

n^k = mult,(JQ = rij
quand z est générique dans Xs,k-

Pour achever la démonstration, il suffit donc de montrer que le sous-ensemble S de
S formé de tous les points s tels que F contient une composante irréductible de \Xs\
est négligeable. Soit TT : \X\ —> S la projection canonique. Vu la définition d'une famille
analytique de cycles, TT est une application ouverte. Il s'ensuit que

dim^X = dinia.TT"1 (7r(a;)) + dim^ç^S = n + dim^ç^S

pour tout x dans Tr"1^ \ sing(S')).
Si s ç. S \ sing(S') et F contient une composante irréductible de 7^~l(s) alors, pour

chaque point x de cette composante, on obtient dinia^TrI^1)"1^) = n et, par conséquent,
dim^Ti-l^)"1^) + diïiïsS = dim^X > dim^F.

Alors le morphisme TT\F n'est pas plat en x.
Nous avons donc montré que S H (S \ sing(5')) est contenu dans l'image par TT de

l'ensemble des points où Tv\p n'est pas plat; cela implique que S est négligeable d'après [F].

14 En fait on ne trouve dans [Bl] que le cas d'une famille analytique de cycles compacts (voir théorème 4
dans chapitre 1), mais le cas général est analogue.

15 C'est-à-dire S est contenu dans une; réunion dénombrable de sous-ensembles analytiques, localement fermés,
d'intérieur vide dans 5'. En particulier S \ S est un sous-ensemble dense de S.
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2. Intersection de cycles

RAPPEL (voir [Bl, chapitre VI]). - Soient Z un espace complexe de dimension pure
n +p, Z ' une variété lisse de dimension n' +p\ et / : Z -^ Z ' une application analytique.
Si X est un n-cycle de Z et Y un n'-cycle de Z' tels que le sous-ensemble analytique
l ^ jn / ^dyDdeZ soit de dimension (pure) n -p\ on construit un (n -j/) -cycle de Z à
support \X\ H /-Kl^l), noté X.^Y, qui coïncide avec X H f-\Y) dans le cas où celui-ci
est défini. De plus, cette construction se comporte bien vis-à-vis des familles analytiques;
plus précisément : soient (Xs)sçs une famille analytique de n-cycles de Z et (Yt)tçT une
famille analytique de n'-cycles de Z / telles que \X,\ n f~\\Yt\) soit de dimension (pure)
n - p ' pour tout (s,t) dans S x T; alors (X,.^Yt)^,t)ç:sxT est une famille analytique
de (n - j/)-cycles de Z.

On va maintenant envisager une situation un peu différente de celle décrite dans le rappel
ci-dessus : soit / : Z -^ Z ' un morphisme d'espaces complexes de dimensions (pures)
n -h p et n' + d. Soient X un n-cycle de Z et Y c Z ' localement intersection complète
relative de codimension d dans Z ' tels que \X\ n f^^Y^ soit de dimension n - d. On
se propose de définir un {n - d)-cycle X.fY de support \X\ H f^^Y^. Le caractère
local du problème nous permet de supposer Y c Z ' intersection complète relative et on
peut donc présenter Y comme la fibre au-dessus de l'origine d'une application analytique
plate F : Z ' -^ C< Alors on pose

X.fY:=X.F^{0}.

Montrons que X.fY ne dépend pas du choix de l'application F. Soit G : Z ' —> C^
une autre application analytique avec Y = G-^O). Alors l'ensemble ^ dans [End^)]2

formés de tous les couples (À, /^) tels que Y soit la fibre de \F + ̂ G : Z ' —> C^ au-dessus
de l'origine est un ouvert connexe (voir la démonstration du lemme 12). Pour montrer
que X.^f{0} = X.GofW, il suffit de vérifier que (X.(A^+/.G)o/{0})(A,^eQ est une
famille analytique de (n - d)-cycles de Z : en effet tous les cycles de cette famille ont
le même support et comme les multiplicités des composantes irréductibles du support sont
localement constantes si la famille est analytique, tous les cycles sont égaux. Pour montrer
que la famille est analytique, on suppose Z plongé dans une variété lisse, j : Z ^-> Zi, et
on considère le plongement H : Sï x Z ^ fî x Z-^ x C'1 donné par

ff(À, ̂  z) = (A, ̂  j(z^ (XF + ^G) o f(z)).

Alors fi*(n x X) H (0 x Zi x {0}) est le graphe d'une famille analytique de (n - d)-
cycles de Zi x C< Cette famille est (modulo le plongement Z ^ Zi x C^) la famille
(X.(A^+^G)oj{0})(A^)ço.

Énonçons une version relative de cette construction dont la démonstration est laissée
au lecteur.

PROPOSITION A.2. - Soit j \ Z —^ Z ' un morphisme d'espaces complexes de dimensions
pures. Soient {Xs)s^s une famille analytique de cycles de Z et (V^ÇT une famille
analytique plate d'intersections complètes locales relatives de Z ' telles que X^^i soit
défini pour tout (s,t) dans S x T. Alors (X,^Yt)ç^t)çsxT est une famille analytique de
cycles de Z.

NOTATION. - Dans le cas où Z = Z ' et / = idz, on écrira X n Y au lieu de X.^Y. On
prendra garde qu'il ne s'agit pas là de l'intersection de deux cycles.
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Terminons cet appendice en expliquant succintement deux formules utilisées dans
l'article.

PROPOSITION A.3. - Soit f '. Z —> Z ' un morphisme d'espaces complexes de dimensions
pures. Soit Y C Z1 localement intersection complète relative et Y\ C Y localement
intersection complète relative. Alors, pour tout cycle analytique X dans Z, on a
X.fY\ = (X.fY}.fY\, pourvu que les deux membres soient bien définis.

Démonstration. - Le problème étant local, on se ramène au cas suivant : Z = Z ' =
C71 x O3 x C9 avec n,p et q des entiers positifs ou nuls, U un poly disque centré à
l'origine dans C7 x C^ x 0 où C71 = C^ x C7' avec 0 ^ r < n, X est un revêtement
ramifié de U dans C71"7' x U classifié par l'application analytique h : U —^ Sym^C71"7'),
y = C71 x C^ x {0}, Vi == C71 x {0} x {0}. Alors la démonstration consiste à constater que
la restriction de h\jj ^ /çr >< C^ x {0}) à cr x W x W œïncide avec h\çr ^ c^ ^ ^1.

D

PROPOSITION A.4 (Formule de projection). - Soit f : Z —^ Z ' un morphisme d'espaces
complexes de dimensions pures avec Z ' lisse. Soient X un cycle de Z et Y un cycle de
Z ' tels que f\\y\ : \X\ —> Z ' soit propre et génériquement finie sur chaque composante
irréductible de \X\ et tels que X.fY soit défini. Alors f^X.fY} = f^X H Y.

Quoique cette formule soit plus ou moins classique (voir [S], p. V-29, formule (10) pour
le cas algébrique), nous donnons une esquisse de sa démonstration : vu la définition de
X.fY, on se ramène au cas où Z == U x Z ' , avec U un ouvert de C771 et Z ' un ouvert de C^,
pour certains entiers m et fc, et / : U x Z ' —> Z ' est la projection canonique. En appliquant
le « moving lemma » de [Bl, chapitre VI, proposition 2], on se ramène ensuite au cas où
f^X et Y sont trans verses et dans ce cas-là, la formule se démontre facilement. On conclut
par prolongement analytique en utilisant les théorèmes d'intersections et d'images directes
pour les familles analytiques (théorème 10 (local) et théorème 6 (local) respectivement
des chapitres VI et IV de [Bl]).
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