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K-THEORIE ALGEBRIQUE NEGATIVE
ET K-THEORIE TOPOLOGIQUE DE L’ALGEBRE
DE FRECHET DES OPERATEURS REGULARISANTS

Par Josepn TAPIA

ABSTRACT. — We prove that the algebra of smoothing operators with coefficients in a Fréchet algebra is Kp-
regular. Consequently the same result is true for Schatten ideals. They are new examples of Ko-Regular Algebras
of functional analysis type after those of J. Rosenberg. As a consequence, negative algebraic K-theory is equal to
topological K-theory for smoothing operators and for trace operators ideal with coefficients in a Fréchet algebra
stable by holomorphic functional calculus. This results extend those of M. Karoubi about Schatten ideals of
dimension > 1.

0. Introduction

Dans ce papier nous démontrons le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Soit K_.(A) l’algébre de Fréchet des matrices a décroissance rapide
a coefficients dans une algébre de Fréchet complexe A, stable par le calcul fonctionnel
holomorphe. Pour tout i < 0 les morphismes canoniques K;(K_oo(A))—K;°P(K_oo(A))
reliant la K -théorie algébrique a la K -théorie topologique sont des isomorphismes

L’algebre K_..(A) est elle méme stable par le calcul fonctionnel holomorphe, et il est
bien connu que la K-théorie topologique des algebres de Banach s’étend par les méthodes
de Karoubi-Villamayor sans changement notable a ce type d’algebres de Fréchet [3].
Notons d’autre part qu’avec plus de travail on peut aussi étendre la K -théorie topologique
aux algebres de Fréchet multiplicativement convexes [22]. Nous n’utiliserons pas cette
théorie dans ce qui suit. Rappelons enfin que I’injection naturelle A—X_,(A) induit un
isomorphisme K!?(A)— K;°"(K_.,(A)) pour tout i € Z.

En nous appuyant sur le théoréme ci-dessus nous montrerons comment étendre la
K -théorie topologique a toutes les algebres de Fréchet.

En fait ce théoreme compléte a certains égards ceux de Karoubi sur la K-théorie des
idéaux de Schatten [16], [17]. En effet si £ désigne I'idéal de Schatten de “dimension” p
[24] et LP®, A le produit tensoriel topologique projectif, Karoubi montre entre autres que
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242 J. TAPIA

lorsque p > 1, les morphismes K;(£P®,A)— K!°’(LP®,A) sont des isomorphismes
pour tout ¢ < 0. Il obtient aussi des résultats sur la K- théorie algébrique de bas degré
positif qui viennent d’étre en partie élucidés par M. Wodzicki pour tout degré positif.

La méthode de Karoubi consiste a se ramener aux cas ¢ = 0 et ¢ = —1 aprés avoir montré
que les groupes K;(L£P®A) sont périodiques de période 2 lorsque p > 1 et i < 0. Pour cela
il s’appuie sur ’existence en K -théorie négative d’un cup-produit [16]. Un point essentiel
de sa démarche est que le morphisme K _o(LP)— K °F(LP) est surjectif pour tout p > 1.
Ce dernier point reste valable aussi lorsque 1’on remplace £? par K_ 1= K_.(C). Par
contre le morphisme K(L?)— K3°P(LP) n’est surjectif que pour p > 1 et est en fait nul
pour I’idéal £ des opérateurs 2 trace ainsi que pour la sous-algébre K _, (qui rappelons-le
n’est pas un idéal). C’est 1a la raison pour laquelle cette méthode échoue pour cette derniere
valeur de p ainsi que pour 1’algébre X_.,(A) qui nous occupe principalement ici.

Notre point de vue est qu’en introduisant la K -théorie homotopique de C. Weibel [31],
les énoncés du type précédant se décomposent en deux niveaux, dont I’un est purement
algébrique.

En effet pour tout ¢ € Z on a la factorisation

i

K;(K_w(A4)) —— KH;(K_(A))

NooA

K™ (K-o(4))

ou K H désigne la K-théorie homotopique.
Par exemple nous avons pour les idéaux de Schatten £? le théoréme suivant qui porte
sur la fleche 7;.

THEOREME 6. — Soient A une algébre de Fréchet complexe stable par calcul fonctionnel
holomorphe et R une C-algébre commutative. L’algébre (LP®,A) ® R est Ko-réguliére
pour tout p > 1.

Rappelons que la K, -régularité entraine la K;-régularité pour tout ¢ < n [8]. Il suit de
13, que les groupes de K -théorie homotopique K H;(LP®,A) coincident avec les groupes
Ki(ﬁp@),,A) de Bass [2], lorsque i < 0, et avec les groupes K Vi(U’@,A) de K-théorie
de Karoubi-Villamayor lorsque i > 0.

La situation se simplifie en K-théorie homotopique pour les idéaux de Schatten de
dimension p > 1 :

THEOREME 7. — Soit A une algébre de Fréchet complexe stable par calcul fonctionnel
holomorphe.

i) Les morphismes canoniques K H;(LPR,A)—K!P(LP®,A) reliant la K-théorie
homotopique a la K-théorie topologique sont des isomorphismes pour tout i € Z pour
tout p > 1.
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K-THEORIE ALGEBRIQUE NEGATIVE 243

ii) Les morphismes canoniques K;(L'®,A)— K "(L'®,A) reliant la K-théorie
algébrique a la K -théorie topologique sont des isomorphismes pour tout i < 0.

Ces énoncés montrent que la raison pour laquelle les groupes de K-théorie algébrique
ne coincident pas avec ceux de K-théorie topologique en codimension grande pour les
idéaux de Schatten, se situe en fait entre la K-théorie algébrique et la K -théorie de
Karoubi- Villlamayor.

La clé de ces deux théoremes est le théoreme ci-dessous qui concerne le morphisme
n* dans le cas de I'algébre K_..(A).

THEOREME 2. — Si A est une algébre de Fréchet complexe et R une C-algébre unifére
commutative, alors Ualgébre K_.,(A) ® R est Ky-réguliére. En particulier K_.,(A) et
K_o ® R sont Ky-réguliéres.

Il suit de 1a, comme pour les idéaux de Schatten, que les groupes de K-théorie
homotopique K H;(K_..(A)) coincident avec les groupes K;(K_-(A)) de Bass [2],
lorsque i < 0, et avec les groupes KV, (K_..(A)) de K-théorie de Karoubi-Villamayor
lorsque i > 0.

Le théoreme 1 est compte tenu de cela, un corollaire du théoréme suivant qui porte
sur la fleche 7*.

THEOREME 3. — Soit K_..(A) [l'algébre de Fréchet des matrices a décroissance
rapide a coefficients dans une algébre de Fréchet complexe A, stable par le
calcul fonctionnel holomorphe. Pour tout © < 0 les morphismes canoniques
KH(K_oo(A))—K[°’(K_oo(A)) reliant la K-théorie algébrique homotopique a la
K -théorie topologique sont des isomorphismes

La théorie du déterminant de Fredholm montre que K H; (K _.,) tout comme K H; (L),
contient le groupe multiplicatif C* en facteur direct. Ceci empéche K H» (K _ ) de contenir
un élément de Bott. On peut méme prouver que la fleche K Ha(K_oo)— K57 (K_o) est
nulle, montrant par 13, que I’on ne peut espérer un résultat aussi simple que pour les idéaux
de Schatten de dimension > 1.

Le principe de la démonstration du théoréme 1 est le suivant.
On commence par prouver le théoréeme 2. Sa démonstration est basée sur le cas 7 = 0
de la Proposition 4 ci-dessous.

PrOPOSITION 4. — Soient A une algeébre de Fréchet complexe, R une C-algébre
commutative unifére, I" un groupe abélien libre de type fini et H un sous-groupe de T’
d’indice fini N. Alors Uinclusion d’algébres de groupes

j i Kewo(A) ® R[H]—K_oo(A) © R[L]

induit un isomorphisme :

J": Ki(K—oo(4) ® R[H]) [ﬂ — Ki(K_(A) ® RT]) [%]

pour i < 0.
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244 J. TAPIA

La démonstration du théoréme 2 est basée sur le théoréme des noyaux de Schwartz via
la construction de Connes et Moscovici exposée dans [7], qui interpréte essentiellement
Ko(K_x(A)[I']) comme K, de I’algebre de convolution d’un groupoide.

Une fois la Kj-régularité obtenue, au sens universel énoncé par le théoréme 2, on peut
travailler avec le spectre K H. Il s’agit alors de prouver que les groupes de K-théorie
négative de 'algebre K_.,(A) sont périodiques, et que cette périodicité est obtenue par
cup produit avec un élément de Bott f_5 € K_»(K_) [17].

L’idée de base est de considérer 1’algébre des polyndmes de Laurent K_.,(A)[T, T 1]
non pas comme algebre de groupe comme dans la démonstration de la proposition 4, mais
bien comme une algebre paramétrée par la variété affine X = Spec(C[T,T~!]). Le cadre
permettant de mener a bien cela est celui des hypercohomologies a coefficient dans des
spectres pour le site étale de X, a condition de travailler avec des coefficients rationnels.
L’introduction de ces hypercohomologies, a ici I’intéret d’étre un subtitut commode dans
le cas du projectif X = P}(C) a la K-théorie algébrique du projectif non-commutatif
de [23]. Les techniques de localisation (3.3.3) permettent ainsi de comparer plus aisément
cette hypercohomologie a la K-théorie topologique (3.4.4). Il en résulte par induction sur
i, les isomorphismes pour ¢ < 0,

Ki(K_»(A) ® Q= K;P(K_o(4)) ® Q.

On se débarrasse des coefficients rationnels par un simple argument de carré arithmétique
compte tenu des résultats antérieurs de Karoubi en K-théorie a coefficients finis.

Faisons pour terminer quelques commentaires. Nous savons que K1 (K_o) = Q/ZoV
ol V est est un Q-vectoriel non nul. D’autre part bien que non unifére, I’algébre K_
vérifie le théoreme de Whitehead [25]. Ainsi le sous-groupe des commutateurs E(K_.,),
est un “petit” sous-groupe. Le méme commentaire peut &tre appliqué & la composante
neutre polyndmiale de GL(K_), ou ce qui revient au méme le sous-groupe engendré
par les matrices unipotentes. La situation est qualitativement la méme pour I'idéal des
opérateurs a trace.

Ce résultat énonce une propriété de nature algébrique subtile des algebres K_, et £1.
En effet d’apres [13], [16], [25] le sous-groupe des commutateurs et la composante neutre
polynomiale du groupe linéaire occupent tous deux tout le groupe linéaire dans le cas de
I’algebre des opérateurs compacts ou d’un idéal de Schatten £ de dimension p > 1.

En s’apuyant sur [25] et la caractérisation des foncteurs additifs de la catégorie des
C*-algebres dans les groupes abéliens qui sont des invariants d’homotopie continue [13],
on peut aisément montrer (Proposition 5) que 1'algébre K&, A est K, -réguliére pour tout
n € Z. On s’attend a ce que l'ordre de K-régularité de I'idéal de Schatten LP soit une
fonction positive croissante de p.

Dans le paragraphe qui suit nous rappelons succintement la construction de Connes-
Moscovici et établissons la Proposition 4 dans le cas «+ = (. Le paragraphe 2 est
consacré a la démonstration du théoréme 2 , et a la fin de celle de la Proposition 4.
Le paragraphe 3 introduit la technique de localisation et établit la périodicitée des groupes
KH;(K_(A))®Q pour i < 0. Le paragraphe 4 est consacré a la fin de la démonstration
des théorémes 3 et 1. Dans le dernier paragraphe on démontre la K,,-régularité de 1’algébre
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K-THEORIE ALGEBRIQUE NEGATIVE 245

des opérateurs compacts et les théorémes 6 et 7 ci-dessus. Enfin dans un appendice nous
regroupons quelque lemmes techniques de K-théorie topologique. La justification de cet
appendice est la suivante. Travaillant avec des préfaisceaux de spectres, les fonctorialitées
exigées doivent étre strictes et non seulement & homotopie pres, a moins de s’engager
dans un travail de fondement hors de proportion avec le but poursuivi ici. C’est I’absence
de références bibliographiques satifaisantes en ce qui concerne cette question pour la
K -théorie topologique, qui est a 1'origine de ce dernier paragraphe. Le foncteur G°P
introduit n’est qu’un outil technique qui ne vise nulement a jouer le role d’une K-théorie
topologique pour les algebres de Fréchet. Cette question sera traitée ailleurs.

Je remercie le referee, qui m’a signalé une erreur dans la premicre version de
la démonstration du lemme crucial (3.2.3). Ses remarques constructives m’ont permi
d’améliorer le texte initial.

Tout le long, algébre signifie algébre associative. Si M est un Z-module, M [—]1\7] désigne
le localisé M ®z Z[+] obtenu en rendant I'entier N inversible.

1. Le cas 7 = 0 de la proposition 4

1.1. Construction auxiliaire

Si M est une variété C>* compacte de dimension > 0, nous désignerons par R s
I’algebre des opérateurs pseudodifférentiels régularisants (opérateurs régularisants pour
abréger) sur M. Rappelons que le choix d’une mesure lebesguienne sur M suffit a définir
une structure d’algébre de Fréchet sur R ,y, et que 1’algébre topologique ainsi définie est
en fait indépendante de ce choix (seules les seminormes en dépendent). L’espace vectoriel
topologique sous jacent 2 R, est nucléaire [11]. Ceci permet d’interpréter R ;& A comme
I’algebre de Fréchet Ry (A) des opérateurs régularisants sur C°(M, A) = C®(M)®A.
De méme l’espace vectoriel topologique complet L?(M) est défini a isomorphisme
unique prés. Le choix d’une mesure lebesguienne dm sur M détermine sur lui une
stucture d’espace de Hilbert L2(M,dm). Lorsque cette mesure provient d’une stucture
riemannienne ¢ sur M, nous noterons L?(M, g) ou méme L?(M) cet espace de Hilbert.
Dans ce dernier cas considérons de plus un opérateur elliptique P autoadjoint d’ordre
> 0, par exemple le laplacien. On dispose alors sur le Hilbert L?(M) d’une base
hilbertienne dc vecteurs propres. Celle-ci détermine des isomorphismes d’algébres de
Fréchet Ry (A) v R[I')——K _..(A) » R[I'], I' étant un groupe et I une C—algebre.

Dans toute la suite le mot variété signifie : variété localement compacte dénombrable
a linfini. On suppose que ' est un groupe dénombrable, opérant librement et proprement
par difféomorphismes sur une variété M de dimension > 0, et que le quotient M /1" est une
variété compacte 13. Nous supposons I3 munie d’une structure riemannienne et désignerons
par db la mesure lebesguienne associée. Pour Iinstant et jusqu’au 1.5. exclu, on ne suppose
pas |' abélien. Soit /] un sous-groupe normal, d’indice fini N.

1.2. Désignons par p : M— D ce revétement galoisien de groupce 1. On muni M de
la stucture riemannienne relevée et noterons dz la mesure associée. Soit (M x M)
I’algebre de convolution des fonctions de classe C*™ sur M x M invariantes par I'action

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



246 1. TAPIA

diagonale de I et & support compact sur le quotient M xr M. Siw: M x M—M xXr M
désigne 1’application de passage au quotient, le produit est donné par I’expression,

F+«G(n(z,y)) = /M F(n(z,2))G(n(z,y))dz.

Autrement dit M xp M est un groupoide différentiable de base B et C°(M xr M) est
son algebre de convolution.

Rappelons la construction de Connes et Moscovici [7]. Soient (U;)1<;<, un recouvrement
ouvert, fini, trivilisant de p, (;)1<i<, une partition C> de I'unitée subordonnée a ce
recouvrement, de sorte que les <p} /% soient encore des fonctions C*. Soit pour chaque ¢
une section 3; au dessus de U;. On définit une isométrie I'-équivariante

U: L*(M,dz)—L*B x {1,...,7} x I') par 'expression :

Ué(b7 & g) = (Pi(b)l/zg(gﬂi(b))

Son adjoint est donné par :

Utna = Z @i(b)!*n(p(x),i,z/B;(p(x)))

Soit F' un élément de C>°(M xp M) vu comme opérateur sur L*(M). L’expression
6(F) = UFU* définit un opérateur a noyau C*= sur B x {1,...,7} x I'. Celui-ci est
explicitement donné par

O(F)(b,i, 950, i, 9") = @i(0)"20i (V)2 F(gBi(b), ' Bir (V)
Posant (8,(F))ii (b, ") = @i(b)/2pu (b )/2F(Bi(b), 9B (b)) , O(F) s’identifie, via la

représentation réguliere, a 1’élément

> 8,(F)og

ger

de M, (Rp)[I'] [7]. On montre que 6 est un morphisme d’algébres et que le morphisme
6* : Ko(C®(M xr M))— Ko(Rp[I']) qu’il induit sur le K¢ ne dépend pas des choix faits.

Ce rappel étant, soit A une algebre de Fréchet stable par le calcul fonctionnel holomorphe.
L’espace C°(M xr M, A) est stable pour la multiplication dans 1’algébre de Fréchet

Ce(M xr M)®,A. On munira I'espace C°(M xp M, A) de la structure d’algébre
induite par C>°(M xp M)®,A. De plus C°(M xp M) ® A est une sous-algebre dense de
C(M xr M, A). Cette derniere remarque nous permet de calculer sur C°(M xp M, A)
comme dans le cas ou A = C. On établit de méme un morphisme d’algebres

0:CE(M xpr M, A)— M,(Rp(A))[I]
induisant un morphisme canonique

6% : Ko(C*(M xpr M, A))— Ko(Rp(A)[L).

4¢ SERIE — TOME 30 — 1997 — N° 2



K-THEORIE ALGEBRIQUE NEGATIVE 247

Plus généralement encore si R est une algébre sur C, tout ce qui précde reste de mise si
on remplace C°(M xp M, A) par C°(M xpr M, A)® R, et Rg(A)[I'] par Rg(A)® R[T).

1.3. Soit H un sous-groupe normal de I' d’indice fini IV, et soit ¢ : M — B’ I’application
quotient sur M/ H. Désignons par f I’application naturelle de B’ sur B. C’est un revétement
fini de degré N. Désignons par p’ : M'— B’ le revétement principal image réciproque de
p par f. On muni M’ et B’ des mesures relevées. Soit ¢ : M — M’ I’inclusion canonique
z — (T,z) od T désigne la classe sous I’action de H du point z de M. Elle identifie q
a un sous-revétement principal de p’, de groupe H et de base B’. En particulier M est
ouverte et fermée dans M’. Désignons par

0 :C®(M xg M,A) @ R—C>(M' xp M',A)® R

le prolongement. Ce dernier est défini comme suit :
si F est dans C°(M xy M, A) ® R, on pose

_ - F(gz, silexisteun g€ I tel que gr €z et gy et
o(F)(z.a). ) = {79 T e g 9

oll nous avons noté z , ¢ la H—classe de z, t. Le deuxiéme membre est bien défini car
F' est H-invariant.

Vérifions que c’est un morphisme d’algebres.

Soient F et G deux éléments de C°(M x g M, A)® R, et (Z,z), (t,y) deux points dans
M’ xr M’. Notons tout d’abord que le support de la fonction

(€,6) = F((z,2),(C,))G((C, ), (F,y))

est contenu dans M Xy M identifiée 2 une sous-variété de M’ xr M’.

En effet si (C, ) est dans ce support, les points ((Z,z), ((,€)) ((C,€), (%,y)) sont dans
I’orbite sous I" de points de M x M. Cela signifie qu’il existe g et i dans I tels que les
relations suivantes soient vérifiées au besoin en changeant les représentants des H-classes
z (T

gr =12, g§=C(, hE=k( hy=t

ol k € H. D’ou I'on tire la relation hx = kz, qui montre que (Z, hz) ,et (Z,hy) sont
tous deux des points de M.

D’autre part, la fonction o(F) *o(G) est I'-invariante, et en vertu de ce que nous venons
d’établir on peut supposer que z = z et t = y lorsque ce support est non vide. Mais il existe
g €T tel que g = kz, et g¢ = (. Ainsi g est en fait dans H, ce qui prouve que (,€) est
un point de M. Ainsi o(F)*o(G) et o(F *G) sont donnés par la méme expression lorsque

(€,6) = F((z2),(C,)G((C,6), ()

a un support non vide. Ce qui achéve la démonstration.
Posons K =T'/H. Si g et h sont deux éléments de T', et F' un élément de
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248 J. TAPIA

Ce(M' xg M', A) ® R, I'application (z,y) — F((9Z,z),(g7,y)) est un élément de
CX(M xy M, A) ® R ne dépendant que des classes 7 et h de g et h dans K. On définit
ainsi une matrice 7(F') dans Mg (CX¥(M xg M, A) ® R).

Montrons que 7 : C(M' xg M',A) ® R— Mk (C(M xg M,A) ® R) est un
isomorhisme d’algebres.

Soient F' et G deux éléments de C°(M' xyg M', A) ® R, x et y des points de M, et
g et h deux éléments de K.

(T(F) * 7(G))gn(z, y) = ZAlF((g_w,w),(k_ﬁ,ﬁ))G((k_ﬁ,E),(h_y,y))dé“

keK
= | P(@a) NGO (9)dr = (r(F + G))(@.v)

Soit F' une matrice de Mg (C°(M xg M, A)® R) et (Z,z),(%,y) deux points de M’ x M.
I existe un couple unique (g, k) dans K x K tel que gz € Z, et hy € f. Comme I’application
((z,z),(,y)) — (g, h) est localement constante, on définit une fonction H-invariante G,
en posant G((Z, ), (,y)) = Fy(z,y). L’application F' = G est I'inverse de 7. Ce qui
prouve I’assertion.

Désignons par ¢ : C°(M xpr M,A) @ R—C> (M xug M,A) ® R, et

i CO (M xr M',A) ® R—CX(M' xg M', A) ® R les inclusions canoniques. En
désignant par 6 le morphisme diagonal, on a un diagramme commutatif d’algeébres,

Co(M xr M,A)® R —— My(C®(M xpr M, A) ® R)
C®(M xzg M,A)®R M (i)
(1.3.1) -
C®(M' xp M',A)® R

-/
(2

Co(M' xg M',A)® R —— Mg(C®(M xz M,A)® R)

Montrons le :
(r(0(F)))gz(w,y) = o(F)((g7, ), (hy, y)).
Cette expression est nulle si g # h. Si g = h, on peut toujours supposer g = h, et on a

(T(e(F))gz(z,y) = F(gz, 9y)
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K-THEORIE ALGEBRIQUE NEGATIVE 249

Ce qui prouve notre assertion car I’ est I'— invariant.

Toutes les algebres précédentes peuvent é&tre décrites comme sous-algebres de
MK(C:?O(M XH M,A) ® R)

En effet remarquons que K opere sur M x gy M par 3(z,y) = (s~ 'z, s~ 1y). Les algebres
CP(M xg M,A)® R et Mg(C(M xyg M,A)® R) sont aussi munies d’une action
du groupe K par les formules

(§F)(x,y) = F(S—lxas_ly)

et

(§.F)-§E(:L‘,y) = F;ﬁ';;(s_lxa s7y)

respectivement.

On montre aisément que :

— I'image de 7 o ¢’ est la sous-algébre des invariants de My (C(M xy M,A) ® R)
sous cette action.

— I'image de 7 o ¢’ o o est la sous-algebre des invariants qui de plus sont des matrices
diagonales.

— Iimage de 7 04’ 0 0 017 est la sous-algébre de la précédente ol toutes les matrices
sont scalaires.

Le diagramme (1.3.1) donne en K-théorie le diagramme commutatif

Ko(C®(M xr M,A)®R) —%  Ko(C®(M xr M, A)® R)
Ko(C=(M x5 M, A) ® R) i

(1.3.2) a*l
K()(Cgo(Ml Xr M/, A) ® R)

-] J

Ko(C¥(M' xg M',A)® R) —— Ko(C®(M xy M,A)® R)

autrement dit on a la relation

(1.3.3) T*i*g*i* = Ni*.

1.4. La construction précédente admet une contre partie algébrique qui en est un cas
particulier. Prenons pour revétement galoisien particulier p : M— B de groupe T, le
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revétement trivial de base B. Dans toute la suite cette hypothése restera en vigueur .
Dans ce cas l'algébre C°(M xr M,A) ® R s’identifie canoniquement a I’algebre de
groupe Rp(A)[l'] ® R. On peut regarder cet isomorphisme comme le morphisme de
Connes-Moscovici correspondant au choix de la section globale 3(b) = (b, e).

Soit G le groupoide I' xy I' obtenu par action diagonale de H sur I' x I". Celui-ci
admet la description suivante.

Son ensemble d’objets est K := I'/H. Les fleches sont les couples (3,g) ou 5 € K et
g € T. La source, (resp. le but) de (3, g) est 5 (resp. gs). La composition est donnée par
I'expression (3,9)(t,h) = (5, gh) lorsque ¢ = gs.

Un calcul élémentaire montre que la multiplication dans C°(M xr M,A) ® R est
donnée par ’expression

(1.4.1) PQ(3,9) = Y _ P(3,h)Q(R3,h™"g)

hel

la somme du deuxieéme membre étant finie, et les éléments de C2°(M xr M, A) ® R étant
identifiés a des fonctions P a support fini de G dans Rp(A) ® R. Autrement dit, ’algeébre
C(M xr M, A) ® R s’identifie canoniquement a 1’algébre de groupoide

(Re(4) © R)[G] = Rp(4) ® R[G].

1.5. A partir d’ici le groupe I" est abélien libre de rang fini.

Par excision du K; on peut supposer A unifére, ce que nous fairons désormais. Enfin
nous nous plagons sous les hypotheses du 1.4, et adoptons les mémes notations.

(1.5.1) LEMME. — Les morphismes i et i’ induisent des monomorphismes

*: Ko(C(M xr M, A) ®R)[ ]——+Ko(C°°(M xg M, A) ®R)[N]

N

i . Ko(C(M' xp M',A) ® R) [H —Ko(C®(M’ xz M',A)® R) [%]

Preuve. — Démontrons le pour le morphisme 4, le cas de 3’ étant similaire puisque le
revétement p’ : M’'— B’ est lui aussi trivial.

Compte tenu du 1.4, il s’agit de voir que le morphisme i : Rp(A) ® R[['|—Rp(4) ®
R[G] induit un monomophisme en K -théorie lorsque 1’on rend I’entier N inversible.

Le groupe K agit sur Rp(A) ® R[G] (resp. R[G]) par

(3P)(t,9) = P(3t,9).

L’inclusion d’algebres i : Rp(A) @ R[['|—Rp(A) ® R[G] identifie Rp(A) ® R[['] a la
sous-algebre des invariants de Rp(A) ® R[G] sous cette action.

On voit dans (1.4.1), que comme R[I']-module a droite, R[G] s’identifie au module
libre (R[[))UO.

Explicitons une base du R[I‘]-module a droite R[G].
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Pour tout 5 désignons par ez I’élément de R[G| définit par

_ 1 sit=Setg=ce
es(t, g) = { 0 sinon. !

Les €3 forment une famille orthogonale d’idempotents de I’anneau R[G], autrement dit
on a :

€37 = 6573
Si pour P € R|G] et 5 € K, on note P; I’élément de R[I'] tel que
Py(t,g) = P(3,9)
pour tout £ € K et tout g € I, on a la relation
P = Z esPs.
seK

Remarquons maintenant que R[G] est aussi un R[I['l-module libre & gauche de rang N
avec la méme base (e3). En effet si on note pour Q € R[G] et 5 € K, Q% I'élément
de RII] tel que

Qi(t,9) = Qg 9)
pour tout £ € K et tout g € I, on a la relation
Q= Qs
3EK
De plus R[H] opere de fagon centrale sur R[G]. Le morphisme de R[I'] — R[I']-bimodules
RIG) @y RIG)— (RIS

défini par

D daes® Y ez (i)

SeEK teK

est un isomorphisme.
Soit M un Rp(A)" ® R[[']-module a droite. On a donc un isomorphisme de
R[I'}-modules a droite

(M ®gr) R[G)) ® g RIG]——MEXK),

Notons f : Rg(A)*® R[H]|—R p(A)* ® R[G] le morphisme canonique d’algeébres. Avec
ces notations 1’isomorphisme précédent s’interpreéte au niveau des classes

W f ful™(x) = N2z

pour tout z € Ko(Rp(A)t ® R[[]). Ceci prouve que i* : Ko(Rp(A)t ®
R[I))[%]—Ko(Rp(A)* ® R[G])[3] est injective. Ceci prouve (1.5.1).
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(1.5.2) LEMME. — Le morphisme o induit un épimorphisme
o Kol CE M xa Mo A) @ B)| | Kot xe M 4) 0 1) 1]

Preuve. — Le revétement M — B étant trivial, on vérifie aisément que 73’ = M (3). On
a donc en vertu de (1.3.3) i*o*i* = Ni*. Comme ¢* est un monomorphisme on a le lemme.

Donnons nous sur B’ des données, relatives au revétement galoisien M — B’ de groupe
H, permettant de construire un morphisme de Connes-Moscovici

0 :C®(M xy M,A) ® R—M,(Rp/(A)) ® R[H].

Le revétement M — B’ étant identifié & un sous-revétement de M’'— B’, choisissons
ces mémes données pour le revétement galoisien M’'—— B’ de groupe I'. Appliquant a
ces deux revétements, avec ces données, la construction de Connes et Moscovici rappelée
ci-dessus, on obtient un diagramme commutatif d’algebres.

Co(M xu M,A)® R —— M,(Rp(A)) @ R[H]

(1.5.3) al ,1

01[
Ce(M' xr M'JA)® R — M,(Rp/(A)) ® R[I
ol j désigne l’inclusion canonique. D’olt un diagramme commutatif en K-théorie

Ko(C(M x5 M, A) ® B)[4] —— Ko(Rp(A)® RH])[3]

(1.5.4) -] |

Ko(C(M’ xr M, A) @ R)[+] ——  Ko(Rp(A) ® R[[])[%]

D’autre part le revétement M'— B’ est trivilisable, on dispose donc comme au 1.4, d’un
morphisme de Connes-Moscovici 8 : C°(M’ xr M'; A) ® R—Rp/(A)[I'] ® R qui est
un isomorphisme d’algébres. Ainsi comme 6”* = * d’apres [7], le morphisme 6”* dans
le diagramme (1.5.3) est aussi un isomorphisme. On en déduit dans ce méme diagramme
en vertu du lemme (1.5.2), que le morphisme

est surjectif.
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Remarque. — Le revétement galoisien ¢ : M — B’ n’est pas trivialisable en général et
de ce fait, la construction de Connes-Moscovici est indispensable dans I’établissement de
la commutativité du diagramme (1.5.4) avec """ = 6*. C’est uniquement ici qu’intervient
pour la premiere fois la spécificité de I’algebre des opérateurs régularisants.

Il reste & établir le lemme :

(1.5.5) LEMME. — L’inclusion j induit une injection
- 1 1
i Ko(Ror(4)) © RUTD| | —Ko(Rar () © RITD |

Preuve. — Ce lemme est immédiat par la formule de projection qui est ici valable [19].
Ceci acheéve la démonstration.

Dans le paragraphe suivant seul le cas ou K est cyclique est exploité.

2. Preuve du théoréme 2 et de la proposition 4

(2.1.1) Soient A et R comme dans le théoréme 2, et fixons un entier N > 1. Il est clair
que A, R[T], T = Z"*', H = Z™ x NZ vérifient les hypotheses de la proposition 4.
Posons pour abréger
= (K_o(A)@R)H[t1,... tn,t7%, ... 171, ot (K_oo(A) ® R)* désigne Iunitarisée
sur C. On a une identification canonique
Bltni1,t11] = (K_oo(A) ® R)T[Z™*!]. Le morphisme d’anneaux
Bltnt1,tni1|— Bltnt1, tiy1] défini par t,,41 +— tY, | s’identifie a I'inclusion

(K-oo(4) ® R)T[H] = (K_oo(4) ® R)*[T).

Pour établir le théoréme 2 il suffit en changeant de notations, d’établir le lemme suivant

(2.1.2) LEMME. — Si R est un anneau tel que pour tout m > 0 le morphisme

Rlt1, . s tmti Yoot = R[t1, -ty t7 Y 80

rYm

pe . N . . . .
défini par t,, — t,, induise un isomorphisme

1 1
Ko(R[tl, .. m,tl_l, ,t;ll])[ :|_>KO(R[t1, . m»tl—l, 7t;11])|:ﬁj|

alors pour tout n > 0 le morphisme

KBt )| | —Kal®)

est un isomorphisme.

En effet, appliquons ce lemme et reprenons les notations du Théoréme 2. Le foncteur
K étant excisif, et I’anneau C régulier, I’algebre (K_o.(A) ® R)* vérifie ’hypothése du
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lemme ci-dessus en vertu du paragraphe précédent et de (2.1.1). D’autre part, comme c’est
une C-algebre, les groupes N Ko(K_(A) ® R) sont des C-vectoriels [29]. D’ou

N™Eo(K-a(A) ® B) = N"Ko(K—oo(A) ® R) [TH _

Démontrons le lemme (2.1.2). Les hypotheses de celui-ci sont stables par passage a
I’anneau des polyndmes de Laurent. Pour montrer que NmKO(R)[%] = 0, il suffit donc
de prouver simplement NKo(R)[+] = 0.

Tout élément de N Ky(R) est annulé par une puissance de I’endomorphisme Vi [29,3.1].
Mais le morphisme Vi n’est autre que celui induit par ¢ — ¢V [29], qui précisément est
un isomorphisme sur Ko(R[t,t™'])[+], il induit donc un isomorphisme sur le facteur
NKo(R)[%] de Ko(Rl[t,t71])[#]. Ceci prouve (2.1.2).

(2.2.1) Reste a prouver la proposition 4. D’apres le Théoréme 2 les algebres
K_w(A) ® R[H] et K_o(A) ® R[I'] sont Ky-régulieres, on a donc des scindages
fonctoriels

Ki((K-(4) ® RH])[t, ¢7]) = Ki(K-oo(A) ® R[H]) & Ki_1(K_(4) ® R[H])
et
Ki((K-oo(4) ® RID[t,t7"]) = Ki(K-(4) ® R[[]) & K;i—1(K_oo(4) ® R[T])

pour tout ¢ < 0. Par induction sur ¢ on est amené a traiter seulement le cas ou ¢ = 0, ce
qui a été fait au théoréme 2. Ceci achéve la démonstration.

(2.3.1) COROLLAIRE. — Si A est une algébre de Fréchet complexe stable par le
calcul fonctionnel holomorphe, R une C-algébre commutative unifére, alors les groupes
KH;(K_-»(A) ® R) de K-théorie homotopique sont canoniquement isomorphes aux
groupes K;(K_(A) ® R) de K-théorie algébriqgue pour i < 0, et aux groupes
KV, (K_»(A) ® R) de K-théorie de Karoubi-Villamayor pour i > 0.

3. Localisation

Dans les deux paragraphes qui suivent nous montrons que si B est une C-algebre de
Fréchet stable par le calcul fonctionnel holomorphe et K_,-stable au sens de Karoubi
[17], alors sa K -théorie négative rationnelle est périodique de période 2. Remarquons que
ces algebres sont universellement Ky-réguliéres, i.e. pour toute C-algébre commutative
R, B ® R est Ky-réguliére . Nos exemples principaux de telles algebres sont K_..(A),
LPR.A avec p > 1, K&, A, ol A est une algébre de Fréchet stable - par calcul fonctionnel
holomorphe. 11 faut ajouter pour une C*-algebre A, 1’algébre IC®A ol ® désigne le
produit tensoriel minimal.
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La démonstration qui suit est écrite avec I’algebre stable K_.,(A). Le lecteur vérifiera
sans peine que c’est la seule propriété de celle ci utilisée dans ces deux paragraphes.

Dans les deux paragraphes qui suivent nous utilisons les hypercohomologies sur des
sites a coefficients dans des préfaisceaux de spectres. Notre référence générale pour cette
théorie est [28].

(3.1.1) Dans ce qui suit K H(—) désigne le spectre fibrant cannoniquement associé au
spectre de la K-théorie homotopique. On désigne par K H(—)(n) le n-eéme étage de sa
décomposition fonctorielle de Postnikov [28, 5.51]. Si F' est un spectre F' @ Q désigne
son localisé sur Q [5].

(3.1.2) Soit O" le henselisé de I’anneau localisé O a 'origine (t1,...,t,) de I'espace
affine A%. Rappelons que O" est la cloture intégrale de O dans ’anneau Cl[ty,. .., t,]]
des séries formelles. C’est une sous-algebre de I’algebre des séries convergentes a 1’origine
de C". Rappelons aussi que c’est la limite inductive des algebres O(U) ou U décrit un
systtme fondamental de voisinages du point (¢1,...,t,) pour la topologie étale sur A%.
Plus généraAlement si O est excellent [12], son hensélisé O est formé des éléments de son
complété O qui sont algébriques sur O, et non seulement des éléments entiers.

(3.1.3) Désignons par Var,c la catégorie des schémas séparés réduits ncethériens de
type fini sur C que I’on identifiera a des variétés algébriques sur C. Si X est un tel schéma,
on désignera par X°" I’espace analytique complexe associé et par O°"(X) son anneau des
fonctions analytiques. Désignons par Aff,c la sous catégorie pleine des variétés affines.
Soit le préfaisceau suivant sur la catégorie Aff /¢ a valeurs dans celle des spectres fibrants :

F:Uw— KH(K_w(A) ® OU)).

Pour une courbe X sur C, tout ouvert U # X étant un ouvert affine, le préfaisceau F'
s’étend en un préfaisceau sur le site étale de la courbe X, y compris si X n’est pas affine.
Lorsque R est une C-algebre commutative, on notera par abus F'(R) en place de
KH(K_.(A) ® R). Enfin signalons que les produit tensoriels sont tous sur C sauf
mention du contraire. Ainsi F(C) n’est autre que K H(K_,(A4))
On dispose d’un morphisme d’augmentation

F(X)—H (X, F)
(3.2.1) LEMME. — On suppose que X est une courbe affine lisse sur C. La fleche
F(X)® Q—H (X, F(-)®Q)
est une équivalence faible.

Preuve. — Nous allons appliquer le critere de R. Thomason [28, prop 2.8] au schéma
régulier X et au préfaisceau F'(—) ® Q sur le site étale de X. Remarquons tout d’abord
que si A : R—S est un morphisme d’anneaux commutatifs pour lequel S est un R-
module libre de rang fini n, R et S identifiés 3 1 ® R et 1 ® S étant centraux dans
(K—o(A))T @ R et (K_o(A))t ® S respectivement, on dispose d’un morphisme de
transfert A : Ko((K—oo(A4))T®S)— Ko((K-(A))T ® R) et de plus le morphisme A, \*
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est la multiplication par n dans Ko((K-0(4))* ® R) [19]. On vérifie immédiatement que
A« est compatible aux scindages

Ko((K-(A))* ® R) = mF(R) & Ko(R)
et
Ko((K_oo(A))* ® 8) = moF(R) & Ko(S).

Ainsi on a une formule de projection pour 7o F'(—). Par suspension de K_.(A), on étant
la formule de projection aux 7, F'(—) pour ¢ < 0. D’autre part par K régularité universelle
de K_oo(A) les mgF(—), pour ¢ > 0 se ramenent au 7o F (—) par le foncteur lacets de
Karoubi. Ceci permet d’étendre le transfert a toute la K-théorie homotopique. Autrement
dit on dispose dans la catégorie homotopique stable, d’un transfert

A : F(S)—F(R)

tel que A\, A* soit la multiplication par n dans F'(R), dans la catégorie homotopique stable.
11 suit de 1a que le préfaisceau F' vérifie la propriété de transfert faible sur le site étale
de tout corps L au sens de [28, Définition 2.12].

Soit L un corps étale sur un corps résiduel k(z) en un point x de X. La suite spectrale du
passage du local au global et un calcul de cohomologie galoisienne [28, Proposition 2.14]
montrent immédiatement que n(L) : F(L) ® Q—H?,(L, F(—) ® Q) est une équivalence
faible.

D’autre part il découle de [31], que le foncteur F(—) a la propriété de Mayer-Vietoris. Il
reste a voir que F'(—) ® Q a la propriété de localisation au dessus de X pour les schémas
réguliers, [28, Def 2.6]. Tout les anneaux intervenant ici sont de Dedekind. Désignons par Y
un schéma affine étale sur X, qui est le spectre d’'une C-algebre D := O(Y') dont I’anneau
sous-jacent est de Dedekind. Considérons un fermé Z de Y d’ouvert complémentaire U
défini par I’idéal I. Nous désignerons par Dz I’anneau O(U). Notons R := B ® D. Par
abus I désignera aussi 1’déal central B ® I de R. Enfin Rz := B® Dy.

(3.2.3) LEMME. — Avec les notations précédentes, on a fonctoriellement une fibration de
localisation

F(Z)—F(Y)—F(U).
Preuve. — Autrement dit, on veux montrer 1’existence d’une fibration
KH(R/I)—KH(R)—KH(Rz).

La démonstration qui suit m’a été signalée par le referee.
Décomposons en plusieurs étapes.
i) D := C[T] et Z est Iorigine. La fibration n’est autre que le théoréme fondamental
de la K-théorie,

KH(B[T)/(T))—KH(B[T))—KH(B[T,T™)).

ii) Z est un point défini par f € D. Le morphisme C[T]|—D, T — f, est
un isomorphisme analytique le long de f, on a donc en vertu de [31, 2.5] un carré
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homotopiquement cartésien

KH(B[T)) — KH(B[T,T™])

l l

KH(R) ——  KH(Ry).

Les fibres homotopiques des fleches horizontales sont donc canoniquement faiblement
équivalantes. D’aprés le cas i) ci-dessus on obtient donc une équivalence faible de
KH(R/(f)) vers la fibre homotopique de la fleche du bas du diagramme.

iii) Z est un point. Choisissons s € D de sorte que Z € Spec(D[1/s]) soit défini par
une fonction f € D[1/s]. Le morphisme de localisation R— R est un isomorphisme
analytique le long de s, on a donc toujours en vertu de [31, 2.5], le diagramme
homotopiquement cartésien,

KH(R) ——  KH(Ry))

l !

KH(R[l/s]) — KH(Rz[1/s]).

Un raisonement analogue au précédent fourni une fleche cannonique de K H(R/I) vers la
fibre homotopique de la fleche du haut du diagramme.

iv) Z est un ensemble fini de points. Ce cas se démontre immédiatement a partir du
cas précédent par induction sur le nombre de points de Z. Ceci achéve la démonstration
de (3.2.3).

(3.3.1) LEMME. — Soit X une courbe algébrique affine et lisse sur C. Les morphismes
T F(X) ® Q—mHZ (X, F(-) ® Q(0))
sont des isomorphismes pour tout ¢ < 0.

Preuve. — Désignons par F(—))0( la fibre de F(—)—F(—)(0). On obtient un
diagramme commutatif de fibrations [28] :

F(-) ® Q)0 — F(-)®Q — F(-)® Q(0)

! | |

H, (X, F(-)@Q)0() — HL(X,F(-)@Q) — HL(X,F(-)®Q(0))
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Compte tenu du lemme (3.2.1) il suffit de prouver que m;H?,(X, F(—) ® Q)0() = 0 pour
1 < 0. Considérons les premiers termes de la suite spectrale du passage du local au global

E3? = HE(X, 7 F (=) ® Q)0().

On a F% = 0 si ¢ < 0. Une adaptation immédiate de la démonstration du Théoréme
4.1 [SGA 4] (exposé X) montre que X est de dimension cohomologique étale < 1 pour
les Q-modules (voir aussi [28]). Ainsi on a de plus E? = 0 pour p > 1. Le lemme
en découle immédiatement.

Calculons I’hypercohomologie de P!(C) a coefficients dans le préfaisceau F'(—).
Si X est une courbe, désignons par R(X) I’anneau des fonctions rationnelles sur X.
Soit G le préfaisceau de spectres fibrants sur le site étale de X définit par :

G(U)= KH(K_»(A)® R(U)).
On a un morphisme de spectres fibrants
F—aG.

(3.3.2) LeMME. — Soit X une courbe lisse irréductible et rationnelle. On dispose d’une
suite exacte courte de faisceaux abéliens sur X.; :

0—7 F(—) ® Q—7,G(—) ® Q—N,—0

ol le conoyau N, a sa fibre en tout point géométrique générique nulle. De plus pour tout
point fermé  on a des isomorphismes cannoniques i*tN, = m,_1F(C) ® Q.

Preuve. — Soit n un point géométrique générique de corps résiduel K, cldture
algébrique du corps R(X) des fonctions rationnelles sur X. Le morphisme 7,F(—) ®
Q,—7,G(-) ® Q,, s’identifie a I'identité¢ de 7,F(K)® Q, d’ou la seconde assertion.
Montrons que 7, F(—) ® Q—7,G(—) ® Q est un monomorphisme. Pour cela il suffit
de le voir a la fibre aux points géométrique au dessus des points fermés. Soit x
un tel point, le morphisme 7, F(-) ® Q,—7,G(—) ® Q_ s’identifie au morphisme

F(O% ) ® Q—m, F(R(O% ,)) ® Q. La courbe X étant lisse O%. , s’identifie 2 O" et

(O .) A O"t~1] en vertu de (3.1.2). De plus I’inclusion C[z‘]—>(9h est un isomorphisme
analythue le long de ¢. La suite exacte longue associée a cet isomorphisme analytique [30],
montre que 1’on a un scindage canonique m,F(R(O")) = 7, F(O") & 1 F(C). Ce qui
prouve le lemme.

(3.3.3) LEMME. — 1) Soit X une courbe irréductible et lisse sur C. On a une suite exacte
courte

0—HL(X,Fe41F(-) ® Q) — 1 H* (X, F(-) ® Q) — H%(X, 7,F(-) ® Q)—0.
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ii) Soit U un ouvert de X (pour la topologie de Zariski) isomorphe a un ouvert
de Spec(C[T)), et de fermés complémentaires Z dans X, et Z' dans Spec(C|[T))
respectivement. On a une suite exacte:

0—H(X, 7 F(-) ® Q)—m, F(C)® Q& (P 71 F(C) ® Q)

ez’

— P -1 F(C) @ Qq— HL (X, #,F(-) ® Q)—0.

r€Z

Preuve. — Le 1) provient de la suite spectrale d’hypercohomologie et de ce que X; est
de dimension cohomologique < 1 pour les faisceaux de Q-modules.

Désignons par j : U— X l'immersion ouverte et : : Z— X I'immersion fermée.
Considérons le faiscaux de Q-vectoriels 7,F'(—) ® Q sur X.;. En vertu de (3.3.2) on a
N, = @z’mi;./\fq, ol x décrit les points fermés de X et i, désigne I'inclusion du point

zeX
fermé . On a donc un triangle

R, Ri'%, F(~) ® Q— Ri, Ri'7,G(~) ® Q— Ri, Ri'N, 2% .

De plus le foncteur ¢, est exact et se dérive donc trivialement. On a donc un isomorphisme
fonctoriel R(i,i') = Ri.Ri'. D’autre part le foncteur exact i, transforme faisceaux
flasques [SGA 4], en faisceaux flasques. Ces derniers étant acycliques pour le foncteur
i«i' [SGA 4], on a un isomorphisme fonctoriel Ri,Ri'Riyy = R(i43'igy). OF i'igy = 0 si
T ¢ Z et ixi'ipx = izx Si € Z. Finalement on a le triangle

Ri,Ri'#,F(~) ® Q— Ri, Ri'#,G(~=) ® Q—> () Rizuit, 15 .

reZ

Passant a la cohomologie, on a la longue suite exacte

— HY(X, 7, F(-) ® Q—H,(X, #,G(-) ® Q— P HE (=, i2N,) —.

T€Z

Or HP,(z,itN,) = 0 pour p # 0, et d’aprés (3.3.2) Ho(z,itN,) = 7,1 F(C) ® Q.
Finalement on a la suite exacte :

0— Hy(X, 7, F(~) ® Q)— Hy(X,#,G(-) ® Q)— P 71 F(C) ® Qq—

*€EZ

Hy(X, 7, F(-) @ Q—Hz(X, 7,G(-) ® Q—0
et si p > 1 les isomorphismes :

H7(X, 7, F(-) © Q—Hz(X,7,G(-) ® Q).
Montrons que HY (X, 7, F(—)®Q) =H%(X,7,G(-)®Q) =H}(X,7,G(-)®Q) =0.
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En effet considérons la suite exacte [SGA 4]
01407, G(~) ® Qq—7,G(=) ® Q—j.j*7,G(~) ® Q—i. R'i'7,G(—) ® Q—0.

Un calcul de la fibre du morphisme 7,G(—) ® Q—j.j*7,G(—) ® Q aux points fermés
de X montre que ce dernier est un isomorphisme. Ainsi on a

i4i'7,G(=) ® Q = i.RYi'7,G(-) ® Q = 0.
En particulier
H?,(X,i.i'7,G(-) ® Q) = HE(X,i.R'i'7,G(~) ® Q) =0 pour tout p > 0.

On a donc par la suite spectrale d’hypercohomologie & support, les relations anoncées.
Finalement on obtient un isomorphisme @wq_lF(C) ®Q=Hy(X, 7, F(-)® Q).

z€Z
La suite exacte longue de cohomologie a support appliquée au faisceau 7, F(—) ® Q

s’écrit
0—H(X,#,F(-) ® Q—H(U, 7, F(-) ® Q— @) 7,-1F(C) ® Q
T€Z

—H, (X, 7 F(—) ® Q—H, (U, 7, F(—) ® Q)—.
Identifions U a un ouvert de Y = Spec(C[T]). La suite exacte précédente avec X
remplacé par Y donne

0—HY,(Y, #,F(-) ® Q—HS4(U, 7, F(-) ® Q— @D m,-1F(C) ® Q—
x€Z'

Hyy (Y, 7 F(—) ® Q—Hey (U, 7, F(—) ® Q)—.
D’aprés (3.3.3)i) et (3.2.1) on a la suite exacte
0—H_,(Y, Ter1F(—) ® Q)— 7 F(C) ® Q—H,(Y, T F(-) ® Q)—0
La fleche 7, F(C) ® Q—HS% (Y, 7,F(—) ® Q) s’identifie 2
H, (Y, 7,F(C) ® Q)—H\(Y, 7, F(-) ® Q)
induite par le morphisme du faisceaux constant 7, F'(C) ® Q vers le faisceau 7,F'(—) Q@ Q.
Or ce morphisme est un monomorphisme comme on le voie immédiatement en passant

aux fibres en les points fermés. La surjection 7, F(C) @ Qq— H%(Y, 7, F(-) ® Q) est
donc une bijection. En particulier HL (Y, 7,F(—) ® Q) = 0. On a alors

0—, F(C) ® Qq— H{, (U, %, F(-) ® Q)— P m4-1F(C) ® Qq—0.
zeZ’
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D’apres (3.3.1), [20] et cette suite exacte, on a un diagramme commutatif a lignes exactes

0 — m,FC)eQ — T, F(U) ® Q — @Pm-1F(C)®Q—0

zeZ’

| l |

0 — mFC)®Q — HYU,#HF(-)8Q — @Pr—1F(C)®Q—0
z€eZ’!

On en déduit que le morphisme 7, F(U) ® Qq— HY%(U, 7, F(—) ® Q est un isomorphisme

et que HL(U,7,F(-) ® Q = 0 en vertu de (3.2.1) et de (3.3.3) i). Ceci achéve la

démonstration de (3.3.3).

(3.3.4) Soit X = P!(C), avec les notations de (3.3.3) on peut choisir Z réduit a un
point, et donc Z’ = . On obtient alors la suite exacte

0— HZ(X, ﬁqF(_)®Q)_’WqF(C)‘X’Q_’”q—IF(C)‘X)Q_’H;(X’ T F'(-)®Q)—0.
Faisant intervenir le faisceau constant de valeur 7,F'(C) ® Q on voit que le morphisme

HY(X, 7, F(—) ® Q)— 7, F(C) ® Q est surjectif. On a ainsi des isomorphismes
canoniques

Ho (X, 7gF(-)® Q) = 1, F(C)® Q
HL(X, 7% F(-) ® Q) = 71 F(C) ® Q.
D’apres (3.3.3) i) on a donc la suite exacte
(3.3.5) 0— 7, F(C) ® Q—n,H* (X, F(-) ® Q)— 7, F(C) ® Q—0.
On retrouve ainsi la K-théorie du projectif non commutatif [23] ol le terme de droite
T, F(C)® Q= H),(X, 7, F(-)® Q)
est le facteur trivial, et le terme de gauche
T F(C) ® Q = Hoy(X, g1 F(-) © Q)

le facteur non trivial. De plus cette suite exacte est scindée.

(3.3.6) Remarque. — (Du referee) La suite exacte longue de Mayer-Vietoris, jointe a
(3.3.1) et a la suite fondamentale de la K -théorie algébrique donne immédiatement (3.3.5).

(3.4.1) Soit M une variété différentiable avec ou sans bord, et considérons le préfaisceau
de spectres G*°P construit dans I’appendice. Il posséde les deux propriétés suivantes:
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(3.4.2) LEMME. — Soit M compacte.
1) Le morphisme canonique

G**(M)—H;,,(M,G)

est une équivalence faible.
ii) On a des isomorphismes canoniques m,G*? (M) = KP(K_o(A)®C(M)).

Preuve. — Elle est faite en Appendice.

(3.4.3) Rappelons que les hypercohomologies ne dépendent que des faisceaux de spectres
associés [28], et que d’apres le théoreme des fonctions implicites, le morphisme naturel de
sites de celui des espaces étalés au dessus de X*" vers le site des ouverts de X" induit
un isomorphisme de topos par lequel nous les identifierons.

Notons ¢ : X**— X,.; le morphisme naturel de sites [SGA 4] et aussi des topos
associés. Par adjonction on a un morphisme de préfaisceaux [28]

F—R%:,c'F
d’oul les fleches ou la seconde est une équivalence faible d’apres [28, 1.56] :
H:,(X, F(0) ® Q)—HZ, (X, R%e.e7'F ® Q(0))«—H" (X", e F(0) ® Q).
Composant avec le morphisme naturel de préfaisceaux
e F—G'r,

on obtient un carré commutatif

FX)eQ — HL(X, F Q)

| l

GP (XM ®Q — HI,(X,G*? @ Q)

Soit X := Spec(C[T,T71]), Y := Spec(C[T]), D — Y I'inclusion du disque fermé
unité, et S son bord. La fonctorialité de la suite exacte de Mayer-Vietoris fournit le carré
commutatif

mH (X, F(-) @ Q(0)) — w1 HE(PH(C), F(-) ® Q(0))

(3.4.4) | l

mHY(S,G*P(-) ® Q(0)) — 7 H*(PY(C)™, G*P(-) ® Q(0))
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Compte tenu de (3.3.1) et (3.4.2) ce diagramme devient pour ¢ < 0

mnF(X)®Q — w1 H(PHC), F(-) @ Q(0)

(3.4.5) l l

ﬂ,thop(S) ® Q _ Wq_thOP(Pl(C)an) ® Q

Dans ce diagramme le facteur 7,1 F(C) ® Q de 7, F(X) ® Q s’identifie par (3.3.5)
au facteur HY,(P1(C), 7, F(—) ® Q(0)) de m,— H:,(P(C), F(-) ® Q(0)). De méme
d’apres 'apendice, le facteur m,11G*?(C) ® Q de m,G"?(S) ® Q s’identifie au facteur
H?(PY(C)*", Tg11G*P(~) ® Q(0)) de

-1 H*(P1(C)™, G*(-) ® Q(0) = 7,1 G"*(P1(C)"™") ® Q.

Par fonctorialitée de la suite spectrale du passage du local au global, la fleche verticale de
droite envoie donc le facteur non trivial 7,_; F(C) ® Q dans le facteur 7,1, G*?(C) ® Q
par un morphisme que nous désignerons a,_;. La périodicité de Bott topologique montre
aussi tot que 1'on a

(3.4.6) Qgo1 = PP Uig_y

ol 44_1 : m—1F(C) ® Q—m;—1G™(C) ® Q désigne le morphisme canonique de la
K H-théorie vers la K -théorie topologique, et 5P I’élément de Bott dans K2°P (K _..).

4. Fin de la démonstration du théoréme 3

Les notations du paragraphe précédent restent en vigueur.
Dans [17], M.Karoubi établit les faits suivants :

(4.1.1) Si A est une algébre de Fréchet complexe, stable par calcul fonctionnel
holomorphe, le morphisme K;(K_.(A))—K;""(K_o(A)) est un isomorphisme pour

i = 0 et un monomorphisme pour 1 = —1.
(4.1.2) Le morphisme
K_y(K o) — K3 (K_)
est surjectif
(4.1.3) Pour tout entier n > 1 les morphismes
Ki(K-oo(A), Z/n)— K" (K_co(A), Z/n)

sont des isomorphismes pour tout i € Z.
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Achevons maintenant la preuve du théoréme 3
Soit K7®(K_o0(A)) le i-itme groupe d’homotopie de la fibre homotopique de

KH(K_oo(A))— K" (K_oo(4)).

D’apres (4.1.3), les groupes K7(K_..(A)) sont uniquement divisibles pour tout i € Z.
D’autre part le lemme (4.1.4) ci dessous montre alors que K'(K_.,(A)) = 0 pour i < 0,
d’ot le théoreme.

Remarque. — On peut aussi, ce qui revient essentiellement au méme utiliser un argument
de carrés arithmétiques [4], [S], appliqué a la fleche

K H(K_0o(4))(0)—K*" (K_o(A)){0).

N

Reste a prouver le :

(4.1.4) LeMME. — Le morphisme KHy(K_oo(A)) ® Q—K!P(K_(A)) ® Q est un
isomorphisme pour tout q < 0 et surjectif pour q = 1.

Preuve. — Rappellons tout d’abord que la K-théorie homotopique étant excisive on
dispose sur celle-ci d’un cup produit sans aucune restriction sur les degrés. En vertu
de (4.1.2), choisissons un élément B_, € K_5(K_.,) au-dessus de I’élément de Bott
B € K" (K_o). La démonstration se fait par induction déscendente sur q.

Pour ¢ = 1, c’est trivial, et pour ¢ = 0 c’est énoncé dans (4.1.1).

Considérons le diagramme commutatif pour j > 0

L,
T F(C)eQ — 72 F(C)®Q

l l

topj

1,GP(C)®Q —— 1,_5;G*P(C)® Q

Le morphisme 71 F(C)® Q— 11 G*P(C)® Q s’identifie au morphisme KV} (K_.(4))®
Q—K{P(K_oo(A)) ® Q et est donc surjectif. Ainsi faisant ¢ = 1 et ¢ = 0
dans le diagramme précédent, compte tenu de (4.1.1) et de la périodicit¢é de Bott
topologique, le morphisme m,F(C) ® Q—m,G*?(C) ® Q est surjectif pour tout ¢ < 0
et un isomorphisme pour ¢ = 0,—1. Soit 5 < 0, et supposons que le morphisme
iq 1 mgF(C) @ Q—7,G*P(C) ® Q soit un isomorphisme pour tout g tel que 0 > g > j.
Par (3.4.5) il suffit de voir que o;_; est injectif.

Le diagramme (3.4.5) montre que oj;_; est le morphisme induit sur les facteurs
correspondants du morphisme 7;F(X) ® Q—7;G*?(S) ® Q. Soit A la C-algebre
des fonctions continues sur le cercle S, analytiques réelles sur S — {1} et a coefficients
complexes. Soit m l’'idéal de A des fonctions s’annullant au point 1. On obtient un
scindage cannonique 7;F(A) = 7,;F(m) & m;F(C).

4° SERIE — TOME 30 — 1997 — N° 2



K-THEORIE ALGEBRIQUE NEGATIVE 265

Dans Y*" désignons par L lintervalle [—1,1] et désignons par f : Y*"— X" Je
morphisme f(z) := —e™*, Soit B ’algébre des fonctions continues sur L, analytiques
réelles a coefficients complexe sur | — 1,1[ et s’annullant en 1. Les algebres A, B sont
munies de leur structure d’algebres de Fréchet et m est un idéal fermé de ses deux algebres,
le morphisme f identifiant m a I’idéal des fonctions de B s’annulant au point —1 de L.
Le diagramme commutatif & lignes exactes

0 — Kew(A)®m — K_o(A)®B — K_o(d) — 0

l ! l

0 — K_o(A)®m — K_o(A)8:B — K_(4) — 0
donne le diagramme commutatif a lignes exactes

— W,F(C) — 7T,‘_1F(m) hand Wi_lF(B) - 7['i_1F(C) —

l l ! l

- mGPP(C) — m_G**(m) — m_1G*"(B) — m_1G*P(C) —

L’algebre B étant contractile, on a m;G*P(B) = 0 pour tout : € Z. Comme
T F(C) ® Q—m;G*?(C) ® Q est un isomorphisme pour 0 > ¢ > 7, on en déduit
un isomorphisme cannonique 7; F(m) ® Q = ;11 F(C) ® Q & 7, F'(B) ® Q. Finalement
le morphisme 7;F(X) ® Q—;F(A) ® Q s’identifie 2 un morphisme

(4.1.5) T, F(X)® Q—(1;j+1F(C) @ Qa m;F(B) ® Q) & 7; F(C) ® Q.

De plus il est immédiat que ce morphisme est compatible au scindage 7er(X ) =
7j-1F(C) ® m;F(C), car le facteur 7;_,F(C) s’identifie cannoniquement a m;_, F(I)
ol I est I’idéal des fonctions régulieres sur X s’annulant pour 7' = 1, et nltre assertion
revient a affirmer que le morphisme 7;F(X)—m;F(A) est compatible aux scindages
1, F(X) = n;F(I) ® m;F(C) et m;F(A) = m;F(m) & 7;F(C), et le morphisme induit
sur le second facteur est l’identité.

Désignons par v : 7,1 F(C) ® Q—m;F(m) ® Q = 1, F(C) @ Q& m; F(B) ® Q
le morphisme induit sur les premiers facteurs de (4.1.5). Soient 7; et 2 les morphismes
coordonneés de . Faisant intervenir les algebres C(S) et C(L) des fonctions continues 2
valeurs complexes sur le cercle S et le segment L respectivement et la fonctorialité du
morphisme F—G*°P on montre immédiatement la relation 1j4171 = aj—1. Comme 741
est un monomorphisme, pour prouver que «;_; est injective, il suffit de prouver que v,
est injective. Pour cela il suffit d’établir le lemme suivant :
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(4.2.1) LemMmE. — i) Le morphisme (4.1.5) m;F(X) ® Q—m;F(A) ® Q est un
monomorphisme.
ii) le morphisme 7y, : 7;_1F(C) @ Q—m; F(B) ® Q est nul pour j < 0.

Preuve. — Démontrons i). Désignons par R(X) le corps des fonctions rationnelles sur
X i.e. C(T), et par R(.A) le corps des quotients de I’anneau integre A. Considérons le
diagramme commutatif pour 2 < 0

F(X) —  mF(A)

l !

mF(R(X)) —— mF(R(A))

D’apres [20], la fleche verticale de gauche est injective. Il suffit donc de prouver que
la fleche horizontale du bas est injective rationnellement. Pour cela il suffit d’établir le
lemme suivant:

(4.2.2) LEMME. — Soit L— L' une extension de corps au dessus de C. Le morphisme
mF(L) @ Q—mF(L')®Q

induit en K -théorie est injectif pour tout i € Z.

Preuve. — Une extension de corps se décompose en une extension trancendente pure
et une extension algébrique. Une extension trancendente pure (resp. algébrique) étant
une limite inductive filtrante d’extensions trancendentes pures finies (resp. d’extensions
algébriques de degré fini), on est ramené 2 examiner uniquement les cas suivants

i) L' = L(T)

ii) L' est une extension algébrique de degré fini.

iii) est immédiat en vertu de la formule de projection. De plus une adaptation immédiate
de la preuve de [20 Corollary 1.5] montre i). Ceci établit le i) du lemme (4.2.1).

Montrons le ii) de “4.2.1).
Soit O I'anneau des séries formelles C[[2]]. L’endomorphisme p. : 2 + 2% de O, définit
sur O une structure de O-module libre de rang 2. D’ou la relation

(4.2.3). et =2

(4.2.4) LEMME. — L’endomorphisme p* de m;F (@) ® Q est un isomorphisme pour tout
Jj €z

Preuve. — Soit 0, = O[zl/ 2"]. Posons O := O. Désignons par J,, I'idéal (X* — z'/%")
de O,[X]. L’anneau On+1 s’identifie canoniquement a O,[X]/J,, ot pour n = 0 il faut
interpréter z!/2" comme étant z. Enfin désignons par (9 la réunion de cette suite croissante
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d’anneaux. Pour tout entier p > 0 et tout entier n > 0, posons (2P)}/2" := (z1/2")?, On
vérifie aussitot que ces choix sont cohérents.

4.2.5) A/{ontrons que le molphisme d’inclusion 1,, : @n—>(§n+1 induit un isomorphisme
i 1 F(0,) @ Q7 F(Onht1) ® Q pour tout j € Z et tout n > 0.

Considérons la suite exacte définissant 1’idéal J,,
O-————»Jn——>(’9\n[X]—>(’9\"+1—»O.

La fleche n, F (@n) ® Q——nr*F(@n_H) ® Q est injective car i,.i; = 2. On a donc la
suite exacte

(4.2.6) 0—;F(0,) ® Q—1;F(Oni1) ® Q—m;_1F () ® Q—0.

Il reste a voir que 7 F(J,) ® Q = 0.
Fixons n > 0, et pour tout k¥ > O considérons le diagramme commutatif d’algebres
a lignes exactes :

0 — J, — O, XxX] — @n+1 —s 0

! l l

0 — Jn+k — 6n+k[X] — 6n+k+1 — 0

ol les fleches verticales sont X — X2°. La fléche verticale de droite est donc Iinclusion
canonique. Appliquant le foncteur 7, F(—)®Q a ce diagramme, I’invariance par homotopie
algébrique montre que la fleche du millieux induit I’inclusion canonique. On a donc un
diagramme commutatif a lignes exactes :

0 — mF0,)9Q — mF0,1)8Q —
(4.2.7) in,kl in+1,kl

0 — T FOnx)®Q — 7iF(Onsr1)®Q —

— maF(J,)eQ — 0
XHszl

— w1 F(Jok) ®Q — 0
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ou les 7, , désignent les morphismes induits par les inclusions canoniques. Passant a la
limite inductive sur k dans ce diagramme, on voie qu’il suffit de prouver que les morphismes
T F (Jn) ® Q— 7y F(Jp1x) ® Q induits par X — X2, Jn— Jn4k sont injectifs. Pour
cela il suffit de voir que le morphisme X — X2* : J, — (X2 — 21/2""*)O [ X] induit une
injection T, F(J,,) ® Q—m, F((X2 — 22/2""")O4[X]) ® Q. Or ce dernier morphisme
est le composé R R

a) de celui induit 7, F(J,,)O0,[X]) ® Qq—m. F((X? - 2Y/?" )0, [X])®Q par I'inclusion
canonique,

et

b) de celui induit 7, F((X2 — 21/2" )0 [X]) ® Qq—m, F((X2 = 220 [X]) ® Q
par X — X2

11 suffit donc de voir que chacun d’eux est une injection.

Montrons a). Pour tout entier p > 0, désignons par

a: Jp— (X2 -2V 2")(’9\,,4_1[X ] linclusion canonique d’algebres. Il suffit de prouver
que le morphisme induit o* : 7, F(J,) ® Q— 1, F((X2 - 21/2")0,1,[X]) ® Q est injectif.

Considérons le diagramme commutatif :

*

m.F(J,)®Q —— mF((X2-27)0,u(X) ® Q

l l

mF(X2 =270, X)9Q — mF(X2-2Y"")0,[X])®Q

ot les fleches verticales sont induites par z — 22, et la fleche horizontale du bas est

I’identité. Il suffit de prouver l'injectivité de la fleche verticale de gauche.
Soit ¢ : J,—M>(J,) le morphisme définit par

s =(1 75 ) @ ao=(3 ).

Le morphisme composé ¢(z — z?) est le morphisme diagonal
§: (X2 — 220, [ X]— My((X2 — 2/")O,[X)).

On a donc en K-théorie ¢*(z — 2%)* = 2, ce qui prouve I’assertion en passant 2 la
limite inductive.
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Montrons b). Considérons le diagramme commutatif a lignes exactes
(4.2.8)

0 — mF0L)®Q — mF(0L[X]/(X?-2/")0Q —

| l

0o — WjF(@oo)®Q — er(@oo[X]/(Xz—z1/2n+k))®Q _

— M F((X?2-2V0L[X]))eQ  — 0
X»—»szl

— maF(X2 -2 0. [X)eQ — 0.

ol les morphismes verticaux sont induits par X — X 2" Celui de gauche n’est autre
que I'identitée par invariance par homotopie. Les polyndmes X2 — z'/%" et X2 — 21/ ank
se scindent en facteurs linéaires dans Oy [X]. Ces factorisations donnent des identifi-
cations de 7r]F((’)oc,[X]/(X2 21/7")) @ Q et m;F(O[X]/(X2 — 21/2)) ® Q avec
WJF(OOO) ®QemF ((900) ® Q. Dans ces identifications un simple calcul montre que la
fleche verticale du centre s’identifie a I’identité, donc est un isomorphisme. Ceci prouve
b) et finalement (4.2.5).

Remarquons qu’a un changement de notations prés, la démonstration précédente de
(4.2.5) reste valable pour n = 0. Passant a la limite inductive filtrante sur k pour
les 1somorphlsmes in,k de (4.2.7) on a que l'inclusion (9—>(’)oo induit un 1somorphlsme
mF(0) ® Q=1 F(Os) ® Q. Or z = 22 est un automorphisme de O, donc
I’endomorphisme z +— 2% de O induit un automorphisme de w*F(O) ® Q. Ce qui
prouve (4.2.4).

Soit O*"(D) I’algebre des germes de fonctions analytiques complexes au voisinage du
disque unité fermé D de Y°".

(4.2.9) LEMME. — L’inclusion O**(D) — O induit un monomorphisme
m;F(0"(D)) ® Q—m,;F(0) ® Q.

Preuve. — Le corps des fractions R(@) = @[z‘l] est une extension du corps des fractions
R(O**(D)). D’apres (4.2.2), il suffit donc de prouver que le morphisme canonique
7; F(O**(D))—m; F(R(O*(D))) est injectif. Le disque D étant compact, le corps
R(0O**(D))) des germes en D des fonctions méromorphes n’est autre que le localisé de
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O**(D) sur la partie multiplicative S constituée des polyndmes non nuls. Ainsi R(O*"*(D))
est la limite inductive filtrante limO*"(D) [%] ol f parcours I’ensemble des polyndmes

I
non nuls. 11 suffit donc si f est un tel polynéme de prouver que le morphisme

; F(0*"(D)) ® Qq—m; F (O“”(D) [%] ) ®Q

est injectif.

Par excision on peux remplacer K_.,(A) par son unitarisée B sur C . Changeant
de notation, désignons par S la partie multiplicative engendrée par 1’élément central
1® f de l'alggbre B ® O**(D). Posons O(Z) := O**(D)/(f), et désignons par
i : B® 0"*(D)—B ® O(Z) le morphisme de passage au quotient. Il suffit alors
de montrer les deux assertions suivantes

i) Le foncteur 7, de la catégorie P(B®O(Z)) des BQO(Z)-modules projectifs dans celle
des B O*"*(D)-modules induit un isomorphisme K H,(BQO(Z))®Q—KH(Hs)®Q.

ii) Le morphisme K;(B ® O(Z))—K;(B ® 0**(D)) est nul.

Démontrons i). Que le foncteur pleinement fidéle ¢. arrive dans Hg, est une conséquence
de la résolution libre -de O**(D)-modules

(4.2.10) 0—0*(D)-L0*"(D)—0(Z2)—0.

Le reste de la démonstration suit pas a pas celle de (3.2.3).

Démontrons ii). L’algébre B ne jouant aucun role, quitte a prendre une suspension
convenable de B il suffit de traiter le cas j = 0 puisque j < 0. Si P est un B ® O(Z)-
module projectif de type finit son image dans Ko(B® O**(D)) n’est autre d’apres (4.2.10)
que la classe [P®o(z) O*"(D)] - [PRo(z) O*"(D)] = 0. Ceci acheve la preuve de (4.2.9).

(4.2.11) LEMME. — L’automorphisme z — —z de Y*" induit ’identité sur
T F(0*(D)) ® Q.

Preuve. — Notons v* I’automorphisme de WjF(@) ® Q induit par v : z — —z. Le
diagramme commutatif

4]
2 22 / \ 2 22
050
donne en K -théorie la relation

(4.2.12)

On a alors en vertu de (4.2.12) et (4.2.4) v* = id. Ce qui prouve (4.2.11).

Nous pouvons démontrer maintenant (4.2.1) ii).
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Désignons par m®" I'idéal des germes de O“"(D) qui s’annulent au point 1. Il est clair
que I'on a une factorisation

m;_1F(C) Y2

[N

;i F(m*) — 7 F(B)

Le groupe 7; F(m®") est un facteur direct de 7; F'(O**(D)), pour démontrer 1’assertion il
suffit donc de prouver que le morphisme +' : 7,_1 F(C) @ Q— 7, F(0**(D)) ® Q est
nul. Considérons toujours f : Y%"—— X" le morphisme z — —e™. Si par abus, nous
notons f* : O(X)—O**(D) le morphisme d’algebres, qui 2 une fonction réguliere
F, associe le germe sur D de la fonction analytique F' o f, le morphisme obtenu
f*imF(X)®Q—m; F(O**(D))® Q induit sur le facteur 7;_1 F/(C) ® Q le morphisme
7' ci-dessus. Le diagramme commutatif d’algebres

-1

ox) =, o)

I

Zr—>—Zz

oDy = ow(D)

induit donc la relation —y =+’ en K-théorie vu (4.2.11), car I’automorphisme 7'+ T~!
induit —id sur le facteur m;_1 F(C) de m;_1F(X). Ceci démontre ii) de (4.2.1) et par
la-méme (4.1.4).

5. Cas des idéaux de Schatten

(5.1.1) ProPOSITION. — i) Soient A une algébre de Fréchet complexe stable par calcul
fonctionnel holomorphe et R une C-algébre. L’algébre (K&, A) ® R est K,,-réguliére pour
tout n < 0.

ii) Si A est une C*-algébre alors ’algeébre K® A est K,,-réguliére pour tout n € Z

Soit . < 0. Désignons par F' le foncteur additif suivant B — K, (((K®B)®:A) ® R)
de la catégorie des C*-algebres dans celle des groupes abéliens. Montrons que F' est un
invariant d’homotopie continue. Pour cela en vertu de [13 Theorem 3.2.2] il suffit de
prouver qu’il est fonctionnellement stable, i.e. que le morphisme B—KX®B induit un
isomorphisme F(B)——F(K®B), ce qui est évident, et que d’autre part il est semi-exact.
Or ceci est clair, car si

0—I—B—C—0
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est une suite exacte scindée. La C*-algebre K étant nucléaire, on a une suite exacte
scindée de C*-algebres

0—KRI—KRB—KRC —0

En particulier cette suite est scindée en tant que suite exacte courte d’espaces vectoriels
topologiques. On a donc la suite exacte courte d’algebres de Fréchet

0—(K®I)®x A—(K®B)®» A—(KRC)®,A—0
et finalement la suite exacte d’algébres sur C
0—(K®I)®-A ® R—(K®B)®:A ® R—(K®C)®»A ® R—0.

Il s’ensuit que F' est semi exact puisque K,, est excisif pour n < 0.
Considérons le diagramme commutatif

K.(K&,A® R[t]) — K,(K&C([0,1])®:A® R)

-l

K.(K&:A® R) v=1i

ou C([0,1]) désigne la C*-algebre des fonctions continues sur lintervalle [0, 1],
v € [0,1], ¢ = 0,1 et la fleche horizontale est celle induite par I'inclusion canonique
K ® R[t]—(K&C([0,1])) ® R. Comme B +— K,((K&B)®,A ® R) est un invariant
d’homotopie continue, les morphismes v = 0 et v = 1 induisent le méme morphisme sur le
K. Il en est donc de méme pour les morphismes K, (K®,A® R[t]) — K,(K&,A® R[t])
induits par t = 0 et t = 1 en vertu de la commutativité de ce diagramme. 1l suffit
alors d’appliquer [26, Lemma 4.1] au foncteur R — K, (K&,A ® R) pour terminer la
preuve de i).

La démonstration de ii), se fait de méme, mais utilise les isomorphismes
K.(K®A) = KI’P(K®A) [25]

pour montrer que 1’analogue du foncteur F' est semi-exact.

(5.2.1) THEOREME 6. — Soit A une algébre de Fréchet complexe stable par calcul
fonctionnel holomorphe, et R une C-algébre commutative. L’algébre (LP®,A) @ R est
Ky-réguliere pour tout p > 1.

Preuve. — L’algebre LP®, A est topologiquement K_.-stable au sens de [17]. Il suffit
donc de prouver le lemme plus général suivant :
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(5.2.2) LEMME. — Soit A une algébre de Fréchet stable par calcul fonctionnel holomorphe.
Si A est K_oo-stable, alors A est Ky-réguliére.

Preuve. — Considérons le diagramme d’algebres définissant la X _-stabilité topologique
[17] (définition 2.2. P. 121) dont nous adoptons les notations.

A A

(5.2.3) ’l ’l

Kow(d) —— 4 0 My4)

On a immédiatement en passant aux anneaux de polyndmes a coefficients dans R et a
la K-théorie, que le morphisme

7 Ko(A® Rlt1, ... tn])— Ko(K—oo(A) ® Rlt1, ..., ta])

est un monomorphisme. En vertu du théoréme 2, composant cette fleche avec celle induite
par I’évaluation en ¢t; = ...t¢, = 0, on a un monomorphisme

Ko(AQ® R[ty, ..., tn]) —Ko(K-oo(4) ® R).

Or ce dernier se factorise par la fleche Ko(A®R[t1,. .., tn])— Ko(A® R) d’évaluation en
t; = ...t, = 0. Ceci montre que la fleche d’évaluation Ko(A ® Rlty,...,t,])—Ko(A®
R) est un monomorphisme, et donc un isomorphisme. Ce qui prouve le lemme.

En particulier si LP est un idéal de Schatten et A de Fréchet stable par calcul fonctionnel
holomorphe les groupes K H;(LP®,A) s’identifient aux groupes K;(L?®,A) de Bass
pour i < 0 et aux groupes K'V;(LP®,A) de Karoubi-Villamayor pour i > 0.

(5.3.1) THEOREME 7. — Soit A une algébre de Fréchet complexe stable par calcul
fonctionnel holomorphe.
i) Les morphismes canoniques

KH(LP&,A)— KPP (LP&, A)

reliant la K -théorie homotopique a la K -théorie topologique sont des isomorphismes pour
tout © € Z pour tout p > 1.
ii) Les morphismes canoniques

Ki(L'®,A)—K!P(L'®,A)
reliant la K -théorie algébrique a la K-théorie topologique sont des isomorphismes pour
tout 1 < 0.

Preuve. — Démontrons 1). La K-théorie homotopique est excisive, le cup-produit est
donc défini sans aucune restriction sur les degrés. On en déduit par les méthodes
de [17] que KH;(LP®.A) est 2-périodique. D’oll la conclusion compte tenu des

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



274 1. TAPIA

isomorphismes K Hi(£p®,,A)4>Ki(£p®,,A) pour ¢ < 0, et des isomorphismes [17]
K (LPR,A)—K[°P(LP®,A) pour i < 1. Ceci prouve i).

Démontrons ii). La K-théorie négative est Morita invariante pour les algébres non
nécessairement unifeéres. Le diagramme (5.2.3) montre en remplaant A par £L'®,A que
le morphisme

5* Ki(£'8r A)— Ki(K_ oo (L1 A))
est injectif pour : < 0. Compte tenu du Théoréme 1 on en déduit que le morphisme
Ki(L'®-A)— K[ (L'® A)
est aussi injectif. Soit B_, un élément de K_,(L') au-dessus de 1’élément de Bott 3% de

K*P(LY) [17]. Soit n < 1 et considérons le diagramme commutatif

ugl,

Ko(L'8:4) — Ko 0(L'8,A)

l l

ugtr?

KfP(L'8,4) —— K%, (L'®,A)

n

Pour n = 0,1 la fleche de gauche est respectivement bijective et surjective. La périodicité
de Bott en K-théorie topologique montre que celle de droite est surjective. C’est donc une
bijection en vertu de ce qui précede. Ceci achéve la démonstation.

APPENDICE

Soit M une variété différentiable de classe C*°, avec ou sans bord, et A une algebre de
Fréchet stable par le calcul fonctionnel holomorphe. Cet appendice a pour objet de prouver
’existence d’un préfaisceau G*°P de spectres vérifiant les conditions suivantes

i) il est muni d’un morphisme K H(K_.o(A)®-C>(V))—G*P(V) fonctoriel en V,
ii) G'P est un invariant d’homotopie C>,

iii) si M est compacte, le morphisme G*°P(M)—H® (M, G*P(—)) est une équivalence
faible,

iv) si M est compacte on a des isomorphismes canoniques

TGP (M) K[ (Koo (A)®xC=(M)).
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A.1. Construction de G®°P

Le principe de la construction est celui de [27]. Désignons par C*°(A*®) 1’algebre de
Fréchet simpliciale des fonctions C* sur le complexe cosimplicial standart. Soit K)0( le
revétement 0-connexe du spectre de la K -théorie de Quillen. Considérons pour une algébre
de Fréchet quelconque B, le spectre :

K)0(T°?(B) := hocolim(n — K)0{(B&,(C®(A™)))).

1l est immédiat que par construction K)0(T°P est un invariant d’homotopie C*°.

Si dans I’expression précédente nous remplagons le spectre K)0( par le spectre O-
connexe KV de K-théorie de Karoubi-Villamayor, on un autre spectre KV7°P et une
équivalence faible K)0(T°?— KVT°P, Ceci montre la relation

1 K)Y0(TP(B) = m;,_1GL(B&®,(C®(A®)))
pour ¢ > 0. Si de plus B est stable par le calcul fonctionnel holomorphe, le second membre
s’identifie & m;_ GL!?(B) i.e a K;°*(B).

Désignons par S (resp. S*°P le foncteur de suspension pour les algebres (resp. le foncteur
de suspension topologique pour les algebres topologiques.) On a les fleches :

K)0(T?(B)—hocolim(n — Q"K)0((S™(B&+(C®(A™))))
—shocolimQ" K )0(T°P(S™°P B). Posons
KT?(B) := hocolimQ" K)0(T (5™ B).

Ce foncteur vérifie les propriétées suivantes :
1.1 Il est muni fonctoriellement d’une flecche K H(B)— KT°P(B).

1.2 C’est un invariant d’homotopie C*™.

1.3 1l vérifie I’exision pour les idéaux fermés et Mayer-Vietoris dans la catégorie des
algebres de Fréchet stables par le calcul fonctionnel holomorphe.

1.4 Si B est stable par le calcul fonctionel holomorphe, m;KT°?(B) = K!°*(B) pour
i € Z

1.2 et 1.4 sont clairs. 1.1 est conségence du théoreme de de Cartier-Eilenber-Zilberg
[9]. 1.3 est une conséquence de 1.4.

A.2. Propriétées du préfaisceau G'°P

Soit M une variétée C*°. On pose pour toute partie localement fermée V de M
GP(V) 1= KTP(K_ oo (A)B:C2 (V).
Restreint au site des ouverts, on obtient un préfaisceau sur M que nous noterons aussi G°P.
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Seule la propriété iii) reste a prouver. Soit M compacte. Le préfaisceau
sur M ,H*(—,G%*P) vérifie Mayer-Vietoris. Appelons pour abréger, bon ouvert,
un ouvert V contenant un rétracte d’homotopie C*° compact V’'. La fleche
TGP (V)— KPP (K_ oo (A)®-C(V")) est un isomorphisme en vertu de ii) et iv).
De méme appelons bon recouvrement d’un bon ouvert W de M, un recouvrement
de W par de bons ouverts U et V de sorte que U’ N V' soit un rétracte par
homotopie C* de U NV, et que U’ et V' forment un recouvrement de W’ (avec
des notations évidentes). Pour les bons recouvrements le préfaisceau G*°? vérifie donc
Mayer-Vietoris. Un raisonnement standard que nous ne répéterons pas ici et n’utilisant
que la propriété de Mayer-Vietoris pour les bons recouvrements ramene la preuve au cas
d’une boule ouverte U. Le premier membre de G*°P(U)—H®*(U, G**?(-)) s’identifie 2
K%*P(K_(A)) en vertu de ii). D’autre part la suite spectrale de passage du local au global
E%? = HP (U, 7,G*?(—)) = 74—, H*(U, G*P(—)) est convergente , U étant de dimension
cohomologique finie. De plus d’apres ii) les faisceaux 7,G*°?(—) sont constants. Ainsi la
suite spectrale dégénere en Es, et le deuxiéme membre s’identifie aussi 3 K'P(K_,,(A)),
ce qui achéve la preuve.

A.3. Application a ’hypercohomologie de P!(C)*"

Nous venons de voir que les faisceaux 7,G*?(—) sont constants de valeur 7,G*?(C).
La suite spectrale de passage du local au global donne alors la suite exacte

3.1) 0—H?*(P(C)™", &g42G"* (-)) —m H*(P}(C)™, G"*(-))
—H(PH(C)*", 7, G"P(-)).

et de plus on a un isomorphisme canonique
7,G'(C) = H(P*(C)™", 7,G7(-)),

et utilisant I’orientation associée a la structure analytique complexe de P!(C)*", un
isomorphisme
Ty2G"(C) = H*(PY(C)™", 742G*(-)).

On retrouve ainsi la décomposition
ﬂ_q(:tup(Pl (C)un) — 7T_‘1_’_2Gtop((j) P qutoP(C).

En particulier la suite exacte (3.1) est canoniquement scindée.
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