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EXISTENCE GLOBALE ET COMPORTEMENT
ASYMPTOTIQUE POUR L’EQUATION DE
KLEIN-GORDON QUASI LINEAIRE A DONNEES
PETITES EN DIMENSIONIL

PArR JEAN-MARC DELORT

RESUME. — Soitv une solution de I'équation de Klein—-Gordon quasi linéaire en dimensidespace
Ov +v = F(v,0w,0zv,d:0,v,0%v) & données de Cauchy réguliéres a support compact, destaille.
Supposons qué’ s'annule au moins a lI'ordreen0. On sait alors que la solutianexiste sur un intervalle
de temps de longueur supérieure ou égahé/él2 pour une constante positive et que pour une non-
linéarité généralé” elle explose en temps fini de I'ordre de/<’ (¢’ > 0). Nous avons conjecturé dans [7]
une condition nécessaire et suffisante Bwous laquelle la solution devrait exister globalement en temps,
poure assez petit. Nous prouvons dans cet article la suffisance de cette condition. De plus, nous obtenons
le premier terme d’un développement asymptotique dtersquet — +oo. 0 2001 Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. — Let v be a solution to a quasilinear Klein—Gordon equation in one space dimension
Ov + v = F(v,0w,0.v,0:0,v,02v) with smooth compactly supported Cauchy data of sizes 0.
Assume thatF’ vanishes at least at orderat 0. It is known that the solution exists over an interval
of time of length larger than®/<” for a positivec, and that for a generdl it blows up in finite timee®'/<*

(¢’ > 0). We conjectured in [7] a necessary and sufficient conditio#amder which the solution should
exist globally in time for small enough We prove in this paper the sufficiency of that condition. Moreover,
we get a one term asymptotic expansiondarhent — +oco. 0 2001 Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Introduction

Cet article est consacré au probleme de I'existence globale et du comportement asymptotique
de solutions a données petites de I'équation de Klein—Gordon quasi linéaire en dimension
d’espace. Plus précisément,Si= 07 — 92 sur R x R nous considérons une solutiendu
probléme

Ov+v=F(v,0v,0,v,0:0,v, 831}),
(0.1) V|0 =¢f,
atv|t:0 =&y,

ou f et g sont réguliéres a support compact et a valeurs réelles) est un petit parametre, et
F estune non-linéarit€°, a valeurs réelles, nulle au moins a I'ord@ra I'origine, affine en ses
deux derniers arguments.
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2 J.-M. DELORT

Il est bien connu depuis les travaux de Klainerman [12] et de Shatah [20] que le probléme
analogue a (0.2) en dimension d’espace 3 admet pour assez petit une solution réguliere
globale. Le méme résultat est vrai en dimenslod’espace, d'aprés Simon et Taflin [21] et
Ozawa, Tsutaya et Tsutsumi [19]. Mentionnons également le travail de Lindblad et Sogge [16]
qui concerne des non-linéarités non nécessairement régulieres a l'origine, s'annufaat en
un ordre strictement supérieurlat 2/d. Dans le cas de la dimensidn qui nous intéresse
ici, Moriyama, Tonegawa et Tsutsumi ont prouvé que la solution existe sur un intervalle de
temps de longueur supérieure ou égalé/éQ, sous la restriction supplémentaire que la non-
linéarité est nulle au moins a l'ordizen 0, ou bien est semi-linéaire, résolvant ainsi partiel-
lement une conjecture d’Hérmander [9]. Le fait que, en général, la solution n’existe pas sur
un intervalle de longueur plus grande a été prouvé par Yordanov [23] et indépendamment par
Keel et Tao [11]. Il y a toutefois des exemples de non-linéarités pour lesquelles (0.2) admet
des solutions globales : d’'une part, lorsqiene dépend que de et pas des dérivées; d’autre
part, pour sept non-linéarités particuliéres pour lesquelles Moriyama [17] a obtenu I'existence
globale €f. également Yagi [22]). Une question naturelle, soulevée par Hormander dans [9], [10]
se pose alors : peut-on déterminer une condition de structure sur la non-linéarité qui entraine
I'existence globale, analogue a la condition nulle de Christodoulou [6] et Klainerman [13],
qui a permis a ces auteurs de prouver I'existence globale & données petites pour I'équation
des ondes quasi linéaire en dimens®® Nous avons dans [7], a I'aide de construction de
solutions asymptotiques, conjecturé une telle condition, portant sur les termes quadratiques et
cubiques def'. Le premier des deux théoremes principaux du présent article établit que, sous
cette hypothése, le probleme (0.2) admet une solution globalespelrassez petit. Ce résultat
englobe les résultats partiels précédemment mentionnés, et est probablement optimal puisque
lorsque I'hypothése de structure que nous faisong'sest violée, nous avons construit dans [7]
des solutions approchées explosant en temps de lertire, pour une constante explicité.

Cela laisse supposer que la vraie solution du probleme explose également en temps équivalent a
¢A/=* Nous ne savons toutefois pas prouver un tel résultat, qui serait pour I'équation de Klein—
Gordon I'analogue des résultats d’explosion pour I'équation des ondes en diméndiena

Alinhac [1], [2] (cf. également Ladhari [15]).

A partir du moment ol nous disposons de solutions globales, la question de leur comportement
asymptotique se pose naturellement. En dimension d’'espace supérieure ou égale a deux, les
solutions globales ont a I'infini un comportement de solution libre. En revanche, en diménsion
d’espace, peu de résultats semblent étre connus, méme pour I'équation

(0.2) Ov +v = av? + fv* + termes d’ordret env.

L'existence globale pour (0.2) est élémentaire, mais les seuls résultats concernant le compor-
tement asymptotique des solutions que nous connaissions sont ceux de Georgiev et Yordanov
[8] qui, lorsquea = 0, prouvent que la distance entreet toute solution linéaire ne peut pas
tendre vers) lorsquet — +oo. Ces deux auteurs n’obtiennent toutefois pas une description
asymptotique de la solution, excepté dans le cas trés particulier de I'équation de sine-Gordon
Owv + sinv = 0 pour laquelle peuvent étre utilisées des méthodes de « scattering non linéaire ».
Le seul autre cas ou le comportement asymptotique soit connu en dimeresboelui des non-
linéarités étudiées par Moriyama [17], pour lesquelles cet auteur prouve qu’il y a comportement
asymptotique libre.

Le deuxiéme but de cet article est d’obtenir I'allure du comportement asymptotique des
solutions de (0.2) lorsqué’ vérifie les hypothéses générales sous lesquelles nous prouvons
I'existence globale. Nous obtenons une expression de la forme
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£

(0.3) v(t,x)zﬁag(x/t)exp[n/ﬁ—xu%qz(x/t)@—(x/t)2)1/2|a€(x/t)|%21ogt

+ terme conjugué- et~ 0 (¢, z),

Ir(t,x)|<cMK _|;§_|)++HM

pour toutM. Dans cette expression, est une fonctiorC3® & support dan$—1, 1] et ¥ est
une fonctionC> sur]— 1, 1] s’exprimant explicitement & partir des non-linéarités. Dans le cas
particulier de (0.2), nous avors= —13—0042 — 3. Nous retrouvons en patrticulier que la solution
n'a pas en général (i.e. lorsque 0) un comportement de solution linéaire a I'infini.

Indiquons dans la suite de cette introduction la stratégie générale que nous employons.
Rappelons d'abord qu’en dimension d’espace supérieure ou égaleuden dimension mais
pour des temps< /< Iun des ingrédients essentiels des preuves d’existence en temps grand
est I'utilisation des « champs de Klainerman » pour contréler la ndrffiede la solution. Plus
précisément, en dimensidnsi X désigne soit la dérivée usuetiédz, soittd, + xd;, et si pour
a €N, X% indique l'itéré deo champs de cette forme, on dispose d’'un contrdle de la forme

avec

(0.4) [o(t, )L < % > IXo(t,-)llee

as<M

si M est un entier assez grand. En dimension 2 I'analogue de cette inégalité permet de
contréler||v(t, )|/~ par la puissance optimale deen prouvant que les normé&s du membre

de droite restent uniformément bornées. La représentation (0.3) de la solution du probléme
gui nous intéresse ici montre que nNous ne pouvons pas espérer obtenir I'estimation optimale
llv(t, )L~ < Ce/+/t comme conséquence de (0.4) : en effet, & cause du terme logarithmique
dans la phase de (0.3), 18X “uv(t,-)||L2 ne peuvent se contrbler que par une puissance de la
quantité non borné¢? log t. Nous devons donc obtenir une estimafich directe de la solution,

en faisant usage de I'hypothése de structure sur la non-linéarité.

Lingrédient de base dans la preuve des résultats de cet article est I'utilisation de «formes
normales paradifférentielles ». L'utilisation de formes normales dans ce type de question n’est pas
nouvelle : elle a été introduite initialement par Shatah [20], et a été employée en dim&psion
Ozawa, Tsutaya et Tsutsumi [19], et en dimendigrar Moriyama, Tonegawa et Tsutsumi [18]
et par Moriyama [17]. L'idée principale de ces auteurs consiste a rechercher une perturbation
guadratique em et ses dérivées de I'inconnue de maniére a éliminer les termes quadratiques du
membre de droite de (0.2). Cette méthode appliquée brutalement a deux inconvénients : d’'une
part, elle donne lieu a la perte d’'une dérivée, et ne permet donc pas de traiter en dimension
des non-linéarités quadratiques quasi linéaires; d’autre part, elle raméne la non-linéarité a une
expression cubique qui est non locale et trés peu explicite. Il semble désespéré d’essayer de lire
sur celle-ci les conséquences de toute hypothéese de structure sur

La voie que nous empruntons est plus proche de la méthode des formes normales usuelle pour
les équations différentielles, et permet d’éviter les deux écueils précédents. Rappelons l'idée de
celle-ci sur 'exemple de I'équation différentielle ordinaire

(0.5) (D F 1us = %@im?u» 3 Pa(usu),

ouD, = (1/1)0:, Q4+ estquadratique &, cubique, et ou on suppose = —u_ (et la condition
nécessaire que celaimpose §ur, P.). La difficulté pour obtenir I'existence globale & données

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



4 J.-M. DELORT

petites pour une telle équation provient du fait que les puissancésddas le membre de
droite ne sont pas intégrables a linfini. On contourne cette difficulté en recherchant d’abord
une perturbation quadratique'/2Q (uy,u_) deu telle que

(0.6) (D 1) (ui - éi(m,u)) — Pl + reste

ol P} est une nouvelle expression cubique dépendant.deP., et ou le reste, polynomial en

u,, u_ estO(t=3/2), donc ne causera pas de difficulté dans I'obtention de I'existence globale.
Pour déduire de (0.6) une estimation uniformeude on souhaiterait de méme modifier par

une expression cubique permettant de compenser le terni& du membre de droite de (0.6).

Cela n'est pas possible en général; en fait, procédant ainsi, on arrive a éliminer tous les termes
cubiques, a I'exception de celui e u_ (resp. enu;u?) dans la premiére (resp. la deuxieme)
équation (0.6). Il n'est possible de déduire de I'équation une estimation uniforme de la solution
gue si ces deux mondmes sont affectés de coefficiéets L'hypothése a faire pour pouvoir
obtenir une solution globale est que les parties imaginaires des coefficients de ces monémes sont
nulles. Il s’agit la d’'une condition portant sur les coefficients des non-linéapitésP,., qui est
I'analogue, pour I'équation différentielle considérée d’une « condition nulle ».

Afin de ramener le probleme de Klein—Gordon a une forme susceptible d’'un traitement
analogue, nous commengons par passer en coordonnées hyperbd@igkieset nous prenons
comme nouvelle inconnue(T, X) = T''/?v(t,z). Cela permet de se ramener essentiellement &
une équation quasi linéaire de la forme

D Dx\'_,
(0.7) DZw — Z aij (T,X,w,wa,%w) (TX) Diw—w
=2
J<2

—G<T,X,w,DTw,DTXw>

dont la partie principale est pour petit une perturbation de

D2
<D§ SO 1>w.

Si, dans les expressions précédentes, on fait formelle%ﬁéai 0, on s’apercoit que I'on obtient

une équation différentielle ordinaire analogue au systéme (0.5). Le cceur de la méthode que nous
employons consiste a réduire essentiellement (0.7) a une telle équation lorsque le temps est grand
devantla fréquence. Nous utilisons pour cela le calcul paradifférentiel de Bony [3] et des espaces
de Sobolev adaptés. Plus précisément, considérons un terme cubique typigusadexemple

T~'w?(Bx w). Sinous écrivons la décomposition de Bony de ce produit, nous obtenons

1 Dx 1 g 1 o Dx
(08) TTuﬂ (TUJ) + TT(DXIU/T)/U‘) + TR(’LU ,TUJ) .

Siw est dans un espace de Sobolev d’'indice assez dleyé; € L.°°, et on a alors pour tout

’|

|70 xw/my 0 | .

C
< =D [0

Par conséquent la nornié® du second terme de (0.8) est &2, donc intégrable lorsque
T — 400, ce qui fait de ce terme un reste qui ne cause aucune difficulté dans I'obtention de
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EXISTENCE GLOBALE POUR LEQUATION DE KLEIN-GORDON 5

solutions globales. Il en est de méme du dernier terme de (0.8). Le premier terme de (0.8) est
également un reste, mais de maniére plus subtile. La transformée de Fourier de celui-ci est en
effet enO(|¢|/T?), donc est intégrable podr > |¢|. Pour traiter également le c&g > T', on
supposera que (T, £) vérifie dans ce régime une condition du type

R @ —a+1 . )
0.9) BT F) A+l

aveca < 0 proche dé). Alors T, (DTX w) vérifie une condition du méme type awveecemplacé

para + 1, ce qui permet de montrer que la primitive é@wz (DTX w) est de nouveau dans
I'espace défini par (0.9). Le raisonnement précédent montre donc que toutes les contributions
cubiques au membre de droite de (0.7) dans lesquelles intervient au moins une fois la dérivation
Dx /T ne causent pas de difficulté dans I'obtention de I'existence globale. Cela permet de réduire
les termes cubiques d& a ceux ne dépendant que deet Drw, i.e. ceux intervenant dans

une équation différentielle ordinaire. Lorsqu’on applique ce type de raisonnement aux termes
guadratiques, on n’obtient pas une réduction immédiate analogue, car ceux-ci sont affectés de
la puissancd’~'/2 au lieu deT—'. Leur traitement repose sur I'écriture de (0.2) sous forme
d’'un systéeme paradifférentiel du premier ordre dont la partie principale est une perturbation de
D ¥ +/1+ D% /T2, qui se réduit au membre de gauche de (0.5) /7 = 0. On applique a

ce systéme une version paradifférentielle de la méthode des formes normales, qui permet comme
en (0.6) de se ramener & une non-linéarité cubique, modulo des restes de la forme de ceux
précédemment évoqués. Cela conduit a I'obtention d’une estimatiaans des espaces de la
forme (0.9). L'estimatiod.>° s’obtient ensuite a partir de I'équation, de maniére semblable au cas
de I'équation différentielle ordinaire. La «condition nulle » n’intervient dans la démonstration
gu’a ce niveau-la. L'obtention du comportement asymptotique de la solution est une conséquence
des réductions permettant d'établir I'existence globale.

Notation — Dans I'ensemble de I'article, nous désignerons|jpdrla normeL?.

1. L’éguation deKlein—-Gordon quasi linéaire en dimension 1
1.1. Enoncé desrésultats
Désignons paft, z) les coordonnées s>, par

10 10 02 0?
ot T ox o2 da?
Considérons I'équation de Klein—Gordon quasi linéaire a données petites de taille

Ov4v= F(v7 0, 0pv, 00,0, aﬁv),
(1.1) vli=0 =¢f,
Opvli=0 = €g,

ou f et g sont réguliéres a support compact et a valeurs réelles) est un petit parametre, et
F est une non-linéarit€°, a valeurs réelles, nulle au moins a I'ordré I'origine, affine en
ses deux derniers arguments. Il est bien connu qéeesit nulle au moins a l'ordréen zéro, la
solution du probléme (1.1) est définie globalement en temps-d) est assez petit. Pour cette
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6 J.-M. DELORT

raison, nous nous limiterons ici au cas Bis'écrit
(1.2) F= Q(v, 010z, 02v; 04w, axv) + P(v, 010z, 02v; 04w, axv)

avec Q (resp. P) polyndme homogéne de deg?é(resp. 3), a coefficients réels, de degré
inférieur ou égal al en 9,0,v et 92v. Désignons paiTi(e),T*(e)] lntervalle maximal
d’existence d’une solution réguliére de (1.1). Moriyama, Tonegawa et Tsutsumi [18] ont prouvé
que liminf. _ge?logT*(¢) > 0 et liminf._oe?log(—T.(¢)) > 0. Nous avons précisé ce
résultat dans [7] en prouvant glieninf. .o e2logT*(¢) > A, ol A est une constante explicite,
calculable a partir d¢, ¢ et de la non-linéarité. L'expression de cette constante entraine que si
la non-linéarité vérifie une condition de structure convenable +oo. Cela nous a conduit &
conjecturer dans [7] que sous cette condition de structure, la solution de (1.1) existe globalement
en temps. Le premier des deux principaux résultats de cet article établit cette conjecture. Avant
de I'énoncer, introduisons un certain nombre de notations. Décomp@ssgisn que ses termes
dépendent ou non des dérivées secondes :

(1.3)  Q(v,0,0,v,02v;04v,0,v) = Q' (v; 0V, Oyv) + Q" (v, 0,05, O2v; v, Dyv),

ou Q' (Ty; Z1, Z3) est homogéne de degeéet Q"' (11, T, T5; Z1, Z2) est linéaire er{T», Ts) et
en(T1; Z1,Z2). Nous écrirons de plus

Q'(T1; 21, Z2) = Qu(Th) +1Q\ (T1; —iZ1, —1Z2) — Q5(—iZ1, —1Z5),

Q"(Tv,T>,T3; Z1,Z2) = Q4 (T1, —To, —T3) +1QY (=T, —T5; —1Z1, —12>),

(1.4)

ouQy esthomogene de degt@&@nTy, Q] linéaire erll} eten(Z;, Zs), @, homogéne de deggs
Qg linéaire enT; et en(Ty,T3), QY linéaire en(T»,T5) et en(Z,, Z2). La normalisation a été
choisie de telle maniere que

Q' (v; 0pv, 0,v) = Q4 (v) +iQ] (v;Dyv, Dyv) — Q3(Dyv, Dyv),
Q" (v,0;0,v,0%v; Oy, 0,v) = Q) (v, DDy, D2v) +iQY (D D,v, D2v; Dyw, Dyv).

De méme la partie cubique de la non-linéarité sera décomposée en
(1.5)  P(v,0,0,v,02v;04v,0,v) = P'(v;0pv,0,v) + P (v,8,0,v, 02v; 8yv, 0,v),

ol P’ et P” sont homogeénes de degi¢ P étant linéaire enfd;0,v,2v). Nous écrirons de
plus

3
P(Ty; 21, Z2) = Y _iFPL(Th; —iZ), —12,),
(1.6) *
Py, Ty, Ts; 21, Z2) =y iFP{(Ty, Ty, —Ts; —iZ1, —iZ),
k=0
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EXISTENCE GLOBALE POUR LEQUATION DE KLEIN-GORDON 7

ou P/ (resp.P;) est homogene de degkéen (7, Z>) et3 — k enT; (resp. enTy, 1>, T3)), le
degré deP}’ en(T»,T3) étant en outre égal & Si (wo,w1) € R? notons

qr,(wo,w1) = Qi (L;wo,w1), k=0,1,2,
" " 2
qk(wo’wl): Qk’(15w0w17w ;w07w1)a k:O715
(1.7) !
p)(wo,w1) = Pl(l;wo,w1), k=0,...,3,
pi(wo,w1) = Py (1, wowr, wiswo,w1), k=0,1,2,

les fonctions obtenues en substitueint-wow, , —w?;iwo, iw1) & (11, Ts, T3; Z1, Z) dans (1.4),
(1.6). Nous noterons aussi = pj, + pj.. Poury €]— 1, 1[, posons

1
wo(y) = —F—,
(1.8) Vi
wi(y) = \/17——3427

définissons

(1.9) P(y) = p1(wo(y),w1(y)) + 3ps(wo(y),w1(y))
+ ¢4 (g0 + @) (wo (), w1(y)) — a1 (a5 + 2¢5) (wo(y), w1 (y))
et introduisons :

Définition 1.1. — On dit que la non-linéarité (1.2) vérifie la condition null®sE 0.
Le premier théoreme de cet article s’énonce alors :

THEOREME 1.2. — Supposons quE vérifie la condition nulle. Soier > 0,0 € N, o > 7/2.
Il existe ¢p > 0 tel que, pour toutes fonctiong € H°(R), g € H°~1(R) a valeurs réelles,
supportées dans- B, B], vérifiant|| f||%. + [|g9/7.-1 < 1, le probléme(1.1) admette, lorsque
£ €]0, o[, une unique solution globalec C°(R,H?) N C!(R,H~1).

Remarquel.l. — L'existence globale & données petites n’était connue que dans deux cas
particuliers du théoréme : d’'une part, lorsgiiene dépend pas des dérivéesijeauquel cas
une preuve élémentaire reposant sur la conservation de I'énergie est possible; d'autre part,
lorsqueF est combinaison linéaire de sept non-linéarités cubiques particuliéres, déterminées par
Moriyama [17] €f. également Yagi [22]). Ces non-linéarités, qui vérifient la condition nulle de la
définition 1.1, n'épuisent pas I'ensemble des non-linéarités cubiques pour lesquelles le théoréme
précédent fournit I'existence globale. En effet, nous avons montré dans [7] que I'espace des non-
linéarités cubiques satisfaisant & la condition nulle est un sous-espace vectoriel de dim&nsion
de I'espace des polyndmes homogénes de degrd 11,15, T5; Z1, Z2).

Remarquel.2. — Comme nous I'avons signalé en introduction, les constructions de solutions
asymptotiques de [7] laissent penser que lorsque la condition nulle n’est pas satisfaite, la solution
explose en temps fini de I'ordre dé/’ pour une constante explicite Nous ne savons toutefois
pas prouver une telle assertion.

Notre second objectif concerne le comportement asymptotique de la solution globale obtenue
dans I'’énoncé précédent. Définissons pwpear] — 1, 1]

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



8 J.-M. DELORT

10 1 10 7
(1.10) Y(y)=|—(wo+aw)| waw+z% |G| 5w+ 590%
3 3 3 3
4 1 2
-3 @ — (¢) + qi’)(g q — 5(11’) — 3po —Pz] (wo(y),w1(y)).

THEOREME 1.3. — Supposons qué’ vérifie la condition nulle. Soienf, g € C(R), a
support dang—B, B], a valeurs réelles, et la solution fournie par le théoremg.2 pour ¢
assez petit. Il existe alors, pour< ¢o assez petit, une fonctio>°, a.(y), supportée dans
ly| <1, bornée uniformément en ainsi que ses dérivées, telle que si I'on pose

110) wn(tr) = S (£) e [ivE=a - Ju (5) (1- (;)2)”2 (%)

+ %%@) exp [-1@_ %q,(%) (1 - (%)2)1/2

(2

—1/2

2
£?log t]

2
X £2log t} ,

(1.12) v.(t,x) = i%as(x/t)(l — (x/1)?)

X exp _i\/ 12— 224 %\Il(x/t)(l - (m/t)2)1/2|a€(x/t)|252 logt}

. € _
—1%a5($/t)(1 — (m/t)Q)

X exp | —iVt? —x? — %\Il(x/t)(l - (x/t)2)1/2|a5(x/t)|252 logt] ,

~1/2

les fonctionsv — v, et d,v — v/, soient supportées dans| < ¢t + B et vérifient: pour tout
1 €]0,1/2[ ettoutM > 0, il existeC' > 0 avec, pour toutt, z) € Ry x R,

0= vt 0)] < O ((1— %)++ %)M
o -yl < o ((1-21) +1)"

Remarquel.3. — Les non-linéarités étudiées par Moriyama [17], et pour lesquelles cet auteur
prouve l'existence globale sont telles qiie= 0 i.e. le comportement asymptotique donné par
(1.11) est le méme que celui d’'une solution linéaire. Ce comportement asymptotique libre avait
été obtenu par cet auteur dans son travail.

(1.13)

Remarquel.4. — Le seul cas, a notre connaissance, ou I'existence globale était connue
sans que le comportement asymptotique attendu soit celui d’'une solution libre est celui ou
F = av? + Bv®. On a alors¥(y) = —12a? — 35. Georgiev et Yordanov [8] ont étudié le
comportement asymptotique de la solution peut 0, 5 = 1, F' pouvant en outre étre perturbée
par un terme d’ordrd arbitraire. lls n'ont pas décrit ce comportement asymptotique sous la
forme (1.11), mais ont prouvé que la distance, lorsiqge+ oo, entre la solution non linéaire et
toute solution linéaire ne peut tendre ver®ans le cas particulier de I'équation de sine-Gordon
(i.e. F = —sinv + v) ils font remarquer que la méthode du «scattering non linéaire » permet
d’obtenir une représentation asymptotique de la solution de la forme (1.11).
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EXISTENCE GLOBALE POUR L’EQUATION DE KLEIN-GORDON 9
1.2. Réduction du probleme

Nous nous proposons d’effectuer dans ce paragraphe un certain nombre de changements de
variable et d’inconnue permettant de réduire le probleme.

PROPOSITION 1.4. — SoientB > 0, Ty > 2B, o entier,c > 3 donnés. Il existey > 0 et
C1 > 0 tels que, pour tout coupléf, g) dans la boule unité dél°(R) x H°~1(R), supporté
dans[— B, BJ, toute €]0, £¢], le problémg1.1)admette une unique solutien définie sur

(1.14) Gr,={(t,z) eR* t>0, (t+2B)* —2* < Ty},

continue en temps a valeuk’ etC! a valeursH° ! sur cet ensemble. De plus, on a

(1.15) > /‘8“08@1 \/To2+a;2_237x)‘2dx<01252

apta1<o

et la restriction dev a I'hyperbole(t +2B)? — 2% = T¢ est supportée dans| < (T¢ — B?)/2B.

Démonstration— La proposition n’est rien d’autre qu’une version du résultat d’existence
locale pour le probleme (1.1) : en effet, ce résultat affirme que, sous les hypothéses de la
proposition, il existex > 0, ¢ > 0 telles que pour toutes fonctiofg, g) vérifiant les conditions
de I'énoncé, et tout €0, 1], I'équation (1.1) a une unique solutien définie surf0,a/e[ x R,
continue en temps a valeurds et C! a valeurs® !, vérifiant de plus l'inégalité d’énergie

(1.16) sup Z / |5‘f“8§‘1v(t, x)|2 dz < Ce2.

te[0,a/e] aotar <o
Posons alorg, = (17 — 3B?)/2B, et choisissons, > 0 assez petit pour que la solution ci-
dessus soit définie s{0, ¢]. L'intersection du domaine d’influendét, z) ; ¢ >0, |z| < B+ t}
et deGr, est contenue dan8, to] x R d’ou I'existence de la solution sur le domaine voulu. Pour
obtenir (1.15), il suffit d’utiliser la méthode usuelle d’'intégration par parties sur le dorigine
pour contréler le membre de gauche de (1.15) par

c /( Jorute. ol ) (52 forote ol ) a

[v|<lo/2]+1 la|<o
+ C([[o(0,)[[fre + 1950(0, ) [[fro-1)

(cf. par exemple [10], pages 171-174). D’apres I'injection de Sobolev et I'inégalité (1.16), cette
derniére quantité se majore pafe2, ol C; ne dépend que d&,, B, o, et des normes dg, g
dansH® etH° ! respectivement. Cela achéve la preuve de la proposition.

Il nous suffit donc désormais de prouver I'existence globale pour I'équation posée dans le
domaine{(t + 2B)? — 22 > T2, t > 0}, avec un couple de données initiales définies sur la
courbe{(t + 2B)%? — 22 = T2, t > 0}, & support compact, de régulari x H°~!, de norme
dans cet espace majorée pae. Nous allons pour cela introduire les coordonnées hyperboliques
usuelles en posant poir> Ty, X € R,

(1.17) t+2B=TchX, z=TshX,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



10 J.-M. DELORT
d’'ou les expressions

5‘ 9 5‘ 0] 9 8

a d
9= chXdr —shX ?X 0y = —shXdp +ch X TX

Dans ces coordonnées, I'opérateur de Klein—Gordon s’écrit

(1.19) D? -D2 -1=D% - =X — —_Dy— 1.

La solution de I'équation de Klein—Gordon linéaire en dimensdiodiespace décroit comme
t~1/2, De plus, on saitdf. Klainerman [14]) que cette solution est & décroissance rapide sur le
bord du céne d’onde. Cela nous conduit a introduire le changement d’inconnue

(1.20) v(t,x) :T_1/2(ch(,‘fX))_lw(T,X)7

ol x > 0 est un paramétre arbitraire & fixer, qui mesure la décroissance de la solution au bord du
cone d’'onde. Avec ces notations

D% thxX D
2 2 _m—1/2 2 X
(1.21) (D} —-D2—1)o=T""2(chrX)~ [D -y e = -1

1

S (4“ B 2th2(ﬁX)))]w

Nous noterons dans la suite, pdue N*,
(1.22) Ly (CF;C)  (resp.LE(CF;C))

I'espace des formes linéairégl’, X, ») enz € C*, a coefficients complexes (resp. rées); en
(T, X), chacun de ces coefficient§T', X ) vérifiant en outre des estimations de la forme :

(1.23) IDFED%a(T, X)| < CnpT™™, VmeN, ¥neN.

Lorsque? ne dépend pas dE, nous noterons simplemeftX, z). Le lemme suivant résulte
immédiatement des expressions (1.18), (1.20) :

LEMME 1.5. - On a les expressions suivantes

172_chX Ox 1
h(rX) [5‘Tw+€1<X, T v + KO(X,w) ,

_ —1/2 ch X . aX
&Cv T 7Ch(I€X)|: tthTw+€1< T + EO( ) s

5}1} =T

(1.24)
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EXISTENCE GLOBALE POUR LEQUATION DE KLEIN-GORDON 11

ou/, et/ sont dansCy(C;C) (et ont des valeurs différentes sur chacune des deux lignes

19 ch®X
ch(kX)

1
+ T€1 (X7 8Twa

—1/2 Ch2X
ch(kX)

1 Ox 1 |
+ Tgl (AX'7 8Tw, ?w> + EKO(X, U))-

> P Ox , 0%
Ofv="T 07w+ 0o X,?aTw,ﬁw
T

1
w) + EKO(X,U))

[ 2 Ox 8?(
—th X07w + 0| X, ?8Tw, ——w

81/83;’() =T T2

(1.25)

Ly ch®X
ch(kX)

1 Ox 1
+ ?61 <X, 5‘Tw, ?w> + ﬁKO(X,w)] s

Rv=T

th’X 02w + lo | X 8—X8Tw %w
T ’ T ’T2

ou/, est dansCy (C; C) etly, £, dansCy (C?;C).

Introduisons les notations suivantes :

Q' (X, w,0rw) = Q' (w(ch X))~ 0rw, —th X Orw),
(1.26) N
Q" (X,w,0rw) = Q" (w(ch X)~!, —th X, th*>X; Orw, —th X Orw),

P'(X,w,0pw) = P'(w(ch X)~ ! 0rw, —th X Opw),
(1.27) B
P"(X,w,0rw) = P"(w(chX)™!, —th X, th*X; Orw, —th X drw).

Compte tenu des propriétés d’homogénéitéxieQ”, P', P”, on constate que’, Q", P', P"

sont des polyndmes homogénes(endrw) de degrés respectifs 1, 3, 2, a coefficientaC>

bornés ainsi que toutes leurs dérivéesierNous utiliserons les expressions suivantes de (1.26),
(1.27) & partir de (1.7), qui résultent immédiatement des propriétés d’homogénéité, et du fait que,
avec les notations (1.8} (th X) =ch X, w1 (thX) = —sh X :

(1.28) Q' (X, w,0rw) = (chX)™? [w2q6 +iw(Drw)q; — (DTw)Qq'Q},
@"(X, w,Orw) = —(ch X) ™3 [wqg + i(DTw)qﬂ7

(1.29) P'(X,w,0rw) = (ch X)~*[w?p}, + iw? (Drw)p; — w(Drw)?ph — i(Drw)’ph],
1.29
P"(X,w,0rw) = (chX)™* [—prg —iw(Drw)p] + (DTw)Qp’Q']

(on a noté pour simplifieg;, = g;, (wo (th X),w: (th X)), et de méme pouyy/, pi., pj;)-
Nous désignerons lorsque= N* par

(1.30) L(CF,C) (resp.ci(Ck.C))

I'espace des formes quadratiques (resp. cubigéés), X, z) (resp.£3(T, X,z)) enz € Ck, a
coefficientsC> vérifiant les estimations (1.23). Les sous-espaces de formes a coefficients réels
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12 J.-M. DELORT

serontdésignés pak ¥ (C*; C), £ (C*; C). Avec cette notation, nous pouvons obtenir pour la

non-linéarité de I'équation des expressions faisant clairement apparaitre la structure de celle-ci.
LEMME 1.6.— (i)La partie quadratique de la non-linéarité s’écrit

2
/(v X 5 ox,\9x
(1.31) Q'(v;0,0,v) =T 12X [Q (X, w,0rw) +€(X,w,8Tw, T w) T

1 10)
+ ?€2<T,X,w,8Tw,TXw>},

(132) Q/I(Uaataxv7aﬁv;8tvaaxv)

| X [(a%w) <€2”(X,w,aTw)+el< x >+ —l(X, w))

:T_ 2—
ch"k X

+ /4 TXwawa—Xw a—Xaw—l—E TXwawa—Xw 3§(w
01 T T T 11 ) 77T;T T2

1 19)
+ TEQ (T, X, w, 0rw, %w)] ,

ou/, fo1, /11 désignent des éléments dg (C3;C), £y, ¢; des éléments d&F(C;C) et (2 est
une forme quadratique déf)’R((C3; C).

(i) La partie cubique de la non-linéarité s’écrit
—3/2 ChJX

ch®k X

+ 02 <X, w, Opw, a%w)

(1.33) P'(v;0pv,0,v) = [ﬁ’(X,w,@Tw)

Ox

0
T w + €3<TXw8Tw gw)},

(1.34)  P"(v,0,0,v,0%v; 00, 0pv
xr

3/2 Ch4X

ch3k X

1 Ox Ox 82

+ T@ (T7X,w,8Tw, ?w)) + 02 (T X, w, drw, ?w> T2V

0 0 1 . 0
+ 02, <TXw8Tw :;f ) Xorw +T€3<T,X,w,8Tw,?Xw>},

=T~

[(a%w) (P”(X w, Ow) +€(X w, Orw, %fw) 8%11)

ou/ est dansCy (C3;C), (2, 2., (2, dansL?™(C3;C), 3 dansLP™(C3; C).

Le lemme est conséquence directe du lemme 1.5, des propriétés d’homogéaijt@ter’,
P" et des définitions (1.26), (1.27). La maniére de comprendre la structure des expressions (1.31)
a (1.34) est la suivante : les contributions principales a ces quantités sont les ter@ieg)§n
P’, P”. Les autres termes sont des restes qui apparaissent sous deux types : d'une part, les
termes affectés d’'une puissance ‘Henférieure ou égale &2, tels la derniére contribution
a (1.31), pour lesquels la structure précise n'a pas d’'importance ; d’autre part, les termes affectés
d’'une puissance d& supérieure ou égale-a3/2, pour lesquels il est essentiel de savoir que

I'on peut factoriser%x w, ?2 w ou ‘9X Orw. Nous reviendrons ultérieurement sur ce type de
décompositions.
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EXISTENCE GLOBALE POUR LEQUATION DE KLEIN-GORDON 13

Définition 1.7. — Sik € N*, nous noteron§y, (resp.£y) I'espace des fonctiond’, X, z) —
b(T, X, z) définies pou(T, X) € [To, +oo[ x R, z € D(0,1) = {z € C3 ; |z| < 1} bornées(C>
en (7T, X), holomorphes en (resp. et de plus réelles sur le réel) et vérifiant des estimations de
la forme

(1.35) |07 0% b(T, X, 2)| < Crpn T~ ™ |2/
pour tous(7, X, z) € [Ty, +oo[xR x D(0,1).

Nous allons utiliser les lemmes précédents pour réécrire I'équation (1.1) dans les nouvelles
variables, et pour la nouvelle inconnue. Introduisons les notations suivantes :

K(X)= 2rth(kX),

ch®X ~ ch3X  ~
AQ(X,U),aTU)) = _Ch,‘iX Ql(XvwvaTw) + ChﬁXwQ//(XvwvaTw)a

(1.36) h?X - -
Az(X,w,0rw) = — | —5 (P (X, w,0rw) — ch XwP (X,w,@Tw))

ch“k X
ch®X
ch?k X

ch®X
ch?k X

wQ" (X, w,drw)? + Q'Q"(X,w,drw)|.

Nous fixerons désormais avec x > 3. Dans ces conditionsly (resp. As) est une forme
quadratique (resp. cubique) ¢, 0rw) a coefficients réel€> bornés ainsi que toutes leurs
dérivées. On remarquera également{ieh X )/ch’ (kX ) est aussC> bornée ainsi que toutes
ses dérivées.

Nous pouvons désormais écrire I'équation dans les nouvelles coordonnées :

PROPOSITION 1.8. — Il existen > 0, des éléments; 1, ap; dans€yt, a1, c dans&; admettant
des décompositions de la forme

(1.37) aij(T,X,z):&j(T,X,z)—l—%bij(T,X,z), (i,7) = (1,1) 0u (0, 1),
(1.38) (T, X,2)=1(T, X, 2)+ %Tbl(T, X, 2),

avecl;; € LE(C%C), bi; € EF, (i,5) = (1,1) ou (0,1), £; € L,(C>;C), by € &, tels qu'une
fonctionv(t,z) = T~ /?(ch kX )~ 'w(T, X ), définie sur un domaing(T, X) ; To < T < Ti},
ety vérifiant I'inégalité

D
(1.39) sup {|w(T,X)| + ‘TX w(T,X)‘ + |DTw(T,X)|} <,
To<T<T
XEeR
soit solution de
Ov+v=F(v,0v,0,0,0,0,v,02v)

si et seulement si vérifie

1 D3
(1.40) D2w — (1 + —a11 (T, X, w, drw, 8—Xw)) ==X

JT T 2"
1 D
- ﬁa@l (Tv X,U),aT’lU, a?xw) TXDTU} —w

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



14 J.-M. DELORT

K (X)Dx

=1

1 1
— — A (X — A5 (X
T Tw+\/T 2( ,w,&Tw)+T 3(X, w, Orw)

D D 1 D
ay (T,X,w,DTw,—Xw> Xt — <T X, w,Dpw, 7i(w)

+ T T T3/2

1
VT
Démonstration— D’'aprés (1.21) et le lemme 1.6, I'équatioly + v = F' se réécrit en termes
dew et des coordonné€és’, X)

(1.41) [DQT—];—%—i@DTX—1—%(%+ﬁ2(1—2th2(/@X))>}w
= (DTw)I<T X, w,0rw, T w) —%%@'—%%N'
+ LT :1701 (T X, w,drw, a;fw) 6(2)1 (T X, w,drw, 87)511))} DTX
—|—LT:€ (TXwaTw,a;fw)—i— (T,X,w,aTw,a;fw)}%
+ LT :Zl(X w, Drw, Djf(w) + \/_KQ(X w, Drw, sz( w)]DTX
+ T§/2 (TX w, Dpw, Dﬁw),

ol {y, et/y; sont dansCy(C3;C), £2, et £2, sont dansC>®(C3;C), ¢, € Ly(C3;C), 2 €
L3} (C3;C), ¢ est somme d’'un élement d& (C3;C) etd'un &lément d&} (C3;C), donc esten
particulier dan€,, et est donné par

1 ch®X ~, 1 ch*X -, 1 -~ dx
T ch XQ (X,U),aTU))-f—T hQﬁXP (X,w,aTw)+ﬁ€1<X,?w)

ax ax 1 aX
+ £<Xw8Tw ?w> Tw+T3/2 (TXwaTw Tw),

ol € LE(C;C), f € LE(C3;C) et e EF. Comme la normd.> de I se contrdle & partir
de (1.39), on peut choisif > 0 assez petit pour qyé| < 1/2. On a alors

3
(1.43) (1—1)‘1:1+L0h X@”Jr—él( 8Xw)

(1.42) =

VT chkX VT T

1] ch*x ~ ch®X ~ -~ Ox Ox
-+ p "2 _e X w. 0 9x 99X
T |:Ch21€X Ch2/<;XQ ] T OO T ) Tt

Ox
T3/2 (T X, w, 0rw, ?w>

oUl € L} (C3;C) etee &.
Il ne reste plus, dans (1.41), qu’a regrouper les dérivées secondes dans le membre de gauche,
et a diviser I'expression ainsi obtenue par I, pour déduire de (1.43) I'égalité (1.40)O

Nous utiliserons dans la suite les expressiondglet A; en fonction des;,, g, p}., pj. définis
par (1.7).
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LEMME 1.9.— (i)Considérons la matrice

e (@)
cheX [5(dh +4f)  ab+aq

(1.44)  Ay(X)= } (wo(th X),wi (th X)).

Alors

Ao(X,w,drw) = [Drw  w] As(X) {DZJU’} .

(ii) La forme cubiqued; est donnée par I'expression

(1.45) As(X,w,0rw)

1 . .
=iy w® (po — 4o (g + qf))) +w* (Drw) (ipr — ig) (¢} + ¢f) — igt (a6 + 7))

+ w(Drw)®(=p2 + ¢595 + 41 (41 + 7)) + (Drw)*(—ips + iqi’qé)] :
ou lespy, g, g, sont évalués efwo(th X),w; (th X)).
Démonstration— Il suffit de substituer dans (1.36) les expressions (1.28), (1.29).

Le théoréme 1.2 peut alors se ramener a la preuve du résultat suivant :

THEOREME 1.10. — Supposons la condition nulle vérifiée par la non-linéartéet fixons
k=23, 0€N,o0>7/2 Il existe T, > 0 et pour tousBy > 0, Cy > 0, il existe gy > 0,
C > 0 tels que pour tout coupléwy,w;) dans la boule de centr®, de rayonC, de
H(R) x H°~}(R), supporté dang— By, By, a valeurs réelles, I'équatiorfl.40) avec les
données initialesv|r—r, = ewp, Drw|r—1, = ew; admette, lorsque €10, 0], une unique
solution globalew € C°([Tp, +oo[, H?) N C*([Ty, +oc[, H°~1). De plus, on a,

m Dx "
D7 <T) w(T, ")

Démonstration du théoreme 12D’apres la proposition 1.4, le probléme (1.1) peut étre
résolu surGr,, ol on peut choisiffy supérieur 2B et auT, de I'énoncé du théoréme 1.20.
De plus, la restriction de et de ses dérivées a I'hyperbdle- \/T¢ + 22 — 2B est a support
compact (dange| < ¢t + B) et vérifie les estimations (1.15). Si la constafitedu théoréme 1.10
est choisie assez grande devant la constéfitde (1.15), et siwv est définie a partir de par
(1.20),w|p=1, etDyw|p_7, Vvérifient les hypothéses du théoréme 1.10. Par conséquent, pour
e €]0,e0[, w se prolonge en une solution de (1.40) définie pdue Tj, et vérifiant (1.46).
Quitte & diminuersy, la condition (1.39) est satisfaite avég = +oo, et la proposition 1.8
entraine alors que la fonctiancorrespondant & par (1.20) est solution de (1.1) poug 0. Le
fait quev € CO(R,,H?) N C}(R,,H°~1') ne résulte pas directement des conditions analogues
pour w, puisque ces espaces ne sont pas invariants par le changement de vétjables
(T, X). Toutefois, I'inégalité (1.46) entraine quepr, <1<, |07, xyw (T, )|l est finie pour
la] <2, ce qui entraine la finitude dewpy, ;1 |97, v(t,-)l|lL=, |af < 2, pour toutt; > 0. Ce
dernier renseignement entraine classiquement la propagation de la régiffadéd et Ho—!
dedw. O

(1.46) sup
T>T,

< Ce.
L()O

m—+n<2

Remarquel.1ll. — L'espace de Soboldd® dans les coordonnées correspond, dans les
coordonnées de départ, a I'espace degui restent dang.? lorsqu’on leur appliquer itérés
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des champsd,, + z0; ou d,. En d'autres termes, les coordonné&s X)) nous permettent
d’exploiter directement les classiques «champs de Klainerman » [12] tout en étant capables de
microlocaliser facilement leur action, comme on le verra dans la section suivante.

2. Calcul paradifférentiel et applications

La preuve du théoreme 1.10 va reposer en partie sur I'écriture de (1.40) sous forme d'un
systeme paradifférentiel, auquel pourra s’appliquer une version paradifférentielle de la méthode
des formes normales de Shatah [20]. Nous devons pour cela introduire des classes de symboles
convenables, adaptées a la forme du membre de gauche de (1.40), et des espaces sur lesquel
agissent les opérateurs associés a ces symboles. Dans la mesure ou nous n’utiliserons dans la
suite (sauf au paragraphe 3.2) que les coordonnées hyperboliques introduites dans le paragraphe
précédent, nous revenons pour celles-ci a la notédtiar).

2.1. Espacesde Sobolev et opérateurs par adifférentiels

Nous allons définir des classes de symboles d'opérateurs paradifférentiels adaptées a nos
besoins. Pour ce qui est des opérateurs paradifférentiels usuels, nous renvoyons a I'article original
de Bony [3], au chapitre 10 de la monographie d’Hérmander [10] et, en ce qui concerne le
paraproduit, au chapitre 2 de I'ouvrage de Chemin [5].

Espaces de Sobolev

Nous fixons une partition dyadique*> de l'identité, i.e. nous choisissons une fonction
v € CF(R — {0}), paire, positive ou nulle, supportée dafs; 3/4 < |£| < 8/3} et x €
Cee(] —4/3,4/3]), paire, positive ou nulle, égaleldprés de), telles que

+Zso i) =1,

(2.1) i—i>2 = Supp(so(z‘f-)) NSupp(p(277)) =0,
j>1 = Suppx N Suppp(27/-) =0
(cf.[5], chapitre 2). Nous désignerons &y, j € N (resp. parA_) le multiplicateur de Fourier
de symboles(277¢) (resp.x(¢)), de telle maniére quEf‘fO Aj; =1d. Pourj € N, nous posons
S = Z{‘ll Aj. Nous commencons par définir une famille d’espaces de Sobolev dépendant du
parameétre > 1.

Définition 2.1. — Soiens, s, « € R. On noter;S' (t) 'espace des distributions tempérées
surR telles que

a6t +oo 2j 2j —19 —2« 2j 2s’ 1/2

< 2js 12

(2.2) |ul e (1) — < '212 J [7 (1 + T) ] (1 + 7) 1A ul ) < 4-00.
J—

On pose en outre

(2.3) ES® (t) = HS® (t) N L™

muni de la norméful| .. .- ) = [lull o ) + 1l

4°® SERIE-TOME 34 — 2001 N° 1



EXISTENCE GLOBALE POUR LEQUATION DE KLEIN-GORDON 17

On remarquera que I'espad&® (t) n'est autre, & fixé, que I'espace de Sobolev usuel
H***"; seule la norme choisie dépendidéorsquet ett’ restent dans un intervalle compact de
[1,+0c[ les normedds* (t) etHS* (') définies par (2.2) sont équivalentes entre elles, avec des
constantes uniformes. Ce n’est bien sdr plus le cassioc.

51,81

Dans la suite, lorsque nous parlerons d’un opérateur linéaire bofigdg) dansHz, ™ (),
il s’agira toujours, sauf mention explicite du contraire, d’'un opérateur dont la norme est majorée
par une constante indépendanteide 1. De méme, lorsque nous parlerons d’'une fonction
continue bornée de e [Ty, +oo| & valeurs dan#l®* (1), il s'agira d’'une fonction continue a
valeurs dangI*#" vérifiant une estimation uniforme

(2.4) sup [[u(t,-)]

t>To

e () S O

Nous utiliserons le méme type de conventions lorsque nous parlerons de forittibosnées
ainsi que leur dérivée a valeurs ddis® (¢), ES® (¢)....

Remarque2.1. — Justifions I'introduction des espaces définis par (2.2). Compte tenu de (1.11)
et du changement de variables (1.17), les fonctions que nous souhaitons étudier seront de la
forme

Wi (z) explit + iWa(x) logt],

ou W, etW, sont réguliéres bornées ainsi que leurs dérivées,lageitvaleurs réelles. De telles
fonctions sont bornées mais leurs dérivées ernissent lorsque— +oo comme des puissances
delogt. L’espaceEf;S'(t) aveca < 0 est construit pour autoriser un tel comportement : en fait,
les dérivées d’un élément d&*' (¢) peuvent croitre commie . Bien entendu, la définition 2.1
impose des propriétés plus précises, puisqu’aprés localisation en fréquence dg’tdile
croissance lorsques 27 est en(t/27) =,

Nous utiliserons & plusieurs reprises la propriété suivante des edpatés) : soit (v;);> 1
une suite de distributions tempérées telles qu'il existe- 0, Cy > 0, (¢;);>—1 Vérifiant
S lej]? < 1, avec les propriétés

Suppv-1 C {¢; [¢] < Co},
(2.5) Suppd; C {& Cy'27 < €] < Co2’}, Vj€EN,

- [27 AN 23\~
”UngCCjQ_J'S[?(l-FT) ] (1+7) . VjeNU{-1}.

Alors Zf‘fo vj est danst;S' (t), et sa norme dans cet espace est majorée par le proddietle
d’'une constante indépendantetde 1.

Nous utiliserons les opérateurs de paraproduit et de reste de Bony {3} Sont dansS’(R),
Nnous posons

“+oo
(2.6) Tuv=(Sou)(S1v) + Y _ Sj_1uljv
j=1
et, lorsque la série ci-dessous converge,
(2.7) Rlu,v)= Y Ajuldjv—A ul v
li—3"1<1
J+i'20

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Lorsque le produit a un sens, il se décomposewes T,v + T,u + R(u,v). On remarquera que

les définitions (2.6), (2.7) différent de celles de Bony [3] et Chemin [5] en ce qui concerne les
termes de basse fréquence. Nous choisissons les définitions ci-dessus car elles entrainent I'égalité
exacteuv = T, v lorsqueu est une constante. Nous utiliserons également la variante suivante des
définitions précédentes

+o0

(2.8) Tuv = (Sou)(Sjov) + Y Sj—jouldjv,
Jj=Jo

(2.9) Ruv)= Y Ajuljv—A_jul_y,

li—d" <0
720 et j'>0
ouU jo > 1 est un paramétre fixé. On a toujours= T,v + T,u + R(u,v) etuv = T,v Siu est
une constante.
Rappelons enfin que pogre R’ — N, I'espace de HOldeC” est caractérisé par la propriété

(2.10) sup 297 || A jul| e < 4o00.

Jz—

Etablissons un certain nombre de résultats qui nous seront utiles.

LEMME 2.2.— (i) L'application (u,v) — T,v est bornée dd.* x H%* (t) dansH%* (t)
guels que soient, s’, a.

(i) L'application (u,v) — R(u,v) est bornée d&.>° x H%* (t) dansH* (¢) si s + s’ > 0
ets > a, ainsi que dety* (t) x H3* (1) dansHiﬁr_g/Q’sl“N (t) si s+ (s +s")/2>0 et
5> (a+f)/2.

(iiy Sis+s >1/2etp=s—1/2—a >0, H:* (t) est inclus dang~“L>°. Si de plus
s’ +a >0 etp n'est pas entieH** () est inclus dang~>C.

Démonstration— (i) Il suffit d’ecrire quel|A; Ty vl < 32, <, 185 (Sp—1udpv)|| pour un
entier N, fixe (lorsquej est assez grand pour que le termeSgnS; v de (2.6) n'intervienne pas)
et de majorer le terme général gajj S,—1u||L=||Apv| < C'||ullL=||Apv]|.

(i) On écrit, pour; assez grand); R(u,v) = Elpfqlgl,q%‘fNo A;(ApuAgv).Ona

14 (Apulgv)|| < CllApullLe[[Aqv]|

o 99\ ~1@ 9¢\ ~%
<o |3 (1+F) ] (1+F) o

avec(c,(t)), dans la boule unité d€. La somme em, ¢ des quantités précédentes se majore

parCllulL= [[vlly.. ,, fois
Z Cq2*‘1(870()t7a + Z Cq27q(s+51)tsl.
29~ Nogaagt t<29

j—No<gq

Lorsque2/~™o < ¢ cette quantité se majore p&2 /(27 /t)*[c; + (27 /t)*~*] pour une suite

(¢}); de la boule unité de?, et lorsque2’~"o > ¢ par Cc92—js(2j/t)—s/, avec également
(cj); € /2. La premiére conclusion de (ii) en découle. Pour obtenir la seconde conclusion, on
majore
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1A (Apulgv)|
< C2| Apurgol|is
. 924 924 —17 a4+ 94 —s'—3s"”
<C29/2c, 272 [7 (1 + 7) } (1 + 7) [l

avec(cy), € £* C €% Il ne reste qu’a sommer en utilisant- (s’ +s”)/2> 0, s > (a + 3)/2.
(i) Il suffit d’écrire

[v]

S,Sl S.b'//
s (0 1V )

, (97 23\ ~11¢ AN
|Aju|Loo<czf/2||Aju||<C2J/2—ﬂ8[—<1+—> ]<1+7) [|ul

t t HE* (1)

La premiere conclusion en découle en sommant.drorsques’ + o > 0 le membre de droite
de 'inégalité précédente est majoré p&a—77t =< ||u| ') doncu €t~“Cr. O

5,5
He

COROLLAIRE 2.3.— (i)Sis+ s’ >0 ets > o, ES* (t) est une algébre. On a

< Cfllufl o]

||uv| ESS (8) ES (1) + ”ul EZ,S’(t)”UHL"O}'

(i) Si~y est une fonctiorC> bornée ainsi que toutes ses dérivées, at siH* (t), alors
yu € HS® (t). En outre, T,y + R(v,u) € HEHY5 (¢) pour toutN.

(iii) SiueEy*+1(t) avecs + s’ >1/2ets > 1/2, 2o u e BN, (1).

(iv) Soitm(&) une fonctionC> bornée. Alorsn(D/t) est bornée sSuEs® (t) sis+s' > 1/2
ets >1/2.

(V) Sis+s >1/2,5>3/2+a, ucHJ?, (1) etv e ES® (t) entraineuv € HYS () +
t~17Hg* (t). De mémey € H® (t) etv € ES® (1) entraineuv € t~“HE* (¢).

Démonstration— (i) Il suffit d’écrire wv = T,v + T,u + R(u,v) et d’appliquer (i) et (i) du
lemme précédent.

(i) D’apres (i) du lemme précédert, u € H3® (¢). D'autre part, en utilisant queA ;|| <
Cn277N pour toutV et tout;, on obtient sip — ¢| < 1

24 9\ ~17@ 9a\ ~%
e e E (RS I N (P I

avec(c,), € (2, d'oll en sommant pouy > j — No, R(y,u) € HETN#' (1), si N a été choisi
assez grand pour quet+ s’ + N > 0,s + N > a. ll reste a étudief’,y. Or, remarquons que

j—2
ISj—ul < 3 Al < YT g2+ Y g2t
p=-—1 2P <t t<2P <292
p<j—2

avec (cp), € (2. Lorsque2/~2 < t, on obtient|S;ul| < C(27/t)*2/ pour un certainM.
Lorsque2—2 > ¢, on majore par ugiM’ pour un certainV/’. Comme

181wy || < [1Sj-1ull [Aj7]Le=

et que le dernier terme est en’™ quel que soitV, on en déduifl,,y € H5V5" si N est pris
assez grand devant, M.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE
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(|||) Il est évident queD—u € HaJrl Pour montrer qu@tiu € L, remarquons que si € Cg°,
[x(B=)Beu||~ < C|lullL= avec une constante indépendante di suffit donc de voir que,
si on suppose de plug = 1 prés de0, (1 — X(%))%u s’estime en normé&.~ a partir de
[l S84 4y Or, cette norm& > est majorée par

23]/2 YA
<oy Eoan(2) 7

27 >ct

D,
A ="y < Ct273u
t Lo

>

27 >ct

Hi‘§+1(f) Hi‘§+1(t);

d’ou le résultat puisque—1/2 >0

(iv) Il suffit de raisonner comme dans la preuve de (iii).

(v) On aT,u + R(u,v) € Ha+1( ) d’aprés le lemme 2.2, puisquec L*°. D'autre part, le
lemme 2.2 (iii) entraine que € t~*~'L> doncT,v € t~*~'H%* (t). La seconde assertion se
démontre de méme.O

COROLLAIRE 2.4.— Soients, s’ vérifiants + s’ > 0, s > «. SoitF’ une fonction holomorphe
bornée sur{z € C¢ ; |z| < r} avecF(0) = 0. Il existe L > 2 tel que pour toutt > 1, tout
u € E&* (t), de norme dans cet espace inférieure/d, F'(u) € E%® (t) et vérifie 'estimation
uniforme

(2.11) [ (u)]

<Oyl

g’ () SUP |F(2)].
\ |<r

De plus,u — F(u) estC! sur la boule de centré de rayonr/L deE:* (¢) et on a 'estimation
suivante, pour tous, v dans cette boule,

Eb.s

(2.12) | F(u+v) — F(u) — F'(u)v]

<Clol?

B (1) S B t)lsup (=)l

avec une constantg€ uniforme.
Démonstration— Ecrivons poufz| < r/2,

[FW (2)] < KN2/7)* sup |F(C)],

[¢l<r
d'ou
+oo

527 () < S [F()Y_(2/r)*CFlul®
z|<r 1

s,s’
Ex® (1)

+oo |F(k) (0

)|
ES (1) < Z A H“ ‘

1

£ (u)]

en utilisant le (i) du corollaire précédent. Bi> 2C, on obtient (2.11). Le méme raisonnement
appliqué aF'®) sur{z;|z| < 2r/3} donne, quitte & prendre > 6C,

7O )

C sup |F'(2)| <C'0(3/r)" sup |F(()].

b ) <
“ |z|<2r/3 [¢l<r

Il suffit alors d’écrire

| F(u+v) = F(u) = F'(u)

E“(f)\z k! ||F |

k
B () o] B ()
pour obtenir (2.12). O
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Nous utiliserons enfin le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.5.— Soients, s', o, 3 Vérifiants + s’ > 1/2+ 8 —a, s > 1/24+ 3, 5 2 «a,
s> (a+0)/2,s'+a > 0. Lopérateur(u,v) — uv — T, estbormné dé13* () x Hy* ()
avaleurs dang—PH%* (t).

Démonstration— Comme||v||p~ < Ct ||

Fo = (8= (3 d’aprés le (iii) du lemme 2.2, le
B

(i) de ce méme lemme montre que, v) — T, u satisfait la propriété voulue. Il reste & montrer
que R(u,v) € t=PH%* (t). D’aprés le (i) du lemme 2.2, qui s’applique grace aux hypothéses
surs, s’, a, 3, il suffit de voir que

25—1/2,25" —(f—« — s.s’
i (R« bl (o)

Or, on a siu est dans le premier espace

97 2\ 1P 97\ ~¥ A
[Ajul| <CS | =1+ = 9~ ds=1/2) (1 4 =
t t t
2 AN A YA
20| 2 (14 = 1+ =
e [F(7) 1 0+%)

ol (cj); € £2, et la premiére accolade se majore par? puisques > 3 +1/2 ets’ + a > 0.
La conclusion en découle.

Opérateurspar adifférentiels

Nous allons introduire les classes d’opérateurs pseudo-différentiels et paradifférentiels qui
agiront naturellement sur les espaces précédents. Nous désigneréfjspar + £2)'/2.

Définition 2.6. — Soientn € R, k € N. On notesS}” I'espace des fonction8> (¢,z,&) —
a(t,z,€) sur[l,+oo[ x R?, & valeurs complexes, telles que pour taus, £ € N, on ait

—19(k=8)+ m—p
(2.13) [9{05 0 alt,z,)| < Cap et " {% <1 * <§_>) } <1 N <§_>) '

On munit cet espace de ses semi-normes naturelles.

Les éléments d&}" vérifient donc des estimations du type symbole d'ondren (£) /t, et
de plus s’annulent a 'ordrke lorsque(¢) /t tend verd). L'exemple typique de tels symboles est
fourni para(£/t), oln+— a(n) est un symbole usuel d’ordre, a s’annulant de plus a I'ordre
enn=0.

Dans la définition suivante, nous désignerons par|c. la norme holdérienne lorsque
p€RY —Netlanorméjufce =37 ¢, 10%u[|L sip € N.

Définition 2.7. — Soienin € R, k € N, p > 0. On notex}? (resp.f)k"jp) I'espace des fonctions
(t,2,€) — a(t,x, &), définies sufl, +oo[ x R?, & valeurs complexes, dont toutes les dérivées en
& sontL*> (resp.C*?) enz a(t, &) fixé, et qui vérifient les estimations

i ooz [9 (1 9) (10 9)
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resp.

@15) [t <0nr?[ & (1+@)_1} o (1+§)M,

avec des constantes indépendanteisxa.
Sip>1letve|0,+ocf, onnoteX}’  I'espace des € X} tels qued,a € t~ VEk-i—l o1 1-€.
I'espace des symboles vérifiant (2 14) et

(2.16) || 0, a(t,,€)|| s < Cpt - V[<§> (1+ @)—1} (k+1-6) 4 (1+<it>)m—ﬂ

uniformément ent > 1. Les meilleures constantes dans les inégalités précédentes définissent les
semi-normes sur les espaces de symboles correspondants.

On remarquera que par définition B¢’ , le fait de dériver une fois em fait gagner de la
décroissance en ainsi qu’un ordre d’ annulatlon supplémentaire(€yyt =

Les propriétés suwantes résultent de la définition :
—siaexy, etbeny L abe i
—sia € 20 L etsl existec > 0 avecla(t, z,€)| = c(1 + (£)/t)™ uniformément erft, z, ) €
[1, +oo[xR?, alorsa™"' € X7,

On ales mémes proprletes pour les cla§~s‘{g§§.

Définition 2.8. — Soita € ¥;*. On noteOp® (a) la famille d’opérateurs sus’(R), dépendant
det > 1, définie par la formule

+oo
(2.17) OpB(a)u = (Soa)(t, D)(Sjou) + Z (Sj*jo a)(t,z, D)Ajuv

J=jo

ou jo > 1 est fixé assez grand et at}_;,a désigne le symbole obtenu en faisant agir le
multiplicateur de Fourie§;_;, sura(t, z, &) relativement aux variables

L'opérateur défini par (2.17) est donc un opérateur paradifférentiel au sens de Bony [3]. Si
acL>®cx, OpB(a) =T, avec la définition (2.8) du paraproduit. En particulierg st une
constanteQp® () est I'opérateur de multiplication par Nous allons établir, pour les opérateurs
précédents, un certain nombre de propriétés d’action sur les espaces de Sobolev et de calcul
symbolique.

THEOREME 2.9.— (i) Soita € X, L'opérateur Op® (a(t,z,£)) est borné deHs* (t) &
valeurs danst;j"m( t) uniformémenten > 1.

(i) Soientp>1,v>0,a€e X b€ Ek, La différence

k,p,v? NN

OpB (a(ta Z, 5)) o OpB (b(tv T, 5)) - OpB (ab(tv T, 5))

s,8" —(m+m/')+1

est un opérateur borné dé®* (t) a valeurs dans~'~*H (t) uniformément en

a+k+k’
t>1.
(i) Soientp>1,v>0,a€ 21 o bEXS . Le crocheOp® (a), Op® (b)] est borné de
H (1) avaleurs dan$—1 YHZY (t) uniformément en > 1.

(iv) Soientp >1, v >0, a € £}, . L'opérateurOp®(a)* — Op®(a) est borné dei3;* (t)
danst—1~VHZ? ~"*'(t) uniformément en > 1.
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En outre, les bornes des opérateurs précédents se majorent a partir des semi-normes des
symboles.

La preuve du théoréme utilisera le lemme suivant :
LEMME 2.10. — Soit (M,(,£))4en Une famille de fonction€>° sur R? telles qu'il existe
0<C’ < Cy <C;avec:

Vg € N*,  Supp(F,M,y)(n,€) C {(n,€); In| <C'2%, C127 < €| < C229},

Supp(FoMo)(n,) < {(n,€); Inl <, [¢] < Ca}.

(2.18)

Supposons de plus que, pour tolk N,

—1qk m
(2.19) ot el <coze |2 (147) | (14 7))

Alors pour touss, s', o I'opérateur " M, (z,D) est borné deH%* (t) dans H;jrk_”’ (t)

uniformément ert > 1. De plus, sa norme s’estime a partir des constartigsde (2.19) et
deC’l, Cs, C'.

Démonstration— Ecrivons
1 iz ~
My (. Dyu= o [ ey o €)7 ()
ou U, (&) = p(279€)u(€) pour une fonctiorp € C5°(R — {0}), ¢ = 1 au voisinage d§¢; Cy <

|€] < C2} lorsqueq > 1, et ot ug(§) = x(§)u(€) avecy € C*(R), X =1 au voisinage de
{&; €] < Ca2}. Posonsng(x,&) = My(x,29€). |l résulte immédiatement des hypothéses (2.18),

(2.19) que
q k g\ ™
\aﬁqu£)|<cﬁ[2 (1+2 ) } (1+27>

et quem, est a supportdans; < |{| < Cy sig> 1, etdang{| < Cy sig=0.
Si I'on posek,y(z,y) = (1/27) [ ¥ m,(x, €) d¢, on en déduit

q g\ — 17k g\ ™
(2.20 <3 (1+3) | (143) as

et, écrivantm(z, &) = [e™¥¢ k,(x, y) dy, on obtient poutV/,(x, D)u I'expression
1 : ~
@21) MyfeD)u= - [ €6, 0,60k, 1), (€ dyde = [ yla, )00, Do)ug(a) d,

0l gy (y, &) = exp(—i27%y-&). llreste aremarquer quidy (y, Dz )uq (%) |12 (ax) < [[uqll, et qu'i
résulte de la définition 2.1 que

24 24 —1qa 24 —s’
|Uq|<ccq2%[7<1+7) } <1+7>
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avec)_ ¢2 < 1, pour, utilisant (2.20), déduire de (2.21)

24 24 a+k 24 m—s’
[| My (2, D)ul| <ch2qs[ <1+ ; > ] <1+?> :

Comme I'hypothése (2.18) entraine qée(M,(x,D)u)(&) est a support dans une couronne
de taille 27 pour ¢ > 1, la propriété (2.5) est vérifiée par cette famille, ce qui entraine la
conclusion. O

Démonstration du théoreme 2:9(i) PosonsM,(xz,§) = (Sy—j,a)(t, z,&)p(27€) pour
q = jo, Mo(z,€) = (Soa)(t,z,£)x(£/270). Lhypothese (2.14) entraine

ez fogat 0l <o [E (1 )T (1Y

t

d’ou I'on deduit que I'nypothese (2.19) du lemme précédent est satisfaite pav/Jeda
conclusion en résulte, puisque (2.18) est vérifiég st fixé assez grand.
(if) Notonsa, (¢, x, &) = (Sp—joa)(t,, &), p = jo €tao(t, x,§) = (Soa)(t, z,&). Nous avons

(2.23) OpP(a) o Op®(b)u
= ao(t,z,D)S;, [bo(t,2,D)Sj,ul + Z ao(t,z,D)S;, [bg(t, z,D)Aqu]
q=Jjo
+ Z ap(t,z, D)A,bo(t, x,D)S;,ul + Z ap(t,z,D)A,[be(t, x,D)Aqul.
p=jo P,92Jo
Compte tenu des propriétés (2.1) des supports, il eXgtéel que|p — ¢| < Ny sur le support
de la derniere somme, et< Ny, p < Ny sur les supports de la deuxiéme et de la troisieme.
Ecrivons poump, ¢ > jo, |p — q| < No
(2.24) ap(t,x,D)Ap[be(t,z,D)Agu]
1 (z—y)-Eiyn _ NN
= )2 /e‘(” VR g (8,2, €)bg (£ y, M) (27PE) (27 In)i(n) dn dy dE.

D’autre part,

+oo
(2.25) Op®(ab)u= (ab)o(t,,D)Sj,u+ Y (ab)y(t,z,D)Apu
Jo
= (ab)o(t,x,D) S, (Sjou) + > (ab)o(t,#,D)S;, (Agu)
q=jo
+ ) (ab)y(t, 2, D)AL(Sjou) + Y (ab)p(t, ,D)A,(Aqu).
P=Jjo P, 42jo

Traitons d’abord la contribution @Op® (a) o Op®(b) — Op®(ab))u de

(2.26) > ap(t,z,D)A[bg(t, 2, D)Agu] — Y (ab),(t, z, D)A,(Au)

P q2Jjo P, 42Jjo
en se souvenant toujours ge- q| < Ny sur le support de la somme. Le terme général de (2.26)
s'écrit
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(227) (271_(_)2 /ei(x—y)~£+iy~n I:Clp(t, z, §)bq (t7 Y, 77) - (a‘b)p(ta T, 77)}
1 .
X (27PE)p(27M)u(n) dndy d€ = I /e"”’ Mopq(z,m)(n) dn
avec

1 —i(z—y)-
(228) MPQ(xvn) = (2—7_‘_) /e (@=v) E[ap(tvxvn - g)bq(tayvn) - (ab);ﬂ(taxanﬂ
X (277 (n—€))p(27 ) dy d¢.
LEMME 2.11.-0n a, pour touts,
27‘16 24 24 —1- k+Ek’ 24 m+m’—1
&

(2.29) |0 Mg (,m)| < CW {7 <1 + 7) } (1 + —) .

Démonstration— Nous noterons

(2.30) L=(1+42%(x-y)?) ' (1-2%(z—y)- D)

de telle maniére qué [e~i(*=¥)¢] = 1. Décomposons, en n’écrivant plus la variable

(2.31)  ap(z,n—&)bg(y,n) — (ab)p(x,n)
= ap(w,n = &) (bg(y,n) = bg(x,m)) + by (2, n) (ap(z,n — &) — ap(z,1m))
+ (ap(, )by (1) — (ab)p(z,m)).
Comme le second terme du membre de droite de (2.31) s’ann§le-éhet est indépendant de
y, sa contribution a l'intégrale oscillante (2.28) est nulle. Décompo3dy(s, ) = M, (x,n) +
My (z,m), ot M, (x,n) (resp. M, (x,n)) est la contribution a (2.28) du premier (resp. du

troisieme) terme de (2.31), et prouvons qﬁéM;,(A (resp.|8ffM1’,’q|) est majoré par le membre
de droite de (2.29). Remarquons d’abord que, d’'aprés (2.14), (2. 16)jfie (2.22) ainsi que

(2.32) 0.0 a(x, )| <Cg<i;+uﬁ{<f—> <1+<§—>>1]k<1+%)m1,

et que I'on a des estimations analogues golcrivons

bq(yan) - bq(man) = (y - J)) : Bq(x7ya77)

avec, grace a I'analogue de (2.32) péur

1-5 —14K m'—1
(2.33)  |08By(x,y,n)| < Cs <7Zi+u {% (1+@> ] (1+@) '
Comme
(2.34) My, (x,n)
— & /e—i(’c—y)'E D¢ [Bq(z,y.n)aq(z,n — £)p(27P(n— £))e(27 )] dyd¢
1

= o) /e—i(x—y).s(tL)QDg [By(z,y,n)aq(z,n — e (27P(n—&))p(2” )] dy d¢,
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il résulte des inégalités (2.22), (2.33) et du fait que- ¢| < Ny que

9—aB [94 9q\ ~11k+K 9\ mHm'—1
(2.35) ‘85M;,q(x,77)|<0m[?(1+?> ] (1+7>

—2
></(1+2q|$—y|) Li¢|<c2e dy dE,

d’'ol la majoration par le membre de droite de (2.29). Pour étudier le téfffyeécrivons

(236) My (x,n) = (2—177)/6“96y)'g(tL)Q[(ap(fcm)bq(w,ﬂ) — (ab)y(x,n))

X ©(27P(n—€))e(27 )] dy de.

Il nous suffit, pour obtenir I'analogue de (2.35), de prouver les inégalités

(2.37) ‘85[%(3:, n)bg(z,n) — (ab)p(z, 77)]|

C[B 94 94 —1q k+E 94 m+m’—1
P 9—qB | Z_ il -
<[ T) | (e

lorsquep(2~97) # 0. Ecrivons pour cela
(2.38) apbg — (ab)p = (I — Sp-1)(apby) + Sp-1[(ap — a)bg + a(bg — b)].
Comme le symbole d&,_; est identiquement égallasur une boule de rayafi2? ~ C29, on a

|05(I = Sp—1)(apby)(z,m)| < C279|050,(a

77)||L°°

et les inégalités (2.22), (2.32) pouret b permettent de majorer cette derniére quantité par le
membre de droite de (2.37). Pour estimer la contribution des deux autres termes de (2.38), on
raisonne de méme en utilisant les inégalités

|02 (ap — a)(z,n)| < C277||02 0, a(
|05 (bg — b)(z,m)| < C279)|050b(-
Cela achéve la preuve du lemmex

)|

IILoo~

Fin de la démonstration du théoreme 2-9D’aprés le lemme précédent, la famille de
symboles(t' ™ Myq(x,1))p, ¢>jo, 1p—al<N, VErifie 'hypothése (2.19) du lemme 2.10. L'hypo-
thése (2.18) est satisfaite si le parameéfsede (2.17) est fixé assez grand. On en déduit

que I'opérateur (2.26) est borné @& (t) danst~1~ "H;i,;r(fi“" FL(t). Le fait que les
contributions & Op® (a) o Op®(b) — Op®(ab))u provenant des autres termes de (2.24), (2.25)
vérifient la méme conclusion résulte d’'un raisonnement semblable, & des changements de
notation prés. L'assertion (ii) du théoréme est donc prouvée.
(iii) La conclusion est un cas particulier de (ii).
(iv) Ecrivons
+oo
Op®(a)*u= Sj,[ao(t,z,D)*u +ZA [ap(t, z,D)*ul,
pP=jo
—+oo
Op®(a)u = ao(t,=,D)Sj,u + Z ap(t, z,D)A,u,

P=jo
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de telle maniére que, popr> j, assez grand,

(2.39) Aplap(t,z,D)*u] — ap(t,z,D)Apu
= o [Tl 1) —a(w. O1E D))y
- / &1 M, (., 7))

sig e C5°(R — {0}) est égale & sur un voisinage assez grandSlepp ¢ et

My = o [ ED (26 a,(5,) - ay (e, IF2 ) dy .

Ecrivant

dp(yaf) - d[)(x7§) = (.13 - y)A;D(xayvg)
avec|8§Ap(x,y,§)| majoré par le membre de droite de (2.32), il suffit de faire les mémes
intégrations par parties que dans (2.34) pour maj)@;%Mp(x, n)| par

02_[)5 op op —17k op m—1

14+ = 14+ =

el (7)) 0 5)

ce qui permet d'appliquer le lemme 2.10. Les termes de basse fréquence se traitent de méme.
Cela achéve la preuve du théorémex

Nous allons terminer ce paragraphe en donnant des variantes des assertions (ii) ou (iii) du
théoréme qui nous seront utiles.

PROPOSITION 2.12. — Soientp > 1, a € 5" , b€ X7 Supposong > 1 ouk’ > 1. La
différence Op® (a(t, z,£)) o OpP(b(t,z,€)) — OpP((ab)(t,z,£)) est un opérateur borné de
H2*' (1) a valeurs dang—'HY: () +1,

Démonstration— Supposons par exempite> 1. L'hypothése (2.15) entraine

1o¢att, &), < Cale)™ {@ (1 + @) _1] k (1 + ?)m

t
ainsi que
026t < Cale)™? [fl (1+ f_>>]<1+ <§_>)’”

Il nous sulffit alors de reprendre la preuve du (ii) du théoréme 2.9, en remplacgant les inégalités
(2.22), (2.32) pour et b par les deux inégalités précédentes. Il en résulte une estimation de
99 M,, dans le lemme 2.11 en

9—aB [9g 94 —1q k+k —1 94 m—+m’—1
il 142
G CEI NG

qui entraine la conclusion voulue. Le raisonnement est le méme dansilexds O
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PROPOSITION 2.13. - ())Soita € %5 ,, avecp > 1, v > 0. L'opérateur[Op®(a), A;] est
borné deH®*'(¢) danst~1~*H%*'(¢) uniformémenten> 1 etj > —1.

(i) Soienta € i%’p avecp > 1 et~ une fonctionC*> bornée ainsi que toutes ses dérivées.
Les opérateur®p®(a) o Op® () — Op® (a7y) et Op®(7) o Op®(a) — Op®(avy) sont bornés de
Hs#' (t) danst—'H%* (t) uniformément en.

Démonstration— (i) Nous ne pouvons pas appliquer directement le (iii) du théoréme 2.9
puisque le symbole dg(277¢) de A; ne vérifie pas les inégalités (2.14). Toutefois nous pouvons
écrire

(2.40) [OpB(a)7 Ajlu= Z (ap(z, D)ApAju — Ajlap(z,D)Apu)) + ao(x,D) S, Aju

p=Jjo
- Aj [ao(x, D)Sjou] = Z M;D(xv D)U + Mo(i[,’, D)U
p=Jjo
avec, poup > jo,
1 . .
My (1) = 5~ /e_‘(’c‘y)'E (ap(x.n) — ap(y.m) (277 (n =€) (27Pn) d¢dy

et une expression analogue paufy. En outre, sur le support de la sommation dans (2.40)
lp — 7| < Ny pour un Ny fixé assez grand. Il reste & remarquer ayér,n) — a,(y,n) =
(x —y)- Ap(x,y,n) avec

(n)! =P
t1+1/

d’'aprés (2.32) pour obtenir comme précédemment, par intégration par parties a l'aide du
champlL, I'estimation
|5‘5Mp(m,77)| <o PBimy
qui permet d’appliquer le lemme 2.10.
(ii) Il s’agit d’un cas particulier de la proposition précédentel

COROLLAIRE 2.14.—Soient € f)ip avecp > 1, v une fonctionC* bornée ainsi que toutes
ses dérivées. AloOp®(a),~] est borné déis*' (¢) & valeurs dans~"H*' (¢) uniformément
ent > 1.

Démonstration— Ecrivons, en utilisant la définition (2.8), (2.9) du paraproduit,

(2.41) [0p°(a),7]u = [Op®(a),0p® (7)]u + Op®(a) [Ty + R(u,7)]

- TOpB(a)u’y - R(OpB (a)uv ’7)'
Par le (ii) de la proposition précédente, le premier terme du membre de droite est dans
t~'H2* (t). D’aprés le corollaire 2.3 (ii)T.,y + R(u,~) € HEV#'(¢) pour toutN, donc, grace
au (i) du théoréme 2.9, le second terme du membre de droite de (2.41) eﬁfﬁé}ﬁ%‘l(t) C
~1HEFN =15 (1), Remarquons enfin quep®(a)u € H2 7 (t), donc toujours d'aprés le
corollaire 2.3 (i), To,p5 (). + R(Op® (a)u,7) estdandi’ 1" 1 (t) c t THSTN-1"(¢). O
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2.2. Ecriture paradifférentiellede |’ équation

Nous nous proposons de réécrire I'équation (1.40) sous forme paradifférentielle. Considérons

I'équation
(2.42) TQ—LCL (tat:z)g (1+£2)—ia (txz)g—o
. \/1—5 01\%s &,y n \/1—5 11\, 4, t2 — Y

oliz € D(0,1) = {z € C3; |z| < 1}, et oliap; eta;; sont dansf et admettent des décomposi-
tions de la forme (1.37). Si on pose= (w, dyw, d,w/t), le membre de gauche de (2.42) n'est
autre que le symbole du membre de gauche de (1.40). En posarit + (£/t)?)~'/?7, on
obtient

2\ —1/2 2 2y —1
(2.43) ?2—% 5(1+§) —<1+\}Ea11£ <1+5> >—0

qui admet, pout > T, assez grand, les deux racines réelles

_ 1 1 52 52 -1 1/2 1 g 52 —1/2
il e S8 ) ()

Utilisant les expressions (1.37) et développant la racine carrée, on obtient :

PROPOSITION 2.15. — Il existeTy > 1 et:
— une application linéaire — 61 (¢, z, ¢, 2) définie surC3, a valeurs dans I'espace des symboles
S1, réelle lorsque: est réet
—une application: — 03 (¢, z, ¢, z) holomorphe en décrivantD(0, 1), a valeurs dans, réelle
sur le réel, vérifiant pouf, «, § € N, les estimations

17 (1-8)+ 1-8
(2.45) |0fo20g0%| < Ct P [% <1 + <§—>) } (1 + f—>> |2,

telles que sty = 0L +t~1/20%, I'équation(2.42)ait pour racines

(2.46) T+ (t,z,6,2) == (1—1—52) —I—%@i(t,x,&z).

Rappelons que nous avons p&&g*’ (¢) = H%*' (t) N L>°. Définissons

Fo (1) = {(w,w'); we B (1), w € B (t), (w,w') & valeurs réelles
47) F'(0) = {(ww',w"); w e BT (D), w € BY (1), w" € BYY (1),
(w,w,w") & valeurs réelles
munis des normes naturelles et désignonsﬁ(ai*s ' (t),r) (resp.B(F%* (t),r)) la boule de
centre0 de rayonr dansE%* (t) (resp.F5* (t)). Nous noterons’;? (t) (resp. Z”’ (1))

I'espace des symboles vérifiant les inégalités (2.14), (2.16) (resp. (2.4B)Eamuni des semi-
normes définies par la meilleure constante dans ces inégaliféa
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30 J.-M. DELORT

LEMME 2.16.— (i)Soients, s’, « vérifiant les conditions

3 1
(2.48) s+s'>§, 525, ael—1/2,0].
Posonsy = 3 + a, p=s — 1 — a et supposons non entier. Il existe; > 0 tel que pour tout

t > T, 'application définie suB(F%* (t),,) par

(249) (. (e 04 (g, ) )
resp. par

/ 1 2 / aﬂﬂ
(2.50) (w,w)»—><(t,x,§)»—>¥6‘i<t,x,§,w,w,7w>>,

soit C! sur cette boule & valeurs dans'/2x1(t) (resp. a valeurs dans 131 (1)).
Si, outre(2.48), on supposs’ + «a > 0, (2.49)et (2.50)sontC* sur B(F* (t),ro) a valeurs
danst~“%1 ,(t). En particulier,

(2.51) (w,w') — ((t,x,§)l—>7} (t,x,f,w,w',%w))
est, sous les conditior(2.48) de classeC' a valeurs dansi(t), et a valeurs dang; , (1)
si de pluss’ + « > 0. En outre, les semi-normes de ces symboles dans les classes indiquées se
majorent parC||(w, w’)] ") lorsque(w, w') reste dandB(F%* (¢),70), avec une constante
C indépendante de
(i) Sous les condition&.48)soit ¢ — (w(t),w’(t)) une courbeC® définie sur[Tp, +oof &
valeurs dans la boulB(F%* (t),70), qui estC! & valeurs dan&s* ~'(t). Alors

s,
FO

) O
252 g7 (e gowto). o). o)
Ll <t z, €, Opw(t), O’ (t), 0 %w(t)) € 1El(zt)
\/E + sy Ly Sy Ut s Ut s Ut ¢ L 1

et les semi-normes de ce symbole sont majorées a party dede

Py )

En outre,

g7 (tm w0, Fu) € st
etlImry =0.

Demonstration— (i) Nous voulons prouver que (2.49) est une forme linéaire continue sur
F* (t) a valeurs dans™1/251(¢), et a valeurs dans X} (¢) lorsque de plus’ +a > 0. La
premiére propriété résulte immédiatement du fait uest a valeurs dans; et que I'argument
(w,w',dyw/t) est dand.> lorsque(w,w’) décritB(Fs* (t),r,) d’aprés le corollaire 2.3 (iii).

Si nous supposons de plés+ a > 0, le lemme 2.2 (jii) entraine quv, w’, d,w/t) est dans
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t—*Cr. Commed estavaleurs dans}, la relationv = (1/2) + « montre que les semi-normes
de

1201 (¢, € w0, Dpw /t)

dansiip(t) sont majorées par'||(w,w’)| o’ (1) lorsque(w, w") reste dans la boule indiquée.
Montrons que, sous les hypothéses (2.48), et lorsque de'plua > 0,

(w,w') >t~ o% (t, z, &, w,w, % w)
estC! avaleurs danglip(t). Remarquons d’'abord que
592 / 8:8
(2.53) 901 (t 2, & w(x), w'(x), —w(z)

t
< Z sup‘

Cr

0862 (1.0.6 wla) ' (0), Futo))

n<fpl+1 Y cr
Os
<Ct @ Z sup‘ 5‘;8?91 <t, y, & w(x),w (z), Tw(m)) o
n<lp]+1 Y ES® (1)

ou les norme<” sont prises emr, et ou on a utilisé le (iii) du lemme 2.2. D’'apres (2.11), le
terme général de la derniére somme s’estime; sist assez petit, par

Cll (w, w')]

sup sup‘agagei(tvy,fvz)‘
lz|<1 ¥

P (1)
puisquew, w', 9w/t sont dan@ff’ (t) d’apres le corollaire 2.3 (iii). Comnm#?. est a valeurs
dansS{, et quer — 1 — o < 0, on obtient bien que

o -
t‘“‘”@i (t,x,f, w,w’, wa) € Eip(t)'

La continuité er(w, w’) s’obtient de méme. Pour obtenir la dépendafitel suffit de reprendre
le méme type de calculs en utilisant I'inégalité (2.12) du corollaire 2.4.

Lorsqu’on se place uniqguement sous les hypotheses (2.48), le fait gie soit dang ~'3{
résulte des estimations analogues a (2.53) pour la nbffnau lieu de la norm€?, estimations
gui ne donnent plus lieu a la perte én*. La conclusion concernant. résulte du fait que
(1+&2/t%)1/2 est dansS} et que, lorsque’ + a > 0, 8?81@ = t*1/28§619i vérifie (2.16)
aveck =0, m = 1 puisquet /20, €t} (t).

(ii) La dérivée ent du premier terme de (2.46) est dans S| C t~1X1. D’autre part,

1 , O
(2.54) o [% Hli (t,m,f,w,w ,Tw>]

1 Do 1 O
= % ezlt (taxa£7atw7atwl7at7w> + %(81“9:1&) (t,x,§,w,w/, T U))

1 , Og
_ W9i<t,x,§,w,w,7w .
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D'aprés le corollaire 2.3 (iii)(w, w’, d,w/t) est dan€s* (t) € L™, et par (2.13) 0,61 ) est
a valeurs dans~1S1. Il en résulte que la somme des deux derniers termes de (2.54) est dans
t=3/25221, leurs semi-normes s'estimant a partir de la quarjtité(t), w’ (t))| - Calculons

’
5,8
Fa

(255) at |:% (9:2|: (t, x, f,w,w’, %’LU):| = %(8z9:2|:) (t7$7§a 'U),’u)/7 %’LU) |:8t'LU7 8tw/, 8t %'LU:|

— %291 + %(5}91) (t,x,f,w,w’, %w)

Les deux derniers termes du membre de droite sont &5} (¢). D’autre part, par le corol-
laire 2.3 (iii), et I'hypothésed,w(t), dyw'(t)) € F55 ~1(t), le vecteur|d,w, dyw’, d;(dpw/1)]

est dansl.>°. La proposition 2.15 et I'inégalité (2.11) entrainent alors que le premier terme
du membre de droite de (2.55) est dans>1, avec des semi-normes contrdlées a partir de
1w, D) o =10y T II(w, w’)] Fo (1) lorsque(w(t), w'(t)) reste dand3(Fs*'(t),7) (on
remarquera qu’ici, contrairement au point (i), on n'a pas de perte &npuisqu’on cherche
seulement des estimations de symba@l&senx au lieu deC?). Cela conclut la preuve. L'avant-
derniére assertion résulte du fait qig(t, z, ¢, z) est dansS] et que(d,w, dyw’, 0, (0, w/t)) est
dansL. Le fait quelm 71 = 0 est conséquence du fait qék, 63 sont réels sur le réel.0

Nous pouvons maintenant écrire la version paralinéarisée de I'équation (1.40).

PROPOSITION 2.17. — Soients, s’, o vérifiant

(2.56) s+s'>g, s>;—|—a, a€el-1/2,0, s+a=0,

et soity = 3 + a. Supposong = s — (1/2) — o non entier. Notons toujour®, le réel défini
dans la propositior2.15etr, le réel défini dans le lemme précédent. Il existe une forme linéaire
enz € C° a valeurs dansS}, (4 (t,z,¢, 2), et des opérateuren général non linéaires et non
locauy (w,w’,w") — Si(t,w,w’, w") (resp.(w,w’) — ST (t,w,w’)) définis pourt > T; sur
B(F&¥ (t), o) (resp.B(F%* (), o)), & valeurs dand1® | (¢) (resp.H* (t)), satisfaisant aux
inégalités

< Cll(w, w',w")|

||Sgt(t,w,w’,w")‘

s,s! s, s/
Y (1) e (1)

|55 (¢, w,w")|
et vérifiant la propriété suivante
Pour toute fonctiornt — w(t, ) définie sur un intervalléTy, T, telle quet — (w(t), dyw(t))

soit continue & valeurs dans la boul(F5* (t),ro), et C! & valeurs dansB(F%% ~1,r),
solution sur[Ty, T'[ de(1.40) on a:

(2.57)

(Dt — OpB (Ti (t,x,§, w, Oyw, %w) )) (Dt — OpB (T; (t,x,§, w, Oyw, %w) ))w

1 1
- —AQ(J?,U},at’LU) + ;A?)(mawaatw)

Vit

1 Ox o 1
+ ﬁ Op?® <£i <t, x, &, w, dyw, Tw, 8?10, O + w>>w + ;S()i (t,w, Opw, 8t2w)

1
tl-{-u

< Ol (w, w')]

s Sl s Sl
HS™ () Fo™ (1)

+ SE(t,w, dyw).
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Démonstration— Ecrivons (pour le premier choix de signes)
(2.58) (D: = Op®(74)) (D; — Op® (7-))w
= (D7 = Op®(7. + 7-)D; + Op° (747 Jw
+ (OpB(T+) o OpB(T_) — OpB(T+T_))’LU — OpB(DtT_)’LU.
D’aprés le (ii) du lemme 2.16, le dernier terme s’écrit
Bl
Vit

ou [|So(t, w, dyw, O?w)|

N 1
(2.59) Oop® (91 (t, z, &, Opw, 0w, Oy %w) ) w —+ ¥50 (t, w, Opw, Q?w),

< Cflw|

1 (1) FEe (g puisque les opérateurs de symbole dans

vl agissent deH:*'*+!(¢) dans Hf;j/l(t). Le premier terme de (2.59) fournit 'une des
contributions au terme efy. de (2.57). D’autre part, puisque. € Z}LW par le lemme 2.16, le
théoréme 2.9 (ii), qui s'applique puisque= s — (1/2) — « > 1, entraine que l'avant-dernier
terme de (2.58) est dans!~VH%* (t) pour w € H%* +1(t), i.e. contribue au terme efi;"
de (2.57). Remarquons que par définitionrde

g

1 O
T++T,:%(l01 t,x,w,@tw,?w g,

2 1 N 2
THT- = — (1 + %) - %au (t,m,w,@tw, a?w) §—2

Pour ramener (2.58) au membre de gauche de (1.40), modulo des tertnésesi (¢, w, dyw),
il suffit donc de voir que les deux expressions

1 - x D,
— |ao1 | t,x,w, dyw, 8—w — OpB ao | t,z,w, dw, 8—w — Dyw,
(2.60) Vi ! ! !
. L t yw, 2= Op”® ¢ w2 D
\/1—5 ail , L, W, 0tw, n w p ail , T, W, Ortw, t w t w

peuvent s'écrire sous la forme =S} (t,w,0w). Or (w, 0w, 2= w) € ES* (t) par le
corollaire 2.3 (iii), donaiy; etai; sont dani)f;s'(t) par le corollaire 2.4. D’autre par% D;w

et ?—22 w sont danﬂi’i{l (). Le corollaire 2.5 entraine alors que (2.60) est dan2—*Hs:*' (¢)
grace aux hypothéses (2.56), i.e. représente une contributiort ehs;" (¢, w, d,w).

Le premier terme du membre de droite de (1.40) contribue &, dans (2.57). Pour conclure
la preuve, il nous reste donc a montrer que les deux derniers termes du membre de droite de (1.40)
peuvent s’écrire sous la forme de termes du membre de droite de (2.57). Par le corollaire 2.4, le
termec(t, z,w, Dyw, %w) est dan@ff’ (t), donc la contribution correspondante est de la forme

t=3/28 (t,w, 9;w). D’autre part, d’aprés (1.38), le terme ende (1.40) s'écrit

1 D, \D. 1 D, \ Dz

— 0| t,z,w,Dyw, —w | —w+ =by | t,x,w,Dyw, —w | —w.

Vi t t t t t

Comme ci-dessus, on peut écrire le premier terme sous la f%‘ﬁpls(él)%w modulo un
reste et~ ~¥ S (¢, w, d,w). Le second terme est le produittig, deb, € ES* () et deBew e

Hi’jll(t). Par le corollaire 2.5 et le lemme 2.2 (i) il est donc somme d’un éIéme(nt]déj;i1 (t)
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et d'un élément de—2-“H%* (t) i.e. s'écritt—1S{ (t,w, dyw) + =2~ S} (t,w, dw). Cela
achéve la preuve. O

2.3. Laméthode desformesnormales paradifférentielles

Dans I'équation (2.57) certains termes du membre de droite sont affectés dupdidpoids
qui est trop loin de l'intégrabilité lorsque— +oo pour permettre d’obtenir des estimatidiis
Le but de ce paragraphe est d’éliminer ces termely/gft par une méthode de formes normales.
Nous commencgons pour cela par écrire I'équation sous forme d’'un systéifiees$iun espace
fonctionnel, nous noterons comme précédemréit, ) la boule de centré de rayonr pour
la norme deE. Nous utiliserons les deux espaces suivants pouty :

(2.61) G (t) = {(w1,w2); (wi,ws) € E;s/ (t) x E;‘;S' (£), @1 = —wy, Ty = w3},

H (8) = {(uryus); (ugyus) €BY (1) x BY* (1), a4 +u_ =0},

Définition 2.18. — On appelle opérateur de reste de type) (resp. de typg0,0)) sur
B(H%* (t),r) tout opérateur (en général non linaire et non lo¢aky Sy(t,U) (resp.U —
S1(t,U)) défini pourt > Ty sur la boule précédente, a valeurs dHiiS , (¢) (resp.H%* (1)) et
vérifiant les estimations uniformes

(2.62) 100t Uzt i < CT ooy
resp.
(263) ||Sl (t7 U)' Hf;’s/(t) < C||U| Hz,s’(t)-
Nous poserons désormais
D2 1/2
(2.64) A= <1+t—;> :

Construisons un changement de variables d’'un voisinagejdesggﬁs' (t) sur un voisinage de
dansHy® ().

PROPOSITION 2.19. — Soients, s’, a des réels vérifiant les conditions suivantes

1
(2.65) s+s'>g, s>;—|—a, a€e]l—1/2,0], s—§—a¢N.

Il exister; > 0, ro > 0 tels que I'application(wy, ws) — Gt (w1, we) définie pourt > Ty par

wy — Op?® (T_ (t,x,§, A wsy, iwy, % A_1w2)>A_1w2
(266) Gt(wl,wg) = )
wy — Op® <’7’+ <t, z, &, A g, jwy, Tx A_1w2)>A_1w2

soit unC! difféomorphisme d’un voisinagé (resp.V/) de0 dansGs* (t) (resp.G5* ~1(t))
sur un voisinagdV; (resp.W/) de0 dansH:*' (t) (resp.H%* ~'(t)) pour toutt > Tp, avec en
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outre

B(G2* (t),r1) C Vi, B(GS¥~1(t),r) C V/,
(2.67) (Go® (t),r1) C V4 ( (t),r1) CV;

B(HS® (t),72) C Wy, B(HS¥7H(t),12) € WY,

On peut de plus supposer que I'image de la premiére boulegharontient la seconde, et que
limage deB(GS* (t),r) (resp. deB(G* ~1(t),r)) par G; est contenue darB(H:* (t),r2)
(resp. dan§3(H§5'*1(t), r2)) Sir est fixé assez petit.

Linverse H, : Wy — V; de G, admet le développement suivant

(2.68) H(U) = MoU + %So(t,U)—k %Sl(t,U),

ou My = %[} j], Sy (resp. S1) est une familleC! en ¢t d’opérateurs de class€' sur

B(H%* 7 (t),r2) & valeurs dandi®? 7 (¢) (resp. a valeurs danHs* ~/(t)) j = 0,1, vérifiant
les estimations uniformes

1(9:S0) (¢, U]

+[S0(t, U)]

H-;i’l—j (t) H-;i’l—J (t) < C” U”'H; s/—j (t)

(2.69)
[(9e51)(¢, U)|

+5:(¢U)]

0 S Ol =iy

HE 7 (1)
Démonstration— Montrons que’; agit sur les espaces indiqués. (Gi;, ws) € G2 ~1(¢),

A~ twy € HES (1) et A~twy € L daprés le (iv) du corollaire 2.3. Par conséquent,

(A~ Yws,iwy) € F&* ~1(t). Les hypothéses (2.65) entrainent que les inégalités (2.48) sont sa-

tisfaites avea’ remplacé pas’ — 1. Le lemme 2.16 entraine alors que

T+ <t, x, &, A g, jwy, % A_1w2> ey

lorsque (w1, we) € ggvs'*l(t). L'opérateur associé est d'aprées le théoréme 2.9 (i) borné de
HS*'T1(t) etH%* (t) a valeurs respectivement daig® (¢) et H%* ~'(t). Par conséquent;,

est a valeurs dans ces deux derniers espaces lotsgue,) décrit respectivemers ' ()

et G&*'~1(t). Pour voir queG,(w;,w,) est dans.>, il suffit compte tenu de la décomposi-
tion (2.46) der.., de montrer quey; Op®(61)A~"w; et { Op®(61)A~"w, sont dand.>, 61

et 63 désignant les symboles (2.49), (2.50) dans lesquels on apesé ~lws,, w' = iw;.
D’aprés le lemme 2.16, les symboles!/26]. ett~'62 sont dang~'/2%1, donc les quantités
considérées sont dansl/QHZ’jlfl(t) d'aprés le théoréme 2.9 (i). Comme ce dernier espace est
contenu dand.* par la premiére assertion du lemme 2.2 (iii) on a bi&fw;,w2) € L. |l

reste a voir que les composantes. , u_) de G (wy,ws) vérifientay +u_ =0. Or

(2.70) OpB(Ti)A—le =0p?® (Ti (t,x, =&, A= twsg, iwy, axA—lwg/t) )Aflwg.

Commeiw,; etw, sont réels, et que dans (2.44), etag; sont réels sur le réel, le symbole au
membre de droite de (2.70) vaut (¢, , &, A~ ws, iwy, &= A~1w,), d'oll

Op® (74 )A—1wy = —Op® (7 )ALy,
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qui entraine la relation voulue. Comme, d’aprés le lemme 2.16, la dépendance des symboles
01, 6% en(w,w2) estCl, on obtient ques, estC! sur les espaces indiqués.

Pour montrer ques; est un difffomorphisme local sur des voisinagesOdde la forme
indiquée, il nous suffit de voir que sa différentielle(en , w,) = (0,0) est inversible dg* (t)
surHs® (t) et deGs* ~1(t) surHs* ~(t), avec un controle uniforme ende sa norme, et de
celle de son inverse. D'apres (2.46) cette différentielle n’est autre que I'application linéaire

()~ (=)

>

Wa w1 — W2

dont l'inverse est la matricd/, de I'’énoncé. D’'aprés (2.46) les composantedéw, , ws)
s'écrivent

1 0
wy = wy — % Oop® (0]1F (t, z, & AN wg, fwy, Tx A1w2>)A1w2

1 x — —
-7 OpB (9% (t,m,f,A‘lwg,iwl, %A 1w2)>A Lws.

D’aprés le lemme 2.16, ces expressions se réécrivent

(2.71) Gi(wy,wa) = My'! <Z;> + %50 (¢, (wy,w2)) + %§1 (¢, (wy,w2)),

ol Sy (resp.§1) estC! ent et en(wy,ws) et agit, ainsi que sa dérivée ensi j =0, 1,

de G+~ (t) dansHZ 7 (t) (resp.H%* = (1)) (en fait S, arrive également darid™%' ™ (¢),

mais nous n'utiliserons pas cette propriété). Cela entraine en particulier,qut donc aussi

Hy, sontC! ent. Remplagan{w;,w>) par H,(U) dans (2.71), on obtient (2.68) en posant

So(t,U) = —MySo(t, Hy(U)), S1(t,U) = —MS, (t, H,(U)). Cela achéve la preuve o
Remarque2.2. — Les termes effy, S; de (2.68) sont des opérateurs de reste au sens de la

définition (2.61). De telles expressions joueront dans la suite le role de quantités négligeables.

Soitt — w(t,-) une fonction dérivable de telle quet — (w(t), d,w(t)) soit continue sur
[Ty, +oo[ & valeurs danB(F3* (t),r) et C! a valeurs danB(Fs* ~1(t),r). Posons

2.72) (w1, ws) = (Dyw, Aw) € G5 (1).

Sir est assez petit, il existé € B(HZ* (1), r2) tel queH, (U) = (w;, w,) d'aprés la proposition
précédente. Nous pouvons aussi supposebglies B(H:* ~1(t),r2). Désignant patH}, H?)
les deux composantes @&, posons

0y

(2.73) Ae(t,2,6,U) =72 <t,x,s,A1HE(U>,iH§<U>, " A1H3<U>>

pourU € B(H:* (t),r2). D'aprés (2.46), le lemme 2.16, et le fait que I'argumentdedans
(2.73) estréel sV € H2* (t), nous avons lorsque les conditions (2.65) sont satisfaites
Ai (ta z, E? U) € Z(1)(2‘:)7
§2 1/2
2.74) rsltas 07 (145) 0 ertesio,

ImAy (¢,2,£,U) =0,
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p désignant toujours = s — (1/2) — a. De plus, d’aprés le (ii) de ce méme lemme
(2.75) Di(As(t,z,&,U)) €7 281(t).

Enfin, si nous supposons de plist « > 0, le (i) du lemme 2.16 montre que

A (t,z,&,U) € Eéw(t),

(276) §2 1/2 -

As(t,x, &, U)F (1 + t_2) € t‘”E}}p(t).

Rappelons que I'on a écrit en (1.44)(z, w, d,w) & partir de la matricel,(z). Définissons de
mémeAs(z) comme 'application trilinéaire telle que

2.77) As (2, w, Dyw) = Ag () ({DWD

w

et posons enfin

(2.78) [(z) = Mo Ag(x) M.

Nous pouvons alors réécrire I'équation (2.57) sous forme d’un systertie-efu,u_] :
PROPOSITION 2.20. — Soient s, s’, a Vérifiant les conditions(2.65) Il existe » > 0,

Li(t,x,&,U) forme linéaire enUU décrivantH2* (¢), a coefficients dans?, et deux opéra-

teurs de resteSs(t,U) (resp. ST (t,U)) de type(0,1) (resp. (0,0)) sur B(H%* (t),rq) vé-

rifiant la condition suivante pour toute fonctiont — w(t,-), définie sur[Ty, T, telle que

t — (Dyw(t,-), Aw(t,-)) soit continue a valeurs danB(G$* (t),r), et C! a valeurs dans

B(G:* ~1(t),r), solution dg(2.57)sur [Ty, T'[, U(t,-) = G¢(Dyw, Aw) vérifie

(2.79) (D = Op® (As(t,2,€,0)) )us

1

=S UT@U + %Zg(x)(MoU) + L opB(Li(te e, 0))U

1
+ ;S@t(t,U)-i-

&»—\

1
msf[(taU)v

Ol]l/zé—i—oz.

Démonstration— Le membre de gauche de (2.57) est de la forme voulue par définition méme
deuy, A1. Il nous faut mettre le membre de droite sous la forme (2.79). Nous supposerdns
assez petit pour quE reste dans la boulB(H:*' (t),7) et ,U reste dand3(H ~1(t),rs)
lorsque(D,w, Aw) décritB(GS*' (t), ) et qued; (Dyw, Aw) décritB(G5 ~1(t),r). Nous allons
examiner successivement les trois premiers termes du membre de droite de (2.57). Toutes les
estimations que nous écrirons seront uniformes eifily, T'[, les constantes ne dépendant que
der.

LEMME 2.21. - Il existe des opérateurs de res$g et S; sur B(H%* (t),r2), de type(0,1)
et(0,0) respectivement, €i(t, =, &, U) forme linéaire erUU, a coefficients dansy, tels que I'on
puisse écrire

Ag(z,w, 0pw) = UT(z)U +t~1/28y(t,U) +t~ Y2778, (t,U)
(2.80) +Op®(L(t,z,€,U)U,
As(z,w, 0pw) = As(z)(MoU) + So(t,U) +t~ Y2778, (¢,U).
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Démonstration— Posons\f; (D/t) = [} ,%1]. D’aprés le lemme 1.9 on a

As(z,w,8yw) = (M (D/t)H,(U)) Aa(x) (M1 (D /t) Hy(U)).
D’apres (2.68)

M(D/)(H(U) = MyU) € s (1) + {HE 1),

D’autre part, grace & (iv) du corollaire 2.3/,(D/t)H;(U) € ES* (t), et de méme pour
Ag(z) M1 (D/t)H,(U) par le (ii) de ce méme corollaire. Le (v) de celui-ci entraine que

(M (D) (Hy(U) = MoU) A () My (D /1) H, (U) € \/HZL( ) + WHS ’ (1),
donc s’écritt—/2Sy(t,U) + t~1/277 8, (t,U) avec des resteS, S; vérifiant les conditions de
I’énoncé. Répétant ce raisonnement, on obtient donc, modulo des restes de la forme voulue, que
Az (x,w, dyw) est congru a

(2.81) (M (D /t)MoU) Az () (M (D /t) MoU).

Or (M;(¢/t) — I)M, est une matrice a coefficients dafi$. Si nous posons provisoirement
W =M, (D/t)MyU € E2* (t), nous avons

(2.82) ‘WA (a)((Mi(D/t) — I)MoU) = Op® ("W Ay () (Mi (§/t) — ) Mo)U + 1,

ou r est de la formel,b + R(a,b), a désignant des coefficients dé/,(D/t) — I)MyU et
b des coefficients d&lV A,(z). On auraa € Ha+1 c t—*~1L> d'aprés le lemme 2.2 (iii), et
b e B¢ (t) par le corollaire 2.3 (ii). Par conséquents ¢t~*~'H%* (¢), donc est de la forme

t=1/27v 81 (¢,U). EnfinW — MoU € Hsjl C t~*~L*>, donc le premier terme du membre de
droite de (2.82) ne differe de

(2.83) Op® ("(MoU) Az () (My (£ /t) — I) Mo)U

que par un reste de la forme '/2-*S(¢t,U). Comme (2.83) est de la forme
OpB(L(t,x,§,U))U, pour une forme linéaird, en U, a coefficients dans$?, nous avons
donc ramené (2.81) &M, (D/t)MoU)As(z)(MoU) modulo des termes etr/25y(¢t,U),
t=12-v 8, (t,U), OpB(L(t, z, €, U))U. Il nous suffit donc de réduire a des termes de cette forme
I'expression

Y(My(D/t) = I) MoU) A () (MoU)
pour obtenir la conclusion. Il suffit pour cela de répéter le raisonnement que nous avons appliqué
au membre de gauche de (2.82). Cela conclut la preuve de la premiéere égalité (2.80).
La preuve de la deuxiéme égalité (2.80) est plus simple : cofh&D/t) — I)H,(U) €
H;_SH( ) et queM, (D/t)H,(U) € E%* (t), le (v) du corollaire 2.3 entraine que
A3(x) (My(D/t)H(U)) = Aa(a) (Ho(U)) € Hy, (0) +¢7/2 7 H (1)

donc est un reste. D'apres (2.68J;(U) — MU € Ha+1( ). Par le méme corollaire que ci-
dessus, on en déduit quis (z)(H, (U)) — As(z)(MoU) est un reste. O

4°® SERIE-TOME 34 — 2001 N° 1



EXISTENCE GLOBALE POUR LEQUATION DE KLEIN-GORDON 39

LEMME 2.22. — Il existe L (¢, z, &, U) forme linéaire erl/ décrivantH®* (t), & coefficients
dans S, et un opérateur de restcSOi de type(0,1) tels que, avec les notations de la
proposition2.17 :

1 Oz Oz
(2.84) %Ops (Ei (t,m,f,w,@tw, Tw,@?w,at Tw))w

1 1
= —Op®(Li(t,z,&,U))U + = SE(t,U).
\/1—5 p ( +( 3 )) 10 ( )
Démonstration— L'argument de/. est linéaire en des quantités de la forme suivante :

(2.85) m(DINHU), DZHAU), DHD),

oum(&/t) estun élément d&j. Il suffit de voir que I'on peut écrire chacune de ces expressions
comme un terme linéaire éA modulo un restd” de normd.> majorée pac’//t. En effet, la
contribution d'un tel reste a (2.84) sera de la forme

2 00 (Va(t,2.) HE (D)
aveca € S9. CommeH?(U) € H%* (t) et quev/Va € X9, le théoréme 2.9 (i) entraine que
cette quantité s’écri% SOi (t,U). Modulo un tel reste, on a ainsi réduit le membre de gauche de
(2.84) &t~ /20pP (L4 (t,z,&,U))HZ(U). Il reste a utiliser quél, (U) — MoU € t~/2H%% (t)
par (2.68).

Pour étudier (2.85), remarquons d’abord queé/t) — m(0) € SY donc (m(D/t) —
m(0))H,(U) € Hi’jll, et HY jl C t~17oL> d'aprés le lemme 2.2 (jii). D’autre part, d’apres
(2.68),

Hy(U) — MU € t7V2HS | 4t HES (8) < t71/2L>,

par le méme lemme. Le premier terme de (2 85) se réduit donc a la forme voulue.
Le second terme de (2.85) est daH§’, _1 ) C t~172L®, donc a une normé&.>= en

C/\f et fournit une contribution au reste. Ecrlvons le troisiéme terme de (2.85) sous la forme
Ht(U) +DH,(U)D,U, oU H, désigne la dérivée d, par rapport &. Par (2.68), (2. 69)Ht( )
est dans

t—l/QHs s

a+1( )+t (1) c 2L

toujours par le lemme 2.2 (iii). Ecrivons les composantePdé sous la forme
(2.86) (D — Op® (M) us + OpP (g F Dug £ us.
Dans le membre de droite de (2.57), les termes de reste sont dans

U () + ¢ (@)

et les autres termes sont dans/2E%s (t) 4+t~ 1/QHQH( ), puisqueE* (t) est une algeébre, et
que le symbolé_. est dans:i. Le premier terme de (2.86) est donc dans

VRS (6)+ BTy () = 2R (6) + B ().
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Comme Ay F 1 € ¥}, le second terme de (2.86) est daﬁgj'fl(t) = Ej’l’j’fl(t). Par

conséquentD, U — *(uy, —u_) est dang—'/2H55 (1) + HZ’j/fl(t). Or DH,(U) est linéaire
continue deH:* (t) dansH5* (t) € L>°. D'autre part, grace & (2.68), limage €73 (t)
parDH,(U) est contenue dans

HES T () + 7 S () c VAL
Nous avons donc obtenu
DH(U)(D:U — *(uy, —u_)) € t~1/2L.

Il reste encore a ramenBrH,; (U )" (u4, —u_) & une expression linéaire &hmodulo un nouveau
reste dang~1/2L°°. Il suffit pour cela de réappliquer (2.68)0

Fin de la démonstration de la proposition 2.20Les deux lemmes précédents permettent de
réduire les trois premiers termes du membre de droite de (2.57) a la forme voulue. Il reste &
remarquer que les opératel,ﬁ’$, Sfﬂ de (2.57) dans lesquels on remplacepar A~1H?(U),

Oyw paril}(U), 02w parid; (H} (U)) sont, si le réet; de la proposition 2.19 est inférieur ay

de la proposition 2.17, des restes®f(t,U), S (t,U) (nous n'écrivons pas de dépendance de
SSE end,U, puisque grace a I'équatiofl, (H; (U)) s’écrit comme un opérateur agissant &yr
ainsi que nous venons de le voir en (2.86)

Nous allons maintenant chercher a corrigerdesdu membre de gauche de (2.79) de maniéere
a éliminer les deux termes en'/2 du membre de droite. Nous introduisons pour cela la classe
suivante d’opérateurs bilinéaires :

Définition 2.23. — Soient’ = (Yeer )e,ercf+,—} UNE matrice symétrique a coefficier@s®
bornés ainsi que toutes leurs dérivéess (ace)e,erc{+,—3 UNe matrice de symboles de
36(t) telle qu'il existe une matrice symétrique a coefficients constéufts). ..c(; —} avec
aeer — al,, € X9(t) pour touse, ¢’ € {+,—}. PourlU = (uy,u_) € BES¥ (£)%, V = (vy,v_) €
E;S (t)? avecs + s’ > 0, s > «, on définit 'opérateur bilinéaire symétrique

(2.87) Op®(T,a)(U,V) = Z'yee/ [OpB(ae/eue)ve/ + Op® (e ver Yo + a2, R(ue, ver)].

e,e’

On remarquera que les hypothéses faites s, a entrainent, d’aprés le lemme 2.2 (ii), que
(2.87) aun sens.

Des opérateurs bilinéaires paradifférentiels ont été définis par Chemin dans [4] et appliqués
a des problemes de propagation des singularités. lls sont toutefois différents de ceux que nous
introduisons ici. Expliquons les raisons qui nous conduisent a la définition 2.23. Nous souhaitons
perturberuy dans le membre de gauche de (2.79) par une expression de la forme (2.87),
multipliée parl/+/z, afin d’éliminer le terme en—'/2tUT(z)U dans le membre de droite de
(2.79). Dans le cas du modele d’équation différentielle étudié en (0.5), cela se fait en perturbant
uy par une expression quadratique localeugn u_. Le fait que dans (2.79) I'opérateur non
local (D; — OpB()\i)) agisse suf:- nous oblige a rechercher ici une perturbation quadratique
plus compliquée, qui va justement étre donnée par (2.87). Indiquons par exemple comment nous
allons éliminer une contribution'@ T'(z)U de la formey(z)u,u_ avecy fonctionC> bornée
ainsi que toutes ses dérivées. Les commutateussadeles divers opérateurs qui vont intervenir
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donnent lieu a des restes. Nous nous limitons donc dans cette présentationyaa tallous
écrivons alors la décomposition de Bony

(2.88) uyu_ =OpP(up)u_ +Op®(u_)uy + Rluy,u_)
et nous recherchons une expression de la forme (2.87)
(2.89) Op®(atug)u_ +0pP(a”u_)uy +a’R(ug,u_),

ouat, a~, a® sont des symboles convenables a déterminer, tels que I'image de (2.89) par
(D, — Op®(\;)) (par exemple) soit égale & (2.88) modulo des termes cubiques — qui
s'incorporerontaux termes cubiques déja présents dans le membre de droite de (2.79) — et modulo
des termes de reste contribuant aux restes dans (2.79)*Lgee nous trouverons seront tels
queD,a™ fournira une contribution de reste. Par conséquent, modulo des restes,

(2.90)  (D; — Op®(A4)Op®(atuy Ju-
=0p®(a™Dyuy)u_ + Op®(atuy)Dyu_ — Op®(A1)Op®(atuy u_.
Si nous écrivons
Dy = (Dy — OpP(\s))us + Op®P (i )us,

le premier terme est d’aprés (2.79) au moins quadratique.em._, donc fournira a (2.90) une
contribution au moins cubique. Par conséquent, modulo des expressions jouant un réle de reste,
(2.90) s’écrit

(2.91) Op®(a;Op®(Ay)uy)u +O0p®(auy)Op®(A-)u_ — Op®(A1)Op®(aTuy)u.

Le calcul symbolique permet, modulo des restes, de remplacer dans les deux derniers termes
les composés qui apparaissent par les opérateurs de symboles respectifs et A\, atu,.

D'autre partOp® (A — 1)uy aune norm& > enO(t~'~*) car le symbole d& , — 1 s'annule
en¢/t=0. Sion écrit le premier terme de (2.91) sous la forme

Op®(atuy)u_ 4+ Op®(a* (Op®(Ay — 1) uy)u_

la derniére expression est encore un reste puisqu’elle décroit el sit — +oo. Finalement,
modulo des restes, on a réduit (2.91) a

Op® (a"(T+ 22 = A )uy)u-.

Afin d’égaler ce premier terme au premier terme de (2.88), on est donc naturellement conduit a
posera®™ = (1+A_ —Ay)~ L.

Le méme type de raisonnements appliqué au second (resp. au troisieme) terme de (2.89)
conduit daa™ = (=1 + Ay — Ay)~t = —1 (resp.a® = —1). La conditiona.. — a%,, € $9(¢)
qui intervient dans I'’énoncé de la définition 2.23 ne fait que traduire la propriété

atejim0 =" |gjtm0 = a’

gue I'on constate immédiatement sur les expressions que nous venons d’obtenir.
Nous pouvons passer a la preuve détaillée des résultats esquissés ci-dessus. Nous utiliserons
le lemme suivant :
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LEMME 2.24.-Supposons+s' > 1,s> 3 +a,a € |- 1, [ etposons = 1 + a.

(i) Avec les notations de la définition précédeiité,V) — Op® (I, a)(U, V) est un opérateur
borné de H:Y, (1)2 x E&¥ ()% (resp. Hy* (¢ ) x E&¥(t)2) & valeurs dansH:?, (t) +
t=VHSS () (resp.t—*H* (t)). Enfin, sil € E&*'(¢)2, on a

|0p® (T, a)(T, U)|

SONU Lo 1U |l

(ii) Supposong?_, =0 pour touse, e’ eta.., € ¥9. L'opérateur
(U, V) = Op®(L',a)(U,V)
est borné des™ (1)% x ES¥ (¢)? & valeurs dandi®? (¢).

Démonstration— (i) Prouvons d’abord la premiére assertion. Par le lemme 2.2|@i) L~ <
Ct~> U] donct**la..u. est dansy. Par conséquent, grace au théoréme 2.9

s,s’!
HOLL @)

<Ct U

HOpB(ae/e“e)ve (t)HV|

H.sa(t)\ H:.a Ha.e.

Utilisant le corollaire 2.3 (ii), on obtient donc que le premier terme de (2.87) est dans
t= THES (1) ¢ tVHE (t). D'aprés le (i) du lemme 2. R (ue, ver) = R(ver, ue) € H5 ()

donc, encore grace au corollaire 2.3 (ii), le produit de ce terme paest aussi danHaH( ).
Enfin,V étant dand.>, a.. ve: € 3, donc

’Yee/OpB (QeerVer JUe HZil( )-

On a donc obtenu la conclusion. Le cd$ V) € H%* (t) x ES* (t) se traite de méme. La
derniére assertion résulte immédiatement de (2.87) et du théoreme 2.9.

(i) Ici il 'y a pas de contribution emR(ue,u.) & (2.87). Les termes paradifférentiels ont
un symbole dan&{(t) grace a I'hypothese, et puisqie V € L*°. La conclusion résulte du
théoreme 2.9 (i). O

Nous désignerons désormais pa& (Veer )e,er la matrice symétrique définie par (2.78) et nous
poserons

(2.92) T (2) = 35 (2))ee avecdt, =4k (e+¢ F1)7!

ou e, e’ désignent les signes ou — lorsqu’ils sont en indice, et les entietsl ou —1 sinon.
Introduisons d’autre part les symboles

(2.93) 5, =(e4+ A —Ax) He+e F1).
Remarquons que, d'aprés la deuxiéme propriété (2.74),

(e 4+ Aer = As)| > <1+<§_>>

sie’ £ + etsit > Ty assez grand. D'autre pafte + A\s — Ay)| = 1 sie’ = £. Il résulte de (2.76)
et des remarques suivant la définition 2.7 aﬁee € Zgyp(t) avecp > 1 siles hypotheses (2.22)
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sont satisfaites et s/ + « > 0. Comme d’ apres la deuxiéme égalité (2.28)F 1 € E H(t),0on
a, en posari®, = 1 pour touse, ¢/, a%, —a%, € ELp( ). Enfin, comme

ee’
Diai, = —(e+ A —Ax) 2(e+e F 1)(De(Aer — A1),
(2.75) entraine qtha;te, € t~1/2x9(¢). Les semi-normes de ces symboles sont uniformément
majorées pout > Ty, et U décrivantB(H* (), 75).
ConsidéronsL 4 (t,z,&,U) la forme linéaire enU décrivant2* (¢), a coefficients dans
I'espace de symboles?, introduite dans I'’énoncé de la proposition 2.20 et écrivons

Ly(t,z,&,U)="ULL(t,x,8),

ol £ est une matrice x 2 a coefficients dans?

G il
(294) ‘ci(ta €T, E) = Ei Ei .
7+ —_—
Posons
cf_,_(t z,§) = £++(t 2, E)(1+ A —Ax) 7,
(295) Cf-{-(ta )7£i (t,x,f)( 1+)‘+_>‘:t) ’
o (ta, &)= 05 (t, )1+ Ao — )7,
E_(ta, &) = _(t,E)(=1+ A —Ap) ™!

et désignons pa€'y (t,z,£) la matrice des(cee/)e7e/6{+7_}. D’apres (2.76), st > T, assez
grand, les coefficients dé'y sont dansELp( ) avecp > 1 non entier lorsque les inégalités
(2.65) sont satisfaites et qué+ o > 0. De plus, grace a (2.75) et (2.13),C+ € t~1/2%9(¢).
En outre, les semi-normes de symboles admettent des majorations uniformés géciivant
B(H (t),r2) ett = Ty.

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer le théoreme de forme normale permettant
d’éliminer les termes quadratiques au membre de droite de (2.79).

THEOREME 2.25. — Supposons que s’, o vérifient les inégalité§2.65)et ques’ + a > 0.
Avec les notations précédentes, la fonctibrérifie sur[Ty, T'] le systéme

(2.96) (D, —Op®(As(t,z,€,0)))
(Ui - % OpB(fiaai)(Ua U) - % OpB (thC(i (t7x’§))U)
Z%M >(Mou>——(Ur< U) ([1 1T (2)U) + — Si<t 0)+ 5 SED)

les opérateursss, ST étant des opérateurs de reste SIHS* (¢), ) de type(0,1) et (0,0)
respectivement.

Le théoréme va résulter du calcul de I'action(ie — OpB()\i)) sur les termes quadratiques
du membre de gauche de (2.96).
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PROPOSITION 2.26. — Avec les notations et sous les hypothéses du théoreme, on a, pour tout
te [To, T[,

(2.97) (D= 0 (A (1., .1)) | = Op" (F*.3) (U.1)
- % WT(2)U + \i/ Op® (T*,a%) (D, — OpP(\) U, U)

42 So(tU) L s,

ol on a notéOp®()\) I’operateur matriciel [P é”’ opBO(A,)

opérateurs de reste de type, 1) et (0,0) sur B(H%* (t),r2), uniformément pout e [T, 7.

], et ou Sy et S; sont des

La proposition est conséquence directe de la définition 2.23, de (2.92), (2.93) et du lemme
suivant :

LEMME 2.27.— (i)Soienty fonctionC* bornée ainsi que toutes ses dérivées, i:g,p(t)
pourt € [Ty, T, & bornes uniformes ety avecp > 1, tel quea soit dérivable et et vérifie
Dia € t~1/2%9(t). On a alors, poutl/ dansB(HE* (t),r2), t € [Ty, T,

(298) (Dt - OpB ()\i(t,x,f, U))) |:\/— Op ( ) Ue :|
= % OpB([(Dt — OpB(/\e))ue}ﬁ) Uer + % Op® (u.a) (Dt —Op®(\er)) uer
+ % Op® (ued(e + Aer — As))uer + %Sgt(t, U)+— t1+ SE(t,U)

avecS; et Sit opérateurs de reste de tye, 1) et (0,0) sur B(H%* (t),r2) uniformément en
te [To, T[
(i) Avec les mémes notations que précédemmentjydir.

~

(299) (Dt - OpB (/\i (ta T, E? U))) [%

- \%R((Dt — Op®(Ae)) tte, uer) +

ol

Rl

%R(ue, (Dy — Op® (Aer))er)

+ e+ e F1)R(te, Uer ) + SEt,U).

tl-{-u

Démonstration— (i) Remarquons d’abord qu&p® (\+),7] = [Op® (A+ T 1),7], et puisque
d’apres (2.76)\+ 71 € X ,(¢), ce dernier commutateur envdig:* (t) danst—'H:* (¢) grace
au corollaire 2.14. Par conséquent,

(2.100) (Dt—OpB(Ai))[\[Op (ue@)u ]
:%(Dt—Op (A+))Op® (ued)uer 3/251 (t.U)

avecS;t opérateur de reste de type, 0). Commet“u, € C? par le lemme 2.2 (iii){®uc.a €
39 ,(t). De plus .+ T 1€ X1 ,. Sinous écrivons

~

(2.101) % Op®(A)Op? (ued) = —= Op(As F 1)OpF (ucd) £ % Op®(uca),

<l
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nous pouvons appliquer la proposition 2.12 au premier terme du membre de droite (en écrivant
ue =t~ *t%u,). Nous obtenons

(2.102) %(Dt—op( +))Op® (uc@)uer
:\;% +[Op (uca)uc | _%OPB(/\iaue)Ue'—i— 7o ST (L U)

avec51i de type(0,0). Les deux premiers termes du membre de droite se réécrivent

(2.103) L Op®([(D; — OpB(A))uc]d) e

Vi
+ % Op® (uc@) (Dy — Op® (o)) uer + % Op® (ueDyd)ue
+ % [0p2 ([0p® (Ae)ue]@) ter + OP (ue@)OpB (Aer Juer — OP® (Asditte uier .

PuisqueD,a € ¢t~ /259 et queu, € L, Op® (u.Dsa)ue € t~1/2HS, | par le théoréeme 2.9 ().
Par conséquent, dapres le corolla|re 2.3 (ii), le termeDen de (2.103) est de la forme
t—lso(t U) avecS de type(O 1). Ilnous reste a simplifier le dernier terme de (2.103). Comme
Aer — €' € E o et quet” u.a € EO _»» Nous pouvons écrire comme en (2.101)

(2104) OpB (uea)OpB(Ae’ )ue/ = OpB (uea»\e’)ue’ + Sl (ta U)

$3/2+a

S S
<o

D’autre part,
Op®(\e — €)ue € HZifl tmamlpee

par le lemme 2.2 (iii), don@(Op® (A — e)u.) € t=*~1%9 d’'ou il résulte que

2 OpE([0pB (A )ue]d)uer = —= OpP (cued)ue +

Vi
La conclusion résulte des égalités (2.104) et (2.105).

(i) Utilisant de nouveau queOp®(\:),7] envoie H%* (¢) danst¢ 'H2* (t), et que
R(ue,ue) € HS® (t), nous avons, avec un ressg de type(0,0),

(2.105) Si(t,U).

$3/2+a

~

(2.106) (Dt - OpB(Aﬂ:)) [%R(ue; Ue/)]

gl B gl B
=—R((Dy — Op~ (X)) e, Ue e, (D — Op~ (Aer) ) tter
ﬁ((t p())UU)\[(U(t P (Aer))uer)
+ %R(OPB(/\G)UG; Ue’) + % ('U'ea OpB()‘e’)ue’)
5 1
= 7 OPE ) Rl ue) + 5 S1(0,U)
CommeOp? (A, — e)u, € HZ’j/fl ct~*~1L>, le lemme 2.2 (ii) entraine que
(2.107) iR(OpB()\e)ue ue/) :eiR(ue Uer) + =5—51(¢,U)
\/E ) \/g ) t3/2+a ’
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pour un resteS; de type(0,0), et I'égalité analogue pou%R(ue,OpB()\e,)uef). Ecrivons
d’'autre part

~

L OpBOAL) R (e, ue) = iltR(ue, Uer) + lt OP® (At F 1) R (e, uer).

(2.108) NG i i

257%,25
2c

D'apres le lemme 2.2 (i)R(ue,ue ) € H l, donc le dernier terme de (2.108) est dans

LHQS—%,QS/—
\/E 2a0+1

puisques > % +a,ets+s > % C’est donc un terme de reste de la formé/2-S, (t,U). La
conclusion résulte de (2.106), (2.107), (2.108p

Loty (1)

LEMME 2.28. - En utilisant les notations introduites €8.95) on a sur[Ty, T

1

(2.109) (D; —Op®(As)) | —= Op® (‘UCL(t,2,6)U

\/%
= % Op® (‘UL (t,2,8))U + % Op® (*[(Dy — OpP(\))U| Ci(t,2,6))U
+ % Op® (UC(t,,)) (Du ~ OpPN)U + 1 85 (1,U) + s SF- (1),

avec des opérateurs de restg et Sy de type(0,1) et (0,0).

Démonstration— PuisqueD;C.. € t~/2%0(¢), modulo des restes de la forme voulue, le
membre de gauche de (2.109) s’écrit

1

1 1
2.110 Op2("(D,U)CL)U + — Op®(*UCL)DU — — OpP (AL )OpP(tUCL)U
( )ﬁp((t)i)+ﬁp( +)Dy \/Ep(i)p( +)
= L opB(*[(Dy — OpE(N)U]CL)U + = 0pB (U0 ) (Ds — OpB(N)U
Vi Vit
1 1
+ — OpP (MOpP(NUICL)U + —= O0p®(*UCL)0pP (MU
ﬁp([p()]i) \/%p( 1)Op°(N)
1
— —O0pP(\y)OPB(tUCL)U.
N (A£)O0p~ ("UCy)
Si A° désigne la matrica® = [} %], OpP(A — X\O)U € H23 ! c t—*~1L°, donc puisque

Cy € %9, modulo un reste en—3/2-SE (¢, U), le troisitme terme du membre de droite
de (2.110) s’écrit—'/20p® (*U[\°C'+])U. La somme des deux derniers termes de (2.110) s'écrit

1

(2.111) Ta

[Op® (t*'UCL)Op® (WU — Op®P (A4)Op® (t* 'UC)U].

Comme t®U € C?, les expressiong®'UCL sont des symboles d‘é(l{p et les AL sont
dans f)(l)’p d'aprés (2.76). Par conséquent, d’aprés la proposition 2.12, (2.111) ne differe
de 27 Op®("UCL(A — AL1d))U que par un reste em*/>~*Si(+,U). Modulo des restes

admissibles, le membre de gauche de (2.109) s’écrit donc
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% Op® ((Dy — OpE(\)UICL)U + % Op® (U CL) (Dy — OpB(N)U
+ i OpB (tU()\OCi + CL )\ — AiCi))U.

Vit
Il suffit de remarquer que d’aprés (2.98YC+ + Ci A — M \:Cy =Ly. O

Démonstration du théoreme 2.25D’aprés la proposition 2.26, le lemme 2.28 et (2.79), le
membre de gauche de (2.96) vaut
2

NG
Op® (*[(Dy — Op® (M) U] C£)U —

(2112)  As(n) (Mol7) — - OpB(F=,a%) (D: — Op® ()0, 1)

_1
Vi
1

+¥Sgt(t,U)+

Op®(*'UC) (D, — Op®(\)U

Sl -

1

T SEt,U).

Remarquons d’abord que d’aprés (2.79), les propriétés d’aIgébE@dét), et les propriétés
d’action des opérateurs de symbole d&fisnous pouvons écrire

(2.113) (Dt — OpB(/\))U = itUr(x)U [1] + Lwl + le

Vi (S VA

avecw; € HZ’jll (t) et wy € H%* (¢). 1l en résulte en particulier quéD, — Op®(\))U e
t~1/2H%5(¢). Par conséquent, le quatriéme terme de (2.112) est m;_;l i.e. peut
étre incorporé au terme de restelSOi (t,U). D'autre part, I’inclusioan;j_/1 ct™e1L™ et
HS*' (t) C t~“L> entraine que I'on a ausgD; — Op®(\))U € t~1/2L>°. Par conséquent, le
symbole [(D; — Op®(\))U]C. est dang—1/2x9 et le troisiéme terme de (2.112) est aussi un
terme de reste et ' S5 (¢, U).

Il reste juste a réduire le second terme de (2.112). Ecrivons d'aprés (2.113)

1
Vit
1 =~ 1 ~
=~ Op" (I, @) (("UT(2)U)"1,1], U) + - Op®(I*,a%) (w1, U)
1
D’aprés le lemme 2.24 (i), les deux derniers termes peuvent étre écrits sous la forme de restes

t=1SFE(t,U) +t~ 17 S (¢, U). Si nous désignons para matrice2 x 2 dont tous les coefficients
sont égaux d, écrivons

(2.114) Op®(T'*,a*) ((D; — OpP(\)U,U)

+ OpB(fi7ai)(w27 U)

(2.115) OpB(T*,a%) = 0pB(T*,a* — 1) + 0pB(T'+, 1).

Les hypothéses du (ii) du lemme 2.24 sont \Lérifiées’dé‘aF 1, donc la contribution au premier
terme du membre de droite de (2.114)@e” (T'*,a* — 1) est un reste de la formgSy (¢, U).
Par conséquent, modulo des restes admissibles, (2.114) s'écrit

%op‘%fi, 1)(("UT(2)U)"[1,1,U) = %(tvrwm(u, 1T (2)U).
Nous avons bien réduit (2.112) au membre de droite de (2.96).
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3. Démonstrations des théor émes principaux
3.1. EstimationsL? et L>

Nous allons prouver le théoréme 1.10 en établissant pour la solution de (1.40) des estimations
L2 et L>°. Seule cette derniére utilisera I'hypothése faite sur la non-linéarité. Les données
(wo,w1) du théoréme 1.10 sont daH$ etH?~! aveco > 7/2, leur norme dans cet espace étant
majorée paiCy. Nous choisissona < 0 arbitrairement proche d& et nous posons’ = —a,
s=o0+ a— 1. Sia est assez voisin d& les hypotheses de régularité suivantes :

5 )
(3.1) s—l—s'>§7 s>5+a, a€]—1/2,0, s—1/2—a¢N, §+a=>0

sont satisfaites. Commeta= Ty, fixé, H5*' (Tp) coincide avedl*t* = H7~!, la donnée initiale
de I'équation paralinéarisée (2.57) vérifiera

(3.2) (w(To), Dw(To)) € F* (T@
(8yw(Tp), D2w(Ty)) € F5¥~1(Ty),

avec des normes dans ces espaces majoréég pgpour une constant€), ne dépendant que de

Cy etTy. Supposons gque nous disposions d’un interville T'[ sur lequel existe une solution

de (1.40), telle que — (D;w(t,-), Aw(t,-)) soit continue & valeurs damy(Gs* (¢),r) et C!

a valeurs dan8(G5* ~'(t),r), r > 0 étant défini dans I'énoncé de la proposition 2.20. Un tel

T > Tj existe par le résultat d’existence locale de la proposition 14esi assez petit 8t assez
proche dely. Si de plus nous supposonassez petit pour que la proposition 2.17 s’applique,

est alors solution de (2.57). La fonctiéhdéfinie a partir dev par le changement d’inconnue de

la proposition 2.19 est solution, d’aprés la proposition 2.20, de (2.79) donc de (2.96). Etablissons
une inégalitd.? pourU.

Estimations 1.2

Nous réécrivons (2.96) sous la forme

(33) (Dr — OpE (At 2,6, 1)) =
avec

~ 1 ga 1B
- Ut = U+ \/%Op (T*,a™)(U,0) \/%Op tucyL)U,

fr = Az(x)(MoU) — 2(*UT(2)U) ([1, 1T (2)U) + S (¢, U) + 7 SE(t,U)

-[2)r-ff]

PrRoPOSITION 3.1. — Il existe une constant€ > 0, ne dépendant que deet deTy, telle que
sous les conditions précédentes, on ait, poaiTy, T,

et nous écrirons
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(3.5) U,

1U(To, )l

() S ' 20y TIU Mgz (o 1T e

t —2«
T 1 \dr
oo ()22
To
Ecrivons

(3.6) (D — Op®(\a)) Ayt = [, 0p® (M) + T2y

Pour j > N, assez grand, remarquons qi&;, Op®(A+)] = [A;,0p®(A1)]A;, ol A, =

?(279D) avecp € CF(R — {0}), ¢ = 1 sur un voisinage assez grand $iepp . La méme
inégalité est vraie pour < Ny quitte a définir alorsﬁj =xX(277D) avecy € Cg, X =1 sur un
domaine assez grand. On posera

12T 117 = 185a4 |1* + 1253,
18U = 1Az 17 + 1Az %,
IAGFI? = 1A f+ 17+ 18 -1

et
L2 27\ ~117@ 25\ * ~
m =22 (14 3) | (14 %) 1asge,
_ [9d 9i\ 1@ 29\ - -
@7 a0 =22 (14 3) | (14 3) 18,00
T2 AN VAT
=2 (1+2) | (1+3) 1A

de telle maniere qué;m;(t)? = ||U(t,")| 2 et que

HY (1)

I MLHOLE OS]

>y (t)? soit équivalent, avec constantes uniforme§ljat, -)| ?{Sv-*’(t)'

LEMME 3.2.— Il existe une constanté > 0 telle que, pour tout € [Tp, T7,

t

mj(To)+/[mj(T)+mj<T>]%+/t(%>_2adj(7)d_7]'

T
TO TO

(3.8) my(t)<C

Démonstration— Calculons

(3.9) %%HAJfJ(t, N2 =Re (005 (M)A i, Ajiiy ) + Re (10pE(A_) A, Aji)
+Re(i[A;, 0pP(Ap)] Ajiiy, Ajas )
+Re(i[A;,0p°(A)] A, Aju_) + %Re<iAjf+,Ajﬂ+>
+ %Re QA f-, Aju).

Ecrivons

(3.10) Re(iOp®(\e)A s, Ajiiy) =

N | =

(1(0pP (A1) — OP®(A2)")A s, Ajis ).
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Comme\. est réel d'aprés (2.74), il résulte de (2.76) et du théoréme 2.9 (VgL ) —
Op®(\y)* envoieL? = Hy" danst~'~“L2. Par conséquent, les deux premiers termes du

membre de droite de (3.9) se majorent ﬁhr1*"||Aj(7||2. Par la proposition 2.13 (i) les deux
termes suivants se majorent gat—'~"||A;U|| | A,;U||. On obtient donc

dr

7—1/+1

18,0 | < 1850 (o, )| +C/||A )l (1450 + 1850 )l)

+C/||A P 1458 5
Remarquant que’ + o = 0, et multipliant I'inégalité précédente pat/* (27 /t)~2* on obtient

g0 < (@ 02y (1) +C [ myo) s +50) (5) 5
To

+e / i@ (7).

d’ou, puisquex < 0,

- dr
sup m;(t')* < C( sup mj(t’)) m;(To) + /(mj (1) +m; (T))m
t'e(To,t| t'e(To,t| g T
¢ —2a

T dr

d. z hall
+/ ](T) < t) T ] )
To

et la conclusion. O
Démonstration de la proposition 3.2 Prenant la normé& de (3.8), on obtient,

. / |76

C 10T, ) e
To

\ **dr
Jorn]

D’apres le corollaire 2.3 (i) et les megalltes (2.62), (2.63), on aura
£, Migeser oy SCUU (I T 155 (7, U) +57(n,U)]
<CU(r,)

dr
Hh s’ (r )7-1+1/

lT.-)

B HL () Hi;“(f)}

By (7)

puisqu’on suppose qué reste dans un borné dﬁgsl (t) uniformément ent € [Ty, T[. Il nous
suffit donc de voir que I'on a I'inégalité

(3.11) 1U(t,) - U(t,-)| (6

C
2 < IV U ()
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Or (3.11) résulte du lemme 2.67 (i) et du fait que la norme d’opérateW &t UC.) sur
H5*'(t) s'estime & partir des semi-normes'd&C;. dansx., donc & partir déU||p~. O

Estimations L>°
PROPOSITION 3.3. — Soit v = 1/2 + 2a > 0 (si « est assez voisin d@). Il existe une

constanteC' > 0 telle que, lorsque la condition nullé = 0 est satisfaite, la fonctioly vérifie
I'estimation

(3.12)
10t e <[0T, Vi + sup U /||U o
) Loe X 0, Lee t’e[le,t] )" qu () Egg (m) T
LEMME 3.4.— Il existe pourt > T, un opérateur S'S(t,U), défini sur la boule
B(HE* (t),ry), vérifiant
(3.13) 15 (0. 0) e < CIU g,

tel que

(3.14) (Dtm)ai:%f?g( )(M0U>——< UT(x )U)([l,l]fi<m>U)w%S’%(t,U).

Démonstration— On a

)\i$1=(/\i¢\/1+§—j)i(\/1+§—1>

D’apres (2.74), la premiére parenthése est dﬁn]s/QE%. La seconde est danS]. Par

conséquent(Op®(A\s F 1))us est dang~V/2HS ! 4 HES ! € ¢73/20 4 p-2-oe

par le lemme 2.2 (iii) dont les hypothéses sont satisfaites grace a (3.1). On aura donc

HOp /\i:Fl uiHL Ct=3/%~ a”ui )‘ <C't™ 3/2- aHu (7)|

Hy (1) HL (1)

en utilisant (3.11) et le fait quE (¢, -) reste dans un borné d@:*' (). Il nous suffit de remarquer
gue les termes de reste dans I'expression (3.4).degrifient

155 (8, 0) L= < Ct7|SF (¢, U)) N [B]

Hi‘§ (f)\

SCUE )l

(3.15) B ()

IS (8, U)llue < Ct~||ST (¢, U))]

Hy® (1) By (1)

d’'aprés le lemme 2.2 (iii), et les propriétés (2.62), (2.63) des opérateurs de reste, pour déduire
(3.14)de (3.3). O

Nous allons maintenent absorber, autant que faire se peut, les teereIﬂemembre de droite
de (3.14) par le membre de gauche. Nous utiliserons pour cela :
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LEMME 3.5.— Il existe des polyndmes homogenes de dégréleux indéterminégsX,Y),
a coefficient<> bornés ainsi que toutes leurs dérivées(z; X, Y) tels que

(D¢ — 1)<ﬂ+ - %P+($5U+,U)>
1

=—————[¥(thz) —i®(tha)uiu_ + —S'T(t,U),
8t ch?(kx) v
(3.16) ]
D+ 1) — 7 P_(z;uy,u_)
1 . 2 1 -
= 8tT(lm)[\I/(thaz:) +i®(thx)]usu + WS 1, 0)

avecS'E(t,U) vérifiant les estimation.13)
Le lemme résultera de :

LEMME 3.6. — Le coefficient dei2 u_ (resp. deuu?) dans le terme cubique dé. (resp.
f_) s'écrit

1 .
(3.17) —M[W(thm) —i®(thz)],
resp.
1 .

Démonstration— Il s’agit d’'un calcul dont nous ne donnons que les principales étapes. Nous
nous limitons a la preuve de (3.17), étant donné que (3.18) en découle paisgtie-u_. On
calcule d’abordig(a:)(MoU) en remarquant qu'il suffit pour cela de remplacer dans (145b)
par (u+ +u_)/2 etw par(uy —u_)/2, compte tenu de la définition d&/, donnée dans la
proposition 2.19. On obtient comme coefficientuden dansAs(z)(MoU)

(3.19) [—3po + 3q4 (g6 + 40) — p2 + a5q6 + 47 (¢} + a)

- 8ch?(kx)
+i(—p1 + a0 (6 + ) + 4 (g0 + a0) — 3p5 + 3¢ 5)]

les divers termes étant évalués @n(thz),w; (thz)) avec la notation (1.8). D’autre part, la
matricel'(x) s’écrit d’aprés (2.78) et (1.44),

Ia) = —— {Q6+QS—QQ+1(QQ+QQ/) —ah— a5 — ¢h }
4ch(rz) —4o — 40 — % o+ a0 — 42 —i(q1 + 1)

Si nous écrivon$' () = (Yee! )e,ere {+,—} NOUS avons par (2.92)

=0 ] re=[

On en déduit la valeur du coefficient dé u_ dans—2(*UT (z)U)([1, 1]fi(a:)U)
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1 _ 9 i
(3.20) 3 () (a0 + a0 — a2 +i(ds +a1)) (g(q6+q3+2q'z)+§(q’1+q'{)>

—2(q0 + a5 + 45) (2(q0 + qb) +i(q) + qi’))] :

Regroupant (3.19) et (3.20), on obtient (3.17)1

Démonstration du lemme 3.5 On a vu dans la preuve du lemme 2.22 que

(8:21) DU —*(u,—u-) € 2B () + BT (0 € 7L e iU ot

Si Py est un polyndbme homogéne de degré 3&nY’), on a

(3.22) (D:¥1) (% Pi($3u+7u—)) = %Pi(xﬂ‘%u—) + %(3XPi)($;U+7U—)(Dt — Duy

+ [(XaX Yoy F 1) Py (z3up, us).

La norme L des trois premiers termes se majore grace a (3.21) par la quantité
Ct=3/2||U(t, )|~ puisqueU reste dans un borné de®* (¢), donc ces termes contribuent

au reste de (3.16). Pour prouver le lemme, il nous suffit donc de voir, compte tenu du lemme 3.6,
quePy (resp.P_) peut étre choisi de telle maniére qu€dx — Y0y — 1) Py (z;uq,u_) (resp.

(X0x — YOy + 1)P_(x;uq,u_)) soit égal & la somme des termes€h, u u?, u? (resp.

u3, udu_, v*) dans le terme e/t du membre de droite de la premiére (resp. la deuxiéme)
équation (3.14). Or, on constate immédiatement que I'application linéaire

P~ (X0x —Y0y —1)P (resp.P— (X0x — Y0y +1)P)

est surjective de I'espace des polyndmes homogénes dellsgrde sous-espace engendré par
(X3, XY2)Y3) (resp.(X3, X2Y,Y?)). Cela conclut la preuve.O

Démonstration de la proposition 3.3 Posonsv.. =ty — ¢t~ ' Py (z;u,u_). Ecrivons
(3.23) Fhlw |* = ((3:& —i)wy)wy +w+(8t —Dwy

S, D)y — ——wi S (V)

tl-{-u’ t1+1/
i

8t ch?(kx)
en utilisant le lemme 3.5 et I'hypothége= 0. Or, grace a (3.11)

U(tho)[ubu_wy —wiuu_ ]

(3.24) [y —uy e <O U, ) lL= U2, )]

ES* (1)

lorsqueU reste dans un borné cEE;S' (t). Nous avons donc obtenu, compte tenu de (3.13), de la
relationz = —u_, et du fait quel (th z)/ch?(kz) est bornée

Bylw | <

o N0 g U1l
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L'inégalité analogue pour_ donne
[l (8, ) |[Foe + lw—(t, )[Foe < Nwi(To, ) [Eee + [lw-(To, ) l[E

dr
(10 (T )= T

+C/t||U(T,~)I

Utilisant (3.24), on en déduit, puisqi&t, -) reste dans un borné @& (¢), que
1T = CIUE e ) [T ) [E

dr

<C ELY (r) 107 |

I\U(Tow)llioo+/|\U(ﬂ')IILwI\U(ﬂ-)|

d’'ou (3.12) découle immédiatementD
Le théoreme 1.10 va résulter directement du lemme suivant :

LEMME 3.7.—ll existe K > 0 etey > 0 vérifiant la propriété suivantepour toute € ]0, o],
tout T > 0, tels qu'il existe sufTy, T'[ une solutionw a (1.40)avect — (Diw(t,-), Aw(t,-))
continue surTy, T'[ & valeurs dand3(G:* (¢),r), et C! & valeurs dan®3(G5 ~1(t),r), on a
I'estimation

(3.25)  sup [[u(t,")|

To,

+ [Drw(t,-)]

B () ot T D) oo ] S K Che

la constante”), ne dépendant que dtl, de I'énoncé du théoréne7 et deTy.

Démonstration— Nous pouvons appliquer a la fonctibhdéfinie au début de cette section
a partir dew les propositions 3.1 et 3.3. Si nous posM&) = sup, ¢r, 4 U (#', )|
nous obtenons donc

ELY(¢)
t

N(Tp) + N(t)? + /N(T) [G) - + Ti} %1 .

To

(3.26) N(t)<C

Le lemme de Gronwall entraine
t

N(Tp) + N2 + /(N(To) +N()?) KZ) . L]

(327) N@#)<C .

To

t
" / T _2(y+ 1 \dr |dr
ex — — |-
P t )| T
Puisquef;;()((g)‘”y + ﬁ)d% est majorée, commer < 0 et v/ > (0, par une constante
indépendante dg nous obtenons

(3.28) N(t) < C'[N(Tp) + N(t)?].

Puisque les normes des quantités (3.2) dans les espaces indiqués sont majdrgesipr est
de méme pout assez petit d&(Tp) quitte @ modifier la constante. L'inégalité (3.28) entraine
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alors une majoration d&/(¢) par K1 C{e, quitte éventuellement & diminuer encatePuisque

(Dyw, Aw) = Hy(U(t,-)) avec H; difffomorphismeC! vérifiant H;(0) = 0, la majoration
cherchée en découle pour les deux premiers termes du membre de gauche de (3.25). Nous avons
d’autre part, d'aprés (2.86) et (2.79) que la borne||@&¢,-)| S (1) entraine une borne de

[D:U(t, )] ys.r—1 uniformément ert € [Ty, T[. CommeH; est aussi un difféomorphisme au

voisinage dé) dansgs* ~'(t), I'estimation du terme eR?w dans (3.25) en découle.o

Démonstration du théoreme 1.20NotonsT* la borne supérieure d§5> T, pour lesquels
I'hypothése du lemme 3.7 est satisfaitecSest fixé assez petit, la conclusion (3.25) du lemme
entraine, d’'aprés la définition (2.61) @&* (t), que pourt € [T, T*[, (Dyw(t,-), Aw(t,-))
reste dan® (G (t),r/2) et d,(Dyw(t,-), Aw(t,-)) dansB(G* ~1(t),r/2). On peut donc, si
T* < +o0, prolongerw sur un voisinage d&l,, T*] par le théoréme d’existence locale, ce qui
fournit une contradiction. La solution est donc globale et (3.25) est valablelave¢ co. Cette
inégalité permet de contrélgt(t, -) L, [|[Diw(t, )| Lo, || D?w(t,-)||L= . D’autre part, puisque
Da € HEY (1), ]:t)—;ww e H2¥57 (1), B= Dyw € HEY 71(#), les injections du lemme 2.2 (iii)
permettent de contréler les normie® de ces quantités a partir du membre de gauche de (3.25).
Les inégalités (1.46) en découlenta

3.2. Comportement asymptotique de la solution

Revenons aux notations de la partie 1 : nous désignerong.pgrles coordonnées initiales,
dans lesquelles est formulée I'équation (1.1), et(@arX ) les coordonnées données par (1.17).
Nous aurons alors en particulier

X
T = 2B)? — 22 hX =
3.29 (t+2B)? — a2, k t+ 2B’
(329 2B hx = (1 r \\
T X et = ‘1 2B '

Les paramétres et a des sections précédentes seront choisis arbitrairement grand pour le
premier, et strictement négatif, arbitrairement proche geur le second. Nous poserons

U (th X)

Comme par (1.10)F (y) est un polyndéme de degré inférieur ou égalenw, (y) = (1 —y2)~1/2,

w1 (y) = —y(1 —y?)~/2, nous avons

(3.31) [W(y)| <CO -y,

doncp est bornée si on prend> 3. Dans la mesure ou les données initiales que nous considérons
sontC* a support compact, les estimations du paragraphe 3.1 sont valables avaxbtraire.

En particulier, nous pouvons dans la preuve du lemme 3.4 remplacer (3.15) par

0% S5 (T, U)||; o <CT™ 7S5 (T,U)]

(T) < C/T_O(_l ||U(T7 )l

s,s’ s,s’
Ha'+1 EZ (T) ’

10455 (T.0) | . < OT|ISET. V)l iy < CT UL, )]

H EL*(T)
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Si s a été pris assez grand devanPar conséquent, le lemme 3.4 est valable avec (3.13) remplacé
par

(3.32) |0% S"F(T.U)|| .. <CIU(T,")] < Che.

De méme, les restes intervenant dans I'’énoncé du lemme 3.5 vérifient I'inégalité précédente. Ces
estimations sont uniformes polir> Ty (k). D’aprés (3.11), nous aurons de méme une borne en
CT—'/?=2¢ pour||0% (i+ — us)(T,-)||L~. Par conséquent, (3.16) entraine que nous pouvons
écrire pour tou, > 0

5,8’
ES°(T)

(3.33) (DT Fl+ p(;()mru ) (ai — %Pi(X;qu,u)) ————§'E(T,0),

T3/2 n

ou S'E (T, U) vérifie (3.32) avec une constante dépendarit dedey:.. Nous poserons

T

j[i/p(X)

To

(3.34) v(T,X)=eTTexp

(u+u_)(T,X)dT] (ai - %Pi(X;qu,u_)).

LEMME 3.8.—PourtoutX lalimite v3°(X) =limr_, 4o v4 (T, X) existe et est une fonction
C* bornée, ainsi que toutes ses dérivées, @ar On a pour tout: et tout, > 0 I'estimation
(3.35) 105 (v (T, ) = 0T ()) [ o < Crp T2 0,

Démonstration— Ecrivons sily <7/ < T
(3.36) 0% (vs (T, X) — o(T", X /||a yv(r, )|, . dr

Or, d’aprés (3.33), (3.34),

1

DT’U:‘: (T, X) = e:FiT exp m

S"E(T,U).

(upu_)(r, X)dr

T
jEi/p(X)

Comme [|0%us(T,")|lL~ < CxT~%, toujours gréce aux estimations uniformes de
[|us (T, )] avecs assez grand, nous avons

HL ' (T)

< CkT—S/Q—HL—k(xa

||8Ta§(v:t(Ta ')HLoo

Si a est assez voisin de, et quitte a changer la définition de on majore donc (3.36) par
CT'—1/?*re. Lexistence de la limite et (3.35) en découlents

COROLLAIRE 3.9.— Il existe des fonctions3° (X)), C> bornées parCe ainsi que leurs
dérivées, et des fonctiois® en X, r (T, X) telles que I'on ait pour toug > 0, toutk € N

(3.37) wa (T, X) = 05 (X) eHTECORE O lea T /250y (7, ),
(3.38) |0%7+(T,X)| < Cr e
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Démonstration— On a vu avant I'énoncé du lemme 3.8 que
H&@(ﬂi —ug )(T, ')HLOO < CkT_l/Q_aE

et, dans la preuve de ce lemme, @& u (T, -)||L < CxT~“¢. Il résulte alors immédiatement
de (3.34) et (3.35) que
r X
- / p(
To

avecry vérifiant (3.38), quitte éventuellement & modifier la définitionnd€ommen . = —u_,
nous avong Y = —v>° et, en utilisant (3.35) et le fait que

(339) (T, X) =v(X) M exp Ny ) (r. X dr | 477120,

|8§((|u+(T,X)|2 _ |U3_°(X)|2)‘ < CkT_1/2+H52,

on obtient
T d T d +oo 4
T T T
@40 [lustr )P T = [ COPT + [ (lustr )P~ o000
TO TD TO
+0o0 q
.
= [ ustm 0P - reop)
T

= [0 (X)[*log T + £200(X) + T~ Y210 (T, X)e?,
ou©( et©; sontC*> en X, bornées ainsi que leurs dérivées, uniformément lor§gue 4o
pour®;. Comme
|0% [exp (HT Y2201 (T, X )p(X)) — 1]| < Cp T~ /2 4e
il nous suffit de poset®(X) = v3°(X) exp(Fip(X)Oo(X)e?) pour obtenir (3.37) en substi-
tuant (3.40) dans (3.39). Cela achéve la preuve du corollaire.

Démonstration du théoréme 1-3Nous devons maintenant nous ramener aux inconnues et
aux variables initiales. D’apreés la proposition 2.19, on peut écrire

(3.41) (DAT;”) = M, (Z*) +%SO(T, U)+%51(T, U)

avec, sSis est assez grand devant
0% So(T,U) e H3 5 (T) c T~ 1L

etdh. Sy (T,U) e HS %' (T) c T—*L*°. D'autre partp% (A~ —1d) (uy —u_) € ny;’?s/ (T)C
T—o~1L°°, La définition deM, permet donc d’écrire

1
w= _(U'+ - U’—) +T7a715(T7U,+,u_),
(3.42) 2 )
Drw = §(u+ + u*) + TﬁailS/(Ta u+7u7)7
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avec

(3 43) ||8§(S(T7u+au—)||Loo
||8X T Uy, U

g Ck57
HLoo < Che.

La solutionu(t, z) de (1.1) s’exprime par (1.20) en fonction de Utilisant (3.42) et (3.37) on
obtient donc, compte tenu de (3.29),

(3.44) wv(t,z) =T ?(chrX) 'w(T, X)
= %(t +2B) 72 (ch X)2(ch kX) 7102 (X ) exp(iT + ip(X)[05°(X)|* log T)
- %(t—k 2B)~1/2(ch X)/2(ch kX)) ~10%(X ) exp(—iT — ip(X) [0 (X)|*log T

+ (t+2B) M (ch X)) M (ch kX)) " (t, z),
our est borné. Posons

b (X) = 5 (ch X)Y2(eh i X)~92°(X),
(3.45) ct(y) =by(Argthy) sily| <1,
ce(y)=0 sily[>1
Nous avons
e 1
(3.46) PXOPE (X =5 ¥ W)les @IV =], j(rs2m)

d’apres (3.29), (3.30). De plus, commi® est bornée ainsi que ses dérivées, nous avons

1
1_g
+ e

(3.47) |Opcs(y)| < Cr(l—1y)):
sik<g— i. Le premier terme du membre de droite de (3.44) se réécrit
(3.48) (t+2B)~2c, (y) exp[i(t + 2B)\/1 — y2
i
+§log[(t+2B)\/1 V2] U(y)|er (y)PV1-y ]|y o/ (t42B)

et la phase peut se décomposer en

1
V1 =y + 5 logt U(y)les (y)* V1= y* + Oo(y) + O1(t,y)
avec
©o(y) =2B (10g\/1— 2)W(y)ler () PvV/1 -2,

1 2B
O1(t,y) = 510g(1 + 7)\II(Z/)IO+(Z/)I2 1—y2

On a en particulief®; (¢, y)| < Ct~1(1 — |y|)%><? par (3.31), et donc, en remplacant(y)
parcy (y) exp(i©p(y)), qui vérifie sik > 3 les megahtes (3.47), on obtient que (3.48) s’écrit

(3.49) t_1/26+(y)exp[it 1—y2+%logt\11 Ve ()21 —y }

y=z/(t+2B)
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modulo un reste majoré par

%_
+—3/2(1 ||
¢ ( t+2B) |

N
N

%_
5<Ct3/2<<1—m> +1) €
t ), t

~ i
c+(t,y):c+(y)exp[§logt\11 New ()21 —y ]

vérifie grace a (3.47), pour< & — 1

La fonction

|0, (t,y)| < Ci(logt)* (1 — |y))F T "e,

d'ou, si|z| <t+ 2B,

|e4 (t,2/(t+2B)) — ey (t,z/t)| < Clo—gt <1 - ﬂ) 575

Par conséquent, (3.49) est égal a

2 3 2
(3.50) Y2, (x/t)exp [u 1 (th)Q + %logt\Il(x/t)|c+(x/t)|2 1 f—z]

modulo un reste majoré par

alon

logt (1 Je[\ | 1)*TF
t3/2 t ), t

Remarquons alors que|si| < ¢,

ta?/t _x_Q_M
t—i—QB V 2 1— a:/t)

vérifie |0y (t,z/t)| < Ct~2(1 — (x/t)?)~3/2. Par conséquent, si nous remplagengy) par
(y) ei,/l—y?—QiByz(l—gﬁ)*l/?

C+

nous obtenons que (3.50) est égal &
(3.51) t7Y2¢, (x/t) exp |iVt2 — 22 4+ = logt\II(x/t)|c+(x/t)| 1-— —]

r_ 7
lelyz—1

modulo un reste majoré part—3/2(1 — e. Si nous effectuons le méme raisonnement
pour le second terme du membre de droite de (3.44), et si nous remarquons que le dernier terme
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de (3.44) se majore par

s 2} 1)
Ct~ +f*<<1——> +—> g,
t ), t

nous obtenons la premiére expression (1.13), en pesan} = ca.(y). En raisonnant de méme,
on obtient la seconde expression (1.13), puisque (1.18) permet d'exgiimarpartir dedrw,
modulo un terme en

T732sh X 0x [(ch kX))~ w(T, X)]

qui contribue aux restes, et que I'on dispose de I'expression (3.42Ypaur O
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