ANTOINE CHAMBERT-LOIR
Points de petite hauteur sur les variétés semi-abéliennes

Annales scientifiques de [ "E.N.S. 4¢ série, tome 33, n° 6 (2000), p- 789-821
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_2000_4_33_6_789_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 2000, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_2000_4_33_6_789_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Scient. Ec. Norm. Sup.,
4° série, t. 33, 2000, p. 789 a 821.

POINTS DE PETITE HAUTEUR
SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES

PAR ANTOINE CHAMBERT-LOIR

RESUME. — Dans ce texte, nous étendons au cas des variétés semi-abéliennes les énoncés de diverses
variantes de la conjecture de Bogomolov concernant la non-densité des points de petite hauteur. Inspirés
par les travaux récents de Ullmo, Zhang et Bilu, nous démontrons ensuite ces conjectures lorsque la variété
semi-abélienne est isogéne a un produit d’une variété abélienne et d’un tore. La démonstration utilise
la géométrie d’Arakelov et des arguments d’équirépartition. © 2000 Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

ABSTRACT. — We extend to the case of semi-abelian varieties the statements of various variants of
the conjecture alla Bogomolov about the non-density of small points of small height in abelian varieties.
Inspired by recent work of Ullmo, Zhang and Bilu, we then prove these conjectures when the semi-abelian
variety is almost split. The proof uses Arakelov geometry and equirepartition arguments. © 2000 Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction

Cet article expose quelques propriétés des hauteurs sur des variétés semi-abéliennes vues sous
I’angle de la théorie d’ Arakelov.

Soient k£ un corps de nombres et G une variété semi-abélienne (c’est-a-dire une extension
0— T — G — A — 0 d’une variété abélienne A par un tore T") définie sur k. En tant que groupe
algébrique, il est quasi projectif ; on dispose donc de hauteurs de Weil.

A tout triplet (X, D, £) constitué d’une compactification équivariante lisse 7' — X du tore,
d’un diviseur ample T-invariant sur X et d’un faisceau inversible, ample et symétrique sur A,
nous attachons dans cet article un représentant canonique de la hauteur de Weil. Cette hauteur
normalisée se comporte bien sous 1’action des morphismes de multiplication par un entier
positif ; quand T" = 1, elle coincide avec la hauteur de Néron-Tate, tandis qu’elle redonne la
«hauteur naive» (de Weil-Mahler) usuelle quand A = 0 et X est I’espace projectif. En utilisant
la théorie des métriques adéliques de S. Zhang, nous définissons aussi la hauteur canonique d’une
sous-variété de G ® k.

Ceci fait, on est en droit de tenter de généraliser aux variétés semi-abéliennes les résultats de
Ullmo [30] et Zhang [35] concernant la conjecture de Bogomolov.

Le résultat principal de cet article est le suivant (voir le paragraphe 5, conjectures 5.1, 5.2
et 5.3 et le théoreme 6.1) ou, conformément a I’usage, nous appellerons sous-variété de torsion
d’une variété semi-abélienne G définie sur un corps algébriquement clos, toute sous-variété qui
est la translatée par un point de torsion d’un sous-groupe algébrique connexe de G.
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790 A. CHAMBERT-LOIR

THEOREME. — Soient k un corps de nombres et G une variété semi-abélienne définie sur k
isotriviale, c’est-a-dire isogéne au produit d’une variété abélienne et d’un tore. On a les trois
énoncés suivants.

(a) Equirépartition des petits points : soit (&, )nen une suite de points de G(k) dont la hauteur
normalisée tend vers 0 et telle qu’aucune sous-suite ne soit contenue dans un sous-groupe
algébrique strict. Alors, la suite (fin)neN de mesures sur G(C), définie par

1
= T 2

o:k(zn)—C

(siz € G(C), 6, désigne comme d’habitude la mesure de Dirac au point x), converge vaguement
vers la mesure de Haar normalisée supportée par le sous-groupe compact maximal de G(C).
(b) Sous-variétés de hauteur nulle : soit X une sous-variété fermée irréductible de G ® k.
La hauteur normalisée de X est positive ou nulle; elle est nulle si et seulement si X est une
sous-variété de torsion de G.
(c) Non-densité des petits points : soit X une sous-variété fermée de G.
(1) I’ensemble des sous-variétés de torsion de G contenues dans X n’a qu’un nombre fini
d’éléments maximaux
(2) notons X* le complémentaire dans X de la réunion des sous-variétés de torsion contenues
dans X, il existe alors € > 0 tel que I'ensemble des points de X*(k) dont la hauteur
normalisée est inférieure a € est vide.

Notons que cette hauteur normalisée n’intervient dans le premier alinéa du théoréme ci-dessus
que sous la forme : «les hauteurs d’une suite de points tendent vers O», et on peut vérifier que
cette notion ne dépend que de G. De mé€me, pour I’existence d’une minoration de la hauteur
normalisée des points de X * dans le troisieéme alinéa.

Le théoréme, en tout cas son deuxiéme alinéa, est faux si I’on omet ’hypothése que G est
isotriviale, cf. le théoreme 5.6.

L’équivalence des deuxiéme et troisi¢eme alinéas du théoréme résulte plus ou moins formel-
lement des travaux de S. Zhang [33,34] sur I’amplitude arithmétique. Dans le cas ou T =1,
L. Szpiro, E. Ullmo et S. Zhang ont prouvé dans [29] que les deux premiers alinéas du théoreme
(équirépartition vs. conjecture de Bogomolov) sont aussi équivalents.

A ce propos, notons que le point 1) de I’alinéa c) du théoréme n’est pas nouveau : M. Hindry
I’a en effet démontré (voir [14]) pour tout groupe algébrique commutatif. Cependant, nous
n’avons pas besoin d’utiliser son théoréme : sous I’hypothese que la variété semi-abélienne est
isotriviale, c’est un corollaire de 1’approche arakelovienne de ces questions. Le cas T' =1 est dii
a M. Raynaud [25] tandis que le cas A = 0 a été prouvé par M. Laurent [19].

Lorsque T = 1, ce théoreme a été¢ démontré récemment par E. Ullmo [30] pour une courbe
dans sa Jacobienne, puis presque immédiatement généralisé par S. Zhang [35]; peu apres,
S. David et P. Philippon ont démontré dans [10] I’existence d’une minoration de la hauteur
normalisée des sous-variétés qui ne sont pas des variétés de torsion.

Lorsqu’en revanche A = 0, le premier alinéa du théoréme est un théoréme de Y. Bilu [3], alors
que le deuxiéme alinéa a été démontré dans le cas d’une hypersurface par W. Lawton dans [20],
puis dans le cas général par S. Zhang [33] en lien avec le troisieme alinéa.

Dans le cas ot G = A x T est un produit, I’équirépartition d’une suite de petits points
(2, = (2n,tn)) est ainsi un théoréme une fois projeté sur chacun des facteurs A et T'. Il convient
d’insister sur le fait que cela n’implique pas notre théoréme, qui peut &tre vu comme une
démonstration de I’indépendance des deux variables aléatoires (z,,) et (t,).
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POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 791

Nous démontrons ce théoréme en suivant la voie inaugurée par E. Ullmo, ¢’est-a-dire a I’aide
d’arguments d’équirépartition. Cependant, les métriques hermitiennes naturelles dans le contexte
des variétés semi-abéliennes sortent du cadre classique de la géométrie d’ Arakelov :

— elles ne sont pas lisses ; cela oblige d’une part a définir les hauteurs par un procédé limite
en recourant a la théorie des métriques adéliques de Zhang, et d’autre part & définir divers
objets analytiques par approximation via un théoréme di & Bedford-Taylor et Demailly qui
permet d’effectuer des produits de courants sous des hypothéses de positivité. L utilité de
cette théorie en géométrie d’ Arakelov est apparue pour la premiere fois dans les travaux de
V. Maillot [21] concernant la géométrie d’ Arakelov des variétés toriques ;

— les «courants de courbure» qui interviennent sont concentrés sur le sous-groupe compact
maximal, ce qui engendre des complications techniques. Pour les contourner, nous traitons
tout d’abord le cas du rang torique 1 (voir le lemme 6.4 et ’appendice quand G = G,).
Nous utilisons ensuite un argument de Bilu pour passer au cas général.

Comme il nous a semblé que le cas du groupe multiplicatif plongé naturellement dans P!
éclairait la situation, sans pour autant contenir les complications liées aux variétés abéliennes,
nous avons inclus ce cas dans un appendice ; nous conseillons bien siir au lecteur de le lire en
premier.

Signalons enfin que ce théoreme a ét¢ utilisé récemment par B. Poonen [24] pour prouver un
théoreéme sur les variétés semi-abéliennes isotriviales qui combine les énoncés de type Mordell—-
Lang (prouvé par M. McQuillan, [22]) et Bogomolov. Ce théoréme serait d’ailleurs démontré
pour les variétés semi-abéliennes quelconques des que I’on aurait prouvé les alinéas a) et ¢) sans
I’hypothese d’isotrivialité.

Le plan de cet article est le suivant : les § 1 et 2 contiennent des rappels préliminaires de
géométrie d’ Arakelov (particulierement en ce qui concerne la théorie des métriques adéliques de
S. Zhang) et des compléments concernant les métrisations des fibrés inversibles sur les variétés
abéliennes.

La construction des hauteurs canoniques est faite au § 3 et dans le § 4 qui lui fait suite,
nous calculons la hauteur d’une variété semi-abélienne compactifiée a I’aide du plongement
Gl — Pt

Nous énoncons au § 5 les différentes variantes de la conjecture de Bogomolov et précisons en
détail leurs liens. Puis, dans les § 6 et 7, nous démontrons le théoréme principal.

1. Préliminaires de géométrie d’Arakelov

Pour la commodité du lecteur, nous commencons par rappeler bri¢cvement dans ce paragraphe
quelques résultats de géométrie d’ Arakelov dont nous ferons par la suite un usage constant.

1.1. Géométrie complexe

Rappelons quelques notations de géométrie complexe. Soit X une variété analytique
complexe. On note O et O les composantes holomorphe et antiholomorphe de la différentielle
extérieure d = 9 + O sur les formes (voire les courants) sur X. On note d° = (i/47)(d — 9), si
bien que dd® = —d°d = (i/27)d0.

On appellera fibré en droites hermitien sur X un couple £ = (L, ||-||) constitué d’un fibré en
droites holomorphe sur X et d’une métrique hermitienne continue sur L.

Si X est lisse, on attache & un fibré en droites hermitien un courant de type (1,1) appelé
courant de courbure et défini localement par

c1(£) = —dd“log||s|?,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



792 A. CHAMBERT-LOIR

ol s est une section locale de £ ne s’annulant pas (cela ne dépend pas du choix de s). Si la
métrique hermitienne sur L est lisse, son courant de courbure est en fait une forme différentielle,
dite forme de courbure.

On dira qu’un courant T' de type (p,p) est positif si pour tout choix de formes différentielles
de type (1,0), C* a support compact sur X, (w1, ...,w4d—p), d désignant la dimension de X, le
courant

T A(iog Aar) A+ A (tag—p ABg—p)

est une mesure positive sur X. Quand T = c; (L), cela équivaut i dire que la métrique hermitien-
ne sur £ s’écrit (dans une trivialisation locale ¢ : £~ Ox) ||s||?(z) = |¢(s)(z)|? exp(—u(z)), ot
u est une fonction pluri-sous-harmonique (psh pour abréger) sur X.

1.2. Cas des espaces singuliers

Soit X un espace analytique complexe réduit. Suivant [33], on dira qu’une fonction f sur X
est C*° si pour tout morphisme analytique ¢ : U — X d’un ouvert U de C™ vers X, la composée
@* f est une fonction C* sur U. On définit de méme la notion de forme différentielle de classe
C°, de fonction psh sur X.

Un fibré en droites hermitien £ sur X sera dit C* (resp. a courbure positive) si dans toute
trivialisation locale, la métrique est donnée par une fonction C* (resp. psh). Cela revient a dire
que pour tout morphisme analytique ¢ : U — X d’un ouvert de C™ vers X, le fibré en droites
hermitien * £ sur U est muni d’une métrique lisse (resp. a courbure positive).

On commettra aussi I’abus de langage consistant  écrire que, £ étant un fibré en droites
hermitien sur un espace analytique complexe, le courant c; (£) est positif. Cela signifiera que la
métrique est donnée par une fonction continue et psh.

1.3. Métriques adéliques

Soient X une vari€t€ projective sur un corps de nombres k et £ un fibré inversible sur X .

La géométrie d’Arakelov considere alors la donnée d’un modele projectif et plat X sur
I’anneau oz des entiers d’une extension finie k' de k, d’un fibré inversible £ sur X dont la
restriction a la fibre générique est une puissance de £, et d’une métrique hermitienne C*° sur
X (C), supposée invariante par la conjugaison complexe. Si w est une place finie de k', on déduit
du modele entier une norme w-adique sur les fibres de £ en décrétant que les sections entieres
en w ont une norme < 1. Si pour toute place v de k, les métriques w-adiques aux places w de k'
au-dessus de v sont invariantes par les groupes de Galois locaux, une telle donnée détermine une
collection de normes v-adiques sur £, appelée métrique adélique algébrique sur L.

Plus généralement, on dit ([34], 1.2) qu’une collection (p,,) de normes v-adiques sur les fibres
de L est une métrique adélique s’il existe une métrique adélique algébrique (7,,) sur £ telle que :

— pour toute place v, le rapport 7,/ p,, est une fonction continue bornée sur X (k,,), invariante

sous I’action de Gal(k, /k,) ;

— pour presque toute place non archimédienne v, 7, = p,,.

Une suite de métriques adéliques (p, »)n converge vers une métrique adélique (p,) si pour
presque tout v, la suite p,, », = py, et si pour tout v, la suite log(p,.»/p.) converge uniformément
vers 0.

En géométrie d’ Arakelov, les métriques adéliques qui interviennent sont limites de métriques
adéliques algébriques particuliéres : on dit qu’une métrique adélique algébrique est ample (resp.
semi-positive) si, avec les mémes notations que ci-dessus, £ est ample sur X (resp. a un degré > 0
sur toute courbe contenue dans une fibre verticale de X) et si la forme de courbure de £ en les
places archimédiennes est strictement positive (resp. positive ou nulle). Une métrique adélique
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POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 793

est dite ample (resp. semi-positive) si elle est limite de métriques adéliques algébriques amples
(resp. semi-positives).

Le produit tensoriel de deux métriques adéliques définit encore une métrique adélique; de
méme, la métrique adélique duale est définie naturellement. On dit ainsi qu’une métrique
adélique (p,,) sur L est intégrable s’il existe deux fibrés inversibles £q et Lo sur X munis de
métriques adéliques semi-positives (p1,5) et (p2.) tels que £ = L1 ® Ly et p, = p1,, @ p3,
(cf. [34], 1.3). On notera couramment £ pour désigner la donnée d’un fibré inversible £ et d’une
métrique adélique sur L.

1.4. Hauteurs

Ces métriques adéliques permettent de définir des nombres d’intersection arithmétique et
la hauteur des sous-variétés. En effet, Zhang étend dans [34] la théorie de I’intersection
arithmétique de Gillet-Soul€ ([12], voir aussi [28] pour une introduction et [7] pour un exposé
détaillé des hauteurs dans ce point de vue). Il prouve en effet que si £; (pour 1 <i < dimV + 1)
sont des fibrés en droites sur X munis de métriques adéliques semi-positives et si V' est une
sous-variété fermée de X, les nombres d’intersection arithmétique

(¢ (£1) -1 (Laimv+1) | V)
(calculés 2 I’aide d’ une désingularisation générique de V et d’un modele entier (V, (£;)), comme
dans [7], 2.3, si ce n’est que nous ne nous intéressons qu’au degré arithmétique deg de I’élément
calculé dans loc.cit.) convergent lorsque les métriques adéliques des £; approchent celles des £;
([34], Th. 1.4). La limite, indépendante de la suite approximante, est notée naturellement

(61 (Zl) e ‘El(zdimV-H) | V).

Si V est fixé, cela définit une application linéaire en chacun des fibrés, ce qui permet d’étendre
la définition a tous les fibrés en droites munis de métriques adéliques intégrables.

Lorsque £ est un fibré en droites gros (ce qui veut dire que c;(£)4™X > 0) muni d’une
métrique adélique semi-positive (voire intégrable), on définit la hauteur de V relativement 3 £
par la formule

1
bz(V) = (dimV +1)deg, V (
Si z € X (k) est un point rationnel, on a

61 (Z)dim V+1 ' V)

ho(@)=— 3 [k Qullog sl (@);

places v de k

cette expression étant indépendante du choix d’une section non nulle s € £,. Cette derniére
formule a un sens si £ est un fibré en droites muni d’une métrique adélique quelconque et la
fonction hz est alors un représentant de la hauteur de Weil pour L.

Un théoreme fondamental de S. Zhang relie les hauteurs des points et celles des sous-variétés
de X pour un fibré en droites muni d’une métrique adélique ample. Si £ est un fibré en droites
sur X muni d’une métrique adélique intégrable, on note

—(X)= inf h=(z) et e=(X)= su inf h—=(z).
'u‘:( ) zeX (k) C() L( ) YQI))(zgY(E) L()

Ce sont des éléments de R U {—oo} et R U {+00} respectivement.
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794 A. CHAMBERT-LOIR

THEOREME 1.5 (c¢f. [34], Th. 1.10). — Soit L un fibré inversible gros muni d’une métrique
adélique semi-positive et tel que ji(X ) # —oo. Alors, on a I'inégalité

e2(X) 2 hz(X) > T (ez(X) + (dim X)pz(X)).

Démonstration. — Ce théoréme est prouvé dans [34] lorsque la métrique adélique est ample (ce
qui implique que uz > —00).

Soit 7: X — X une desmgularlsatlon générique de X et M un ﬁbre inversible muni
d’une métrique ad€lique ample sur X. Pour a € N*, soit M, = L ® M ; C’est un fibré
en droites ample sur X muni d’une métrique adélique semi-positive. D’apres le théoreme
d’approximation 3.6.1 de [21], M, est un fibré inversible muni d’une métrique adélique ample.
On peut lui appliquer le théoreme 1.10 de [34], d’ou ’inégalité

3 (X) + ixg (X))

= > 1
() eMa(X)>hM_a(X)>m(€
Or, en utilisant la multilinéarité des produits d’intersection, on voit que lorsque a tend vers +oo,
(1) a= 4™ Xe) (75 L% @ M)4mX converge vers ¢ (7*L£)4mX = ¢;(£)3™X dapres la
formule de projection;
(2) de méme, g~ 1~dimX (a(w*Z‘m ® M)1+dimX | X converge vers (€1 (L)' 4™ X | X);
(3) comme piz # —00, a” !z tend vers NZ§
(4) et finalement, puisque 7 est birationnel, a~ eM— tend vers eZ
Lorsqu’on divise les trois membres de 1’inégalité (1) par a et qu’on fait tendre a vers 400, on
obtient I’inégalité souhaitée. 0O

1.6. Théorie de Bedford-Taylor

En un certain sens, la théorie des métriques adéliques est une complétion de la théorie
d’ Arakelov usuelle, en tout cas en ce qui concerne des produits de premiéres classes de Chern
arithmétiques. Elle fait intervenir des limites d’intégrales de formes différentielles positives et le
fait remarquable est que la limite de ces formes existe souvent en tant que courant.

PROPOSITION-DEFINITION 1.7.— Soient L; (pour 1 < j < d) des fibrés en droites sur une
variété projective complexe X de pure dimension d, munis de métriques hermitienne continues
w; que I’on suppose limites uniformes de métriques hermitiennes w; i, lisses a formes de courbure
positives.

Soit m: X — X une résolution des smgularztes de X (i.e. un morphisme birationnel propre
tel que X est lisse). Les formes différentielles /\ _c(m* Ly, m*wj k) sur X convergent vers un

courant positif. ferme sur X. Son image par T, est une mesure sur X indépendante du choix de
X. On la note /\ 1¢1(Lj,wj) ; cette expression est linéaire symétrique en les (L;,w;).

Si tous les fibrés sont égaux a (L,w), on définit ainsi c1(L,w)? qui est une mesure positive
sur X. Si elle donne a X une mesure non nulle, on notera v, ., l’'unique mesure de probabilité
proportionnelle a ¢y (£, w)%.

Démonstration. — C’est essentiellement une reformulation des résultats de Bedford-Taylor et
Demailly (cf. [1], [11]) sur I’opérateur de Monge—Ampere. Commengons par prouver le résultat
concernant la limite de courants sur X. Le probléme étant local, quitte & choisir une partition de
P’unité finie de X, il n’est pas restrictif de supposer que les fibrés £; sont triviaux. Les métriques
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POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 795

wj et wj i, correspondent alors a des fonctions u; (continue) et u; x (lisse) sur X via la formule
w;(f)(@) = |f ()] e7 .
De plus, ug,; converge uniformément vers u; sur X et
c1(m* Ly, m*w; k) = ddu; .

D’apres, par exemple, le corollaire 2.6 de [11], le produit /\‘;zl(ddcuj’k) converge au sens des

courants vers un courant positif fermé, noté /\;{l=1 (dd“u;), sur X. Comme il est de degré (d, d),
c’est une mesure.

Pour démontrer que I’image de cette mesure sur X est indépendante du choix de la résolution
des singularités choisie, remarquons qu’on peut «coiffer» deux résolutions X; — X et Xo — X
par une troisiéme X3 — X1 xx xXo — X. 1l suffit alors deNdémontrer que la mesure calculée
sur X3 poussée sur X est €gale a la mesure calculée sur X7. Il est clair qu’elles coincident
l1a ou X3 — X; est un isomorphisme. Le complémentaire dans X3 est un fermé algébrique de
dimension < d; c’est un ensemble pluripolaire qui est donc de mesure nulle pour la mesure
(dd®u3)?, voir par exemple [15], proposition 4.6.4. O

Les mesures données par la proposition précédente apparaissent naturellement en géométrie
d’ Arakelov. C’est dans le travail de V. Maillot [21] sur la géométrie d’Arakelov des variétés
toriques qu’elles ont ét€ introduites pour la premiere fois de maniere générale.

Nous utiliserons le calcul suivant :

PROPOSITION 1.8.— Soient X une variété projective définie sur un corps de nombres
k C C et L un fibré en droites (gros) sur X muni d’une métrique adélique semi-positive. Soit
f:X(C) — R une fonction continue. On suppose qu’il existe un fibré inversible ample métrisé
M sur X dont la métrique hermitienne sous-jacente a une courbure cy (ﬂ) positive et tel que
c1(M) + dd°f est un courant positif. Définissons le fibré inversible métrisé L(cf) comme L
mais dont la métrique hermitienne a la place infinie k — C est multipliée par exp(—cf).

Le fibré L(cf) est alors intégrable et la hauteur de X relativement a ce fibré vérifie le
développement limité

hz(ep) =hz(X) +e / frz+0O(e?).
x(c)

Démonstration. — L’existence de M montre que le fibré trivial Ox (ef) dont la métrique
adélique est multipliée par exp(—ef) est intégrable. Ainsi, par produit tensoriel, L(ef) est
intégrable. Comme le produit d’intersection des fibrés en droites munis de métriques adéliques
intégrables est multilinéaire, on a 1’égalité

dim X +1 .
(El(Z(Ef))dimX+l |X) — kgo €k (dlmi: + ].) (,C\l(O—X(f))kel(Z)dimX-Fl—k I-X)

Compte tenu de la définition de h(X), il suffit, pour établir la proposition, de prouver I’égalité
@OxN@™X 1 X) = [ fa@)inx
X(C)
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Mais cette derniere égalité est vraie lorsque la métrique adélique est algébrique (c’est la
formule a(n)z = a(nw(z)) de [28], III, 2.3.1); la hauteur est définie par passage a la limite
en approchant la métrique adélique par des métriques algébriques, de méme que la mesure dans
la définition 1.7. O

2. Métriques adéliques canoniques sur les variétés abéliennes

Une partie des résultats de ce paragraphe est bien connue des spécialistes. Les précisions qu’on
peut y trouver nous seront néanmoins utiles dans la suite de ce texte.

Soit A une variété abélienne sur un corps k. Si e € A(k) est la section neutre, un fibré en droites
rigidifié sur A est la donnée d’un fibré en droites £ sur A et d’un élément non nul de L], (c’est-
a-dire d’un isomorphisme £*L =~ Ogpeck). Si I’on se donne deux fibrés inversibles rigidifiés
isomorphes, il existe un unique isomorphisme, dit rigidifié, qui respecte les rigidifications.

Si £ est un fibré inversible sur A4, on note Cube(L) le fibré inversible sur A3 donné par

PiasL @ P L™ ®@p3s L™ ®@p5 LT @ piLRPSL R PSL,

otl p; désigne le morphisme A% — A donné par la somme des composantes d’indices contenus
dans I. Si L est rigidifié, Cube(L) est canoniquement rigidifié et le théoréme du cube implique
alors que, pour tout fibré en droites rigidifié, il existe un unique isomorphisme Cube(L) ~ O 43
compatible aux rigidifications ; cet isomorphisme sera appelé isomorphisme du cube.

De méme, Carré(L) est le fibré inversible sur A2 défini avec des notations analogues par

PiL@PiLT @psLT!

Lorsque £ est rigidifié, Carré(L) I’est aussi et si £ est algébriquement équivalent a zéro, il existe
un unique isomorphisme rigidifié Carré(L) ~ O 42, appelé isomorphisme du carré.

LEMME 2.1. - Soit A une variété abélienne sur un corps k et L un fibré en droites rigidifié
sur A muni d’un isomorphisme rigidifié

@:[n]* L~ LY

pour deux entiers n et d > 2.
On suppose que :
— soit k est un corps valué et L est muni d’une métrique v-adique,
— soit k est un corps de nombres et L est muni d’une métrique adélique ;
et on suppose que cette métrique est telle que I’isomorphisme @ est une isométrie.
L’isomorphisme du cube est alors une isométrie.
Si L est algébriquement équivalent a zéro, on a la méme assertion avec l’isomorphisme du
carré.

Démonstration. — Qu’un morphisme de fibrés en droites métrisés soit une isométrie se vérifie
place par place. Il suffit donc de traiter le cas ol k est un corps valué.

Soit s € I'(43,Cube(L)) I'image de la section 1 par I'isomorphisme du cube. Alors,
o = [n]*s/s? est une section globale rigidifiée du fibré inversible rigidifié [n]* Cube(L) ®
Cube(L£)~%. Comme ¢ induit une isométrie de ce fibré inversible avec le fibré inversible
trivial (muni de la métrique triviale ||1|| = 1), la norme de o est constante, égale & 1. Soit
f(z) =log|s||(z). C’est une fonction continue bornée sur A(k) telle que pour tout z € A(k),
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f(nx) =d f(z). Comme la multiplication par n est surjective sur A(k), on en déduit que
inf f =dinf f, sup f =dsup f.

Comme d > 2, inf f = sup f = 0. Autrement dit, s est de norme constante égale a 1 et
I’isomorphisme du cube est une isométrie.
L’argument pour I’isomorphisme du carré est identique. O

Pour tout fibré en droite rigidifié sur une variété abélienne qui est symétrique ou antisymé-
trique, il existe un unique isomorphisme [n]* L ~ L% avec d = n? ou d = n suivant les cas. Le
théoreme 2.2(b) de [34] implique alors I’existence de métriques rendant ces isomorphismes des
isométries. Le lemme précédent implique donc que tous les fibrés en droite rigidifi€s sur une
variété abélienne sur un corps valué (resp. sur un corps de nombres) disposent d’une métrique
canonique qui rend les isomorphismes du cube ou du carré une isométrie.

Si L est ample et symétrique, il est bien connu que h est la hauteur de Néron—Tate sur A(k)

associée a £, hauteur que I’on note aussi h.

COROLLAIRE 2.2. - Soit A une variété abélienne sur un corps k qui est soit un corps valué
soit un corps de nombres. Soient L et Q deux fibrés en droites rigidifiés sur A, L étant ample et
Q algébriquement équivalent a zéro. Soit q € A(k) tel que, notant t,: A — A la translation par
q dans A, on ait

(@)=t L L =Q.

Alors, il existe une isométrie canonique compatible aux rigidifications
O~ LRL QLY.

Démonstration. — Notons Q' le fibré métrisé du membre de droite. Il est rigidifié grace a la
présence du troisiéme terme si bien qu’il suffit de prouver qu’il vérifie le théoreme du carré avec
métrique. Or,

Carré(Q) =p}, 9 ®p; Q' @ps Q!
=piati L@} L @pitiL @ pstiL T @ piL R psL @ Llg
:Cube(Z)|Azx{q} = 4e. O

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres k. Si £ est un fibré inversible rigidifié,
symétrique et ample sur A, la métrique adélique canonique sur £ est elle-méme ample en vertu
du théoreme 2.2 de [34]. Lorsque L est algébriquement équivalent a zéro, le corollaire précédent
implique que la métrique adélique canonique est intégrable. Le fait qu’elle soit méme semi-
positive dépend d’une construction algébro-géométrique plus précise dont Michel Raynaud et
Klaus Kiinnemann m’ont donné deux démonstrations différentes. Il faut en effet trouver un
modele semi-positif (d’une puissance) de £ sur ’anneau des entiers d’une extension de k. Aux
places de bonne réduction, cela ne pose aucun probleme, de méme aux places infinies ou la forme
de courbure de la métrique hermitienne canonique est nulle. Aux places de mauvaise réduction,
il faut montrer qu’une puissance de £ posséde un modéle numériquement équivalent 2 zéro.

LEMME 2.3 (Kiinnemann).— Soit R un anneau de valuation discréte dont le corps des
fractions k est de caractéristique 0. Soient A une variété abélienne sur k et Q € Pic® A un
fibré inversible algébriquement équivalent a O sur A. Alors, il existe une extension finie k' de k,
un schéma A propre et plat sur la cloture intégrale R’ de R dans k', et un fibré en droites Q sur
A tels que :
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- AQp K =A@y k et Q®p k' est une puissance > 1 de Q;
— pour toute courbe C contenue dans la fibre spéciale de A le degré de Q sur C est égal a 0.

Démonstration. — En fait, K. Kiinnemann démontre dans [17], lemme 8.1, que ceci est vrai
pour toute variété projective lisse sur k£ qui admet un modele régulier sur R, et tout cycle
algébriquement équivalent a 0. Il démontre dans [18] (théoremes 3.5, 4.2) que les variétés
abéliennes admettent un modele régulier quitte a effectuer une extension finiede k. O

Remarque 2.4. - Quelques remarques tout de méme sur ce lemme. Remarquons pour
commencer qu’il est vrai lorsque la vari€té abélienne a potentiellement bonne réduction : sur
une extension k' telle que A ® k' a bonne réduction, on choisit pour A le modele de Néron de
A®r k' ; c’estun schéma abélien et tout fibré en droites algébriquement équivalent 4 0 sur sa fibre
générique se prolonge en un unique fibré en droites algébriquement équivalent a 0 (existence et
propreté du schéma abélien dual).

11 est aussi vérifié si la variété abélienne est une courbe elliptique : on peut choisir pour Ale
modele minimal régulier et 1’étude de la matrice d’intersection de la fibre spéciale montre que
tout diviseur de degré 0 s’étend en un unique diviseur (a coefficients rationnels) qui est de degré 0
sur chaque composante irréductible de la fibre spéciale.

Dans le cas général, Kiinnemann se rameéne au cas des courbes en utilisant le fait qu’un
fibré en droite algébriquement équivalent a 0 provient via une correspondance d’un fibré en
droite de degré 0 sur une courbe projective lisse, quitte a faire une extension des scalaires.
Pour les courbes, le méme argument concernant la matrice d’intersection de la fibre spéciale
fournit I’extension voulue. L’existence d’un modele régulier ou la théorie de ’intersection de
Fulton puisse s’appliquer permet d’étendre cette correspondance et donc d’obtenir I’extension
recherchée.

Appliquée a une courbe elliptique, la formule de Faltings—Hriljac exprime 1’auto-intersection
d’un diviseur d’Arakelov de degré O en fonction de la hauteur de Néron-Tate du point
correspondant. Sur une variété abélienne, elle admet la généralisation suivante.

THEOREME 2.5.— Soient A une variété abélienne sur un corps de nombres k, L et O deux
fibrés en droites rigidifiés sur A munis de leurs métriques adéliques canoniques. On suppose que
L est ample symétrique et Q algébriquement équivalent a zéro. Soit q € A(E) un point tel que
Q=wr(q) (=t;L LY.

Alors, pour tout a € {0,...,1+dim A}, a #2,0na

(Cl(Q) ( )1+d1mA a IA) ’
tandis que pour a =2, on a

2
“dim A

(G(@%a(L)mA7t | 4) = cr (L) Ahe(g).

Démonstration. — Notons g = dim A et soit f la fonction polynomiale définie par

g+1
@l f@)=(a(T) + e @)9“:2(9:1) &(0)° (L) +imAa,

a=0

On commence par rappeler que
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en effet, lorsqu’on remplace £ par [2]* £, ce nombre est multiplié par 4119 puisque [2]*L ~ et
aussi par 49 car le degré de la multiplication par 2 est 49. (Le méme argument permet de prouver
la nullité des expressions du théoréme pour a # 2.)

Comme Q = ¢, (q), le corollaire 2.2 implique que pour z € Z,

2¢1(Q) =€1(t5,L) — €1 (L) — 7 C1(L]zg),
ol 7m: A — Spec k est le morphisme structural canonique. Ainsi, si x est entier,

f@) = (&1(t5,L) — 71 (lag))*
g+1
-y (g - 1) (1) (81 (85, 2) )21 (L)

d’aprés la formule de projection. Or, ¢, (£)9+1-2 g’interpréte comme un élément de CHo+1-a (4)
si bien que 7,¢; (£)91 " estnulsia #0etsia# 1. Poura=0,0na

deg (Bu(t5,£)° ") = (Rt L)+ | A) = (L) [tageA) = (G1(L)°T" | 4) =0.
Pour a = 1, m,.¢,(£)9 appartient 2 éﬁO(Spec 0y ) et s’identifie & cq (£)9. Par suite,

2.2) fla)=— (g i

= —(g+ 1)es (£)?hx(2q)
= ~(g+ Der (£)7hz(q) - 2*.

En comparant les formules (2.1) et (2.2), on obtient le théoréme. O

) C1 (ﬁ)g(T.s\gﬁl (Z|xq)

3. Hauteurs normalisées sur les variétés semi-abéliennes

3.1. Compactifications équivariantes

On considére un schéma semi-abélien
1-T—-G—A—0

sur un schéma S (disons, noethérien, séparé ; rapidement, S sera le spectre de 1’anneau des
entiers d’un corps de nombres). Fixons une compactification équivariante T' <— X du tore (ainsi,
X est une S-variété torique). On supposera toujours que X est projective lisse sur S. Alors,
1’image directe de G par le morphisme 7' — X définit un S-schéma G, ainsi qu’un morphisme
7:G — A propre (c’est une fibration dont les fibres sont, localement sur A pour la topologie de
Zariski, isomorphes a X) ; cf. par exemple [6], 10.2, Lemma 6.

De maniére plus élémentaire, dans le cas ou le tore 7" est déployé sur .S, un isomorphisme
T~ an nous fournit ¢ fibrés en droites sur A, algébriquement équivalents a 0, notés L4, ..., L;.
Alors, si T — X est donné par un éventail (régulier) & de R?, on peut décrire G en recollant
des sous-schémas de fibrés vectoriels sur A de la forme

(eles))
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Remarque 3.2. — Dans ma these [8], j’ai traité le cas ou T' = Gy,. Lorsque S est le spectre
d’un corps de caractéristique 0, P. Vojta fait cette construction dans son article [32]. Auparavant,
J.-P. Serre [27] avait considéré la compactification Gf, — (P1)¢. Voir aussi Knop—Lange [16],
toujours lorsque S est le spectre d’un corps. Dans un travail récent avec Yuri Tschinkel [9], nous
introduisons la notion de torseur arithmétique qui éclaire particulierement ces constructions de
hauteurs dans des situations fibrées.

L’action de T" sur X se prolonge en une action m:G X G — G. On dispose aussi de S-
morphismes G — G, notés [n]z qui prolongent la multiplication par n: G — G.

3.3. Fibrés en droites G-linéarisés

Comme X est lisse, tout diviseur de X invariant par 1’action de T' définit un unique faisceau
inversible £ sur G, G-linéarisé au sens que si p;, po (resp. m) désignent les deux projections
(resp. la loi d’addition) G xg G — G, on a un isomorphisme (p;,m)*L =~ (p1,pz)*L astreint
3 une relation de compatibilité sur G x5 G x5 G. (Autrement dit, on dispose d’isomorphismes
compatibles, pourz € Getg € G, Lg.e ~ Ly® L;.) En particulier, la restriction de £ a la section
unité de G est munie d’une trivialisation canonique. De méme, on dispose d’un isomorphisme
canonique [n:-L >~ LB

Désormais, on se place sur le spectre d’un corps de nombres k.

PROPOSITION 3.4.— Tout faisceau inversible G-linéarisé L sur la compactification G
posséde une unique métrique adélique telle que, pour tout entier n > 1, I’isomorphisme
canonique [n|L =~ L2 soit une isométrie.

Démonstration. — Fixons un entier n > 1. S. Zhang a montré ([34], Theorem 2.2) que L
posséde, pour toute place v de k, une unique métrique v-adique continue et bornée ||-||, telle
que I"isomorphisme canonique [n]L ~ L®™ soit une isométrie en v.

Il faut montrer que la collection des métriques ||-|| = (||||»)» est une métrique adélique. Il
suffit de vérifier que la collection de métriques obtenue provient pour presque toute place v d’un
modele entier sur un ouvert U du spectre de 1’anneau o, des entiers de k. Pour cela, il suffit de
démontrer les quatre points suivants :

— la compactification équivariante G se prolonge en un schéma propre et plat Gy surU;

— le morphisme [n] se prolonge en un morphisme ¢: Gy — Gy ;

— le faisceau inversible £ se prolonge en un faisceau inversible Ly sur Gy ;

— Tisomorphisme [n]* £ ~ L®" se prolonge en un isomorphisme ¢* Ly ~ LT".

En effet, ce modele entier définit pour toute place v de k qui domine U une métrique v-adique
canonique ; les propri€tés ci-dessus impliquent que cette métrique v-adique rend I’isomorphisme
[n]*L£ ~ L®™ une isométrie, ainsi qu’il fallait prouver.

11 existe alors un ouvert U de Spec o, tel que :

— la k-variété abélienne A se prolonge en un schéma abélien Ay sur U ;

— le k-tore T se prolonge en un tore Ty sur U ;

— la variété torique (lisse) T — X se prolonge en une U-variété torique lisse Ty — Xy.
Alors, ’extension G € Extépeck(A, T) se prolonge en une unique extension Gy de Ay par
Ty . Le résultat est bien connu si T' = Gy, (existence du schéma abélien dual); il s’en déduit
immédiatement pour un tore déployé puis par descente au cas d’un tore quelconque. Puis, la
compactification équivariante G se prolonge en une compactification équivariante Gy du U-
schéma semi-abélien Gy .

On peut de plus supposer que £ provient d’un diviseur effectif T-invariant sur X ; alors, ce
diviseur s’étend en un unique diviseur 7/-invariant sur Xy, puis en un unique diviseur Gy -
invariant sur Gy. Ainsi, £ se prolonge en un unique faisceau inversible Gy -linéarisé Ly sur
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Gy On dispose ainsi d’un unique isomorphisme [n]’&—uﬁU ~ L™ qui prolonge I'isomorphisme
analogue sur Spec k.

Montrons maintenant que ces métriques adéliques ne dépendent pas du choix de I’entier 7.
Sin > 2, notons ,, I’isomorphisme canonique [n]*aﬁ ~ L£®" Sim et n sont deux entiers > 2,
I’isomorphisme

P2 ([mlzson) s [mnlisL = [m]* £5" = L5

est égal & ,,,,,. Munissons £ de la métrique adélique définie par I’entier mn. Fixons une place
v de k. Les logarithmes des normes v-adiques des isomorphismes ¢y, ¥m €t @m, sont trois
fonctions continues bornées fn,, fm et fmn de G(k,) dans R telles que pour tout z € G(k5),

nfm(2) + fa([m]z) = frn(2)-

Par définition de la métrique ad€lique définie par I’entier mn, fmn, = 0. Il en résulte que pour
tout z € G(k»),

(@) == fullm]2) = — fm((n]2)

par symétrie. Comme f,,, est bornée et mn > 2, on en déduit f,,, = 0 puis f,, = 0. Autrement dit,
les isomorphismes ¢, et ¢, sont des isométries dés que £ est muni de la métrique qui rend @,
une isométrie. Comme il existe une unique métrique qui rend ¢,, une isométrie, les métriques
v-adiques sur £, puis les métriques adéliques, ne dépendent pas du choix de I’entier n. O

Remarque 3.5.— Dans le cas oit A =0 et X = P, cette métrique est une des métriques

usuelles sur Op (1) : si P € k(xo, ..., Zn) est homogene de degré 1,
|P(zo, ..., o)

Pll(zo:- 1) = .

1Pl ) max(|zol,- .-, |T¢|)

Plus généralement, toujours quand A = 0, elle a été considérée de maniére approfondie par
Maillot [21] dans son étude de la géométrie d’Arakelov des variétés toriques. Quand A est
quelconqueet t =1, donc X = P!, je I’ai utilisée dans [8].

PROPOSITION 3.6.—Si L provient d’un diviseur invariant ample sur X, cette métrique
adélique est de plus semi-positive. En particulier, les métriques adéliques fournies par la
proposition 3.4 sont intégrables.

Démonstration. — Quitte a faire une premiére extension des scalaires, on peut supposer que le
tore sous-jacent a GG est déployé. Soient alors Q; des fibrés en droites algébriquement équivalents
a 0 sur A qui définissent la variété semi-abélienne G. D’apres le lemme 2.3, il existe une
extension finie k' de k, des modeles A; de A sur Specoy, un entier N > 1 et des modeles
Q; des Q;@N sur A; qui sont de degré 0 sur toute courbe contenue dans une fibre verticale.
Quitte a considérer le produit fibré des A; au-dessus de Spec 04/, nous pouvons supposer que

tous les A; sont égaux a A.

Soit G’ la variété semi-abélienne image de G par 1’'image directe via le morphisme T’ ], T.

Par le A-morphisme naturel G — G’ d’élévation a la puissance N dans les fibres, L&V s’identifie
isométriquement a 1’image réciproque d’un fibré £’ sur G’. 1 suffit ainsi de montrer que la
métrique adélique sur £’ est semi-positive. _

Soit G le ox/-modele de G’ obtenu en recollant des sous-schémas de fibrés vectoriels sur A
de la forme V(,(®); Q;"’)). Soit L le modele entier de £’ induit par le méme diviseur T
invariant Dx sur X que celui qui définit £. D’apres la théorie des variétés toriques, il existe
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alors des diviseurs D T-invariants sur X lin€airement équivalents 2 un multiple nsDx tels
que (), Ds = 0. Sur G, on dispose de diviseurs [D;] induits par les D, dont I’intersection est
vide. (En effet, les cycles T-invariants sur une vari€té torique ont une description purement
combinatoire en termes de I’éventail. Dans la famille G — A, toutes les fibres sont décrites
par le méme éventail et posseédent donc la méme combinatoire.) De plus, il existe pour tout s un
fibré en droites Q sur A de la forme ®,; Q}" tel que L' = O([D]) © 7* Qs

Soit C' une courbe contenue dans une fibre verticale de G. Soit s tel que C ¢ [Ds]. Alors
deg O([Ds])|c > 0 et puisque les @, sont de degré 0 sur I'image 7(C') de C dans A, on a

deg L|c > 0.

De plus, L’ posséde une métrique hermitienne dont la forme de courbure est positive ou nulle :
il suffit de noter que du point de vue différentiel hermitien, la fibration G — A est localement un
produit, un fibré en droites algébriquement équivalent a 0 sur une variété abélienne étant plat. On
recopie alors la preuve de [34, 2.3] en remplagant le mot «ample» par «semi-positif». O

3.7. Construction des hauteurs normalisées

Considérons un fibré inversible G-linéarisé £ sur G, relativement ample sur A, muni de sa
métrique adélique canonique. Alors, pour tout fibré inversible ample symétrique M sur A,
L ® 7™ M est ample. (C’est une conséquence du fait que les fibres de G — A sont toutes
isomorphes, voir [31], Lemma 3.1.) En munissant M de la métrique adélique définissant la
hauteur de Néron-Tate sur A comme dans le paragraphe 2, on obtient une métrique adélique
semi-positive canonique sur £ ® m* M, et donc une fonction hauteur sur les sous-variétés de G.

Comme £ ® 7* M est ample, sa restriction aux points est un représentant d’une hauteur de Weil
sur G(k).

DEFINITION 3.8. — Cette fonction, attachée a (T'— X, L, M), sera appelée hauteur norma-
lisée. Onlanote h7, .77 et hlorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible.

Lorsque la variété torique 7" — X choisie pour compactifier G est une variété de Fano, on peut
choisir pour L le fibré inversible associé au complémentaire de 7" dans X qui est un diviseur 7'-
invariant relativement ample (diviseur anticanonique relatif). Dans ce cas, la hauteur normalisée
ne dépend plus que d’une compactification équivariante du tore et d’un faisceau inversible ample
symétrique sur la variété abélienne. Les deux exemples classiquement utilisés (G, C (P1)9 et
GY, C PY) sont d’ailleurs dans ce cas.

Il résulte de la définition des métriques adéliques canoniques que la hauteur normalisée d’un
point 2 € G (k) relativement 2 £ ® m* M vérifie pour tout point € G(k) et tout entier n. > 1 la
relation

hz®”*m([n]ga:) = hz([n]cz) + hﬂ(ﬂ([n]gm)) =nhz(z) + HQhM'(T((Z)).
On a alors le lemme suivant :

LEMME 3.9. - Pourtout x € G(k), ona hz(x) > 0. Ainsi, pour tout z € G(k), ﬂ(m) >0;o0n
a de plus égalité si et seulement si x est de torsion.

On notera que ce lemme implique que pour toute sous-variété X de G rencontrant G, on a
l’égahte’ EZ®W*H(X) >0.
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Démonstration. — Comme L est représenté par un diviseur contenu dans G . G, toute hauteur
de Weil attachée a £ est minorée sur G(k). La propriété de normalisation implique alors que
pour tout z € G(k), hz(z) > 0.

Comme h est la hauteur de Néron-Tate sur A, elle est positive, ce qui implique ﬁ(x) > 0.
Si de plus = € G(k) est de hauteur normalisée nulle, on voit que hy7(m(z)) = hz(x) = 0. Pa}{
suite, tous les itérés z, [2]z, etc. sont de hauteur nulle. Comme £ ® 7* M est ample et que h
est un représentant de la hauteur de Weil pour ce fibré, le théoreme de Northcott implique qu’ils
forment un ensemble fini. Cela implique que x est de torsion. La réciproque est claire. O

Remarque 3.10. - Lorsque t = 1 et X = P!, D. Bertrand donne dans [2] une décomposition
de la hauteur relative d’un point comme une somme de hauteurs locales, toutes positives ou
nulles. En général, si L est représenté par un diviseur G-invariant effectif dont le support ne
rencontre pas (G, on peut vérifier que sa section canonique est de norme inférieure ou égale a 1
en toute place.

La proposition suivante résume les propriétés des hauteurs normalisées vis-a-vis des mor-
phismes de multiplication par un entier positif.

PROPOSITION 3.11.— Soient V une sous-variété de G et n un entier > 2.
(1) Si [n].V désigne le cycle image directe de V' par le morphisme de multiplication par n,
on a pour tous entiers a et b positifs tels que a + b= dim V' + 1 ’égalité

(G (D)* e (m*M)? | [n]uV) =nT2 (1 (L) 1 (" M) | V).

(2) Si & est un point de torsion de G et V une sous-variété de G, alors V et ¢ +V ont méme
hauteur normalisée.

Démonstration. — (1) C’est 1a formule de projection, cf. [7,2.3.1, (iv)] dans le cas de métriques
adéliques algébriques ; le cas général s’en déduit par approximation.

(2) Soit n un entier > 2 tel que [n]g€ = 0. Comme [}, V = [n]. (£ +V), la formule précédente
implique 1’égalité des degrés arithmétiques. Comme V' et £ + V' ont méme degré géométrique,
I’égalité des hauteurs en résulte. O

4. Un exemple

Dans ce paragraphe, on calcule explicitement quelques-uns des invariants introduits plus haut
pour une variété semi-abélienne compactifiée a 1’aide du plongement G¢, C P*.

On se fixe ainsi un corps de nombres k, une variété abélienne A de dimension g définie sur
k, un fibré inversible ample et symétrique M sur A et ¢ éléments q1,...,q; de A(k). Pour
i€{l,...,t}, on pose Q; = pm(qi) =t; M ® ML, Tous ces fibrés en droites sont munis
de leur métrique adélique canonique.

Soit G la variété semi-abélienne

t

G:= H(V(QQ/) ~ {0}).

i=1

(Le produit est relativement a A. Un point de G est la donnée d’un point a € A et pour tout 1,
d’un élement non nul de Q;|,.)
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En explicitant la construction de G faite au § 3, on peut identifier G au fibré projectif
G=P(O,0 @ - 0Q)

dont un point est la donnée d’un point a € A et d’éléments non tous nulsde O 44, Q1la, - - -, Ot|a-
Notons 7: G — A la projection canonique.

Les ¢ + 1 diviseurs G¢ -invariants de P* définis par la nullité des coordonnées fournissent des
diviseurs Dy, ..., D, sur G. Les fibrés inversibles correspondants seront notés Lo, ..., L;. De
plus, on a pour tout i, ’égalité D; — Do ~ c; (7*Q;) dans CH'(G) (cf. [13, Chap. V, Prop 2.6)).
Si les £, sont munis de leur métrique adélique canonique, il est aisé de vérifier que 1’égalité
précédente est vraie avec métriques : pour tout i € {1,...,t},

& (L) =t1(Lo) + " C1(Q)-

On notera D; =C1(L;). Posons aussi

t
—=®§ qg= Zqﬁ et L= ®z: Lo e

=1

PROPOSITION 4.1.— Pour toute famille de fibrés en droites F; (1 < j < g) munis de
métriques adéliques intégrables sur G, on a

t
Do-Dy---Dy-[[a(F) =0.
=1

Démonstration. — Choisissons des modgles A, ’Q/,-, etG = P(OZGB Qvlv @ ---) sur ’anneau o
des entiers de k. Aux places archimédiennes, munissons les Q; de leur métrique plate canonique.

Le cycle arithmétique D; défini par I’annulation de la ¢ coordonnée prolonge D; et on peut
le munir d’un courant de Green canonique en munissant O4 @ Q1 & --- & Q; de la métrique
hermitienne somme directe orthogonale.

Comme les diviseurs D; s’intersectent proprement, Do--- Dy est représenté par un couple
(Z,9z) € Zt+1 (G) ol Z € Z*+1(G) est un cycle supporté par I'intersection des D; et gz un
courant de Green pour Z. Or, I'intersection des l~)i est vide, si bien que Z = 0. L’équation
dd®gz + 6z = wyz, le fait que wz soit C* et I'ellipticité de dd® impliquent alors qu’il existe
un courant lisse oz sur G(C) (c’est-a-dire une forme différentielle de type (¢,t) de classe
C®) et deux courants u et v de types (¢t — 1,t) et (t ¢t — 1) respectivement de sorte que
gz = az+0u+0v. Autrement dit, ’élément (0, az) € Zt+1(G) représente le e produit Do---Dy.

Soient F7, .. .7-' des fibrés en droites munis de métriques adéliques sur G. On veut prouver
que le produit

€1(Lo) - -C1(Le) -Ca(Fr) - € (Fy) =0.

Par approximation, on peut supposer que | les métriques adéliques sur les F; sont algébriques
données par des éléments Cy (.7-' )€ CH! (G). Soit (Z',gz) un représentant de leur produit.

Si I’on se donne des modeles G, de G munis de deux morphismes ¢y, : G, — G et U :
G, — G qui étendent respectivement I’identité et la multiplication par n, le nombre 2 calculer
est la limite des expressions
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1 T * 1 Tk *
Pn ::ﬁmdegwn(z,gz)-tpn(zl,ng)=Wdegl/}n(o,az)-apn(zl,gzl)

= #deg (0,azon)Awz) = # / (az o[n))wz
G(C)
d’apres la formule 2.3.1, p. 63 de [28].

Le fait d’avoir choisi une métrique plate sur les Q; a la conséquence suivante. Soit U C A(C)
un ouvert sur lequel les Q; possédent une section de norme 1. Du point de vue différentiel
hermitien, on peut alors identifier 7~ (U') C G(C) au produit P*(C) x U(C). Sur P?, le produit
d’intersection arithmétique analogue 50 - -13t est représenté par un couple (0, ), ot ¢ est une
forme différentielle de type (t,t) sur P*(C). La forme az s’identifie a la forme différentielle
«constante» induite par a, et az o [n] sur G(C) s’identifie de méme 2 [n]*«. La nullité de la

hauteur des variétés toriques pour les métriques adéliques canoniques ([21], proposition 7.1.1)
signifie exactement que

. 1 .
nB{Il—loo:[;H'_l / [n]*a=0.

P(C)

Par suite, P, tend vers 0 quand n tend vers +00, ce qu’il fallait démontrer. O
THEOREME 4.2. — Relative au fibré inversible métrisé £ ® m* M, on a
-~ 1 ~ b
h(G) = NS (hM (9) + ; ha(g—(t+ 1)%)) .

Démonstration. — On veut calculer ¢, (£ ® m*M)9tt+1, 1 égalité de cycles [2].G = 229G
et la proposition 3.11 impliquent que si a # ¢ + 2,

(L) e (n* M)9titiza =,
Alinsi,
gHEHINL Atron (e opye-1
4o )cl(ﬁ) c1(m* M)

- (9 t*j;“ 1) ((t + 1)61(Lo) + & (D)) 221 (r )9~

Eor -

(B (e vramea @) e @

t+2
_ (g ‘:j_;— 1) ago (t "Z 2) (t+1)°, (61(ﬁ_o)a)€1(§)t+2_a€1(ﬁ)g—l

d’apres la formule de projection. On voit que dans cette somme, si (t+2—a)+(g—1)>g+1,
c’est-a-dire si a < t, le terme correspondant est nul. Il nous faut ainsi calculer ,C; (ZZE)“
pour a =t, a=1t+1 et a=t+2. Ce sont des éléments de CHO(A), CH!(A) et CH2(A)
respectivement.
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Le premier est en fait égal & m.c1(Lo)? = 1 (par exemple parce que le produit est représenté

numériquement par le cycle Dy - - - Dy).
Utilisons maintenant la proposition précédente que 1’on peut développer en

0="21(Lo)"™" +T1(Lo)'7*e1(Q) + €1 (Lo) ' (Za@)&@')) +oee

i<j

Appliquant 7, et utilisant la formule de projection, on obtient ainsi

(A proprement parler, on n’écrit ces égalités qu’aprés avoir multiplié les deux membres par
€1(Q)?¢1(M)® pour a + b= g ou g — 1.) Il en résulte que

a(Lom My
B (g trz 1) ((t : 2)2(~—~t 4 1)@ @2 - 4+ 20+ 1) 0@

+(t+ 1)”% (61 Q@+ zi:el @)2) )61 (Mot

_Llfg+t+1
t+2

)

= _é (g _t'—-lt-; 1) (t+ 1) e (M) <(t +1) izzlﬁM (¢i) — ha <; qz‘))

d’apres le théoréme 2.5. Ainsi, on a

)(t +1)tH (—61(@)2 +(t+1) ‘ @] (@)2>€1(H)9‘1

(L © r* Mo+
— - R ) My (<t+ DY (e —HM(;%)).

Le calcul de I’intersection géométrique est plus facile. Comme les Q; sont algébriquement
équivalents a zéro, tout se passe du point de vue numérique comme si 1’on avait un produit et

q@@ﬂMV“=ijﬁ+NqMW.

Finalement,
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~

hZ(Xm*—]\Z

1 G(Lor M)ttt
g+t+1 ci(LRm*M)9tt

1 (g+t+1)! gl (t+ 1)t e (M)9
g+t+1 glt+2)! (g+)! (E+1)tci(M)9

[0 Y huto - (L)

i=1

- t+2<t+lg hM<Zqz))

En utilisant la quadraticité de la hauteur de Néron—Tate, on a enfin

©) =

h(g)+ Y h(g— (t+1)a) = (t+1h(g) — 2(t + 1)h(q) + (¢ +1)* > h(a)

i=1 =1

=(t+1)<t+li —h(q) >

si bien que le théoréme est démontré. O
Le corollaire que voici acquerra tout son sel au paragraphe suivant.

COROLLAIRE 4.3. - On a h(G) <0, avec égalité si et seulement si la variété semi-abélienne
G est isotriviale.

Démonstration. — Comme la hauteur de Néron-Tate est définie positive sur A(k) ® R, la
formule du théoréme précédent montre que ﬁ(@) < 0. De plus, on a égalité si et seulement si
h(g) =0 et h(g — (t + 1)@) = 0 pour tout i, c’est-a-dire, 0 = ¢ = (¢ + 1)¢; dans A(k) ® R.
Par suite, tous les g; sont de torsion dans A(k), les fibrés en droites Q; d’ordre fini et G est
isotriviale. O

Remarque 4.4. — On peut effectuer le calcul de la hauteur normalisée pour le fibré inversible

L=Q Ly orM

0<it

et, posant

Gt

r=(ma+ -t neg) = (no+ ) T

dans A(k) ® R, on obtient la formule

_ (no+---+nt

~ 2/\ p— ~
R (G) = o ) W(G) — b (r).

Ainsi, parmi les fibrés en droites G-linéarisés métrisés L sur G tels que £ ® 7* M est de degré
donné, c’est le fibré anticanonique relatif qui donne a G la plus grande hauteur.

LEMME 4.5.-0Ona

17(G) = — max(ﬁM (q),m?x(ﬁM(q —(t+ l)qz)))
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Démonstration. — L’ intersection des D; pour 0 < 7 < t est vide. Par suite, il suffit de prouver
les égalités

in hz o 7i(2) = —hzz(a), 11;111171 hze (@) = —hygr(g = (t+ Dgi).
Compte tenu de I’isométrie £; ~ Lo ® 7*Q;, on a pour = € @(6),
hze (@) = (t + Dhz=(2) + hg(7(2)) + hyg(n(2))
= (t + Dhz (z) + hygg(r(z) +q) — hyz(e)
en vertu de 1’isomorphisme de faisceaux inversibles métrisés du corollaire 2.2. Si x n’appartient
pas au support de Do, I’argument de la preuve du lemme 3.9 implique que hz—(z) > 0. Ainsi,
pour z ¢ Dy, on a

hze (@) = —hzg(q).

L’intersection des D; pour i # 0 est un sous-schéma fermé de G que la projection 7 identifie
canoniquement & A et la restriction de Ly s’identifie alors au fibr€ trivial. Ainsi, si z est dans
tous les D; mais pas dans Dy, et si de plus 7(z) = —q, on a hz .57 (x) = —hz7(g).

De la méme maniére, on prouve que si = ¢ D,

Dz wr(T) = —hgla — (t +1)as)

et que cette minoration est optimale sur G~ D;. O

COROLLAIRE 4.6.— On a 1u(G) < 0, avec égalité si et seulement si G est une variété semi-
abélienne isotriviale.

5. Variantes de la conjecture de Bogomolov

Soit G une variété semi-abélienne sur un corps de nombres k£ C Q. On fixe une compacti-
fication G ainsi qu’une hauteur normalisée comme précédemment. Soient X une sous-variété
irréductible de G et X son adhérence dans G. Rappelons qu’on appelle sous-variété de torsion
de G toute sous-variété de G ® Q qui est la translatée d’un sous-groupe algébrique de G ® Q
par un point de torsion.

F. Bogomolov énonce dans [4] une conjecture sur la hauteur de Néron—Tate des points
algébriques des sous-variétés d’une variété abélienne. Cet énoncé se généralise aux variétés semi-
abéliennes de la fagon suivante.

ENONCE 5.1 (Généralisation de la conjecture de Bogomolov). —

(1) L’ensemble des sous-variétés de torsion contenues dans X n’a qu’un nombre fini
d’éléments maximaux.

(2) Si X* désigne le complémentaire dans X des sous-variétés de torsion contenues dans X,
il existe un réel € > 0 tel que pour tout x € X*(Q), h(z) > e.

Ainsi que I’a montré Zhang dans [33], cet énoncé équivaut dans le cas des variétés abéliennes
a un autre énoncé que Philippon avait conjecturé indépendamment [23].

ENONCE 5.2 (Généralisation de la conjecture de Philippon). — La variété X est de hauteur
normalisée nulle si et seulement si X est une sous-variété de torsion de G.

La conjecture d’équirépartition que nous énoncons ci-dessous a été introduite par Szpiro,
Ullmo et Zhang dans [29] lorsque G est une variété abélienne ; il y est prouvé qu’elle équivaut
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dans ce cas a la conjecture de Bogomolov précédente. L’équirépartition des suites de petits points
joue un role essentiel dans les démonstrations par Ullmo et Zhang des analogues abéliens des
énoncés 5.1 et 5.2.

EN(E\ICE 5.3 (Conjecture d’équirépartition des petits points). — Soit (x,,) une suite de points
de G(Q) dont la hauteur normalisée tend vers 0 et telle qu’aucune sous-suite ne soit contenue
dans un sous-groupe algébrique strict de G. Désignons par O(z,,) 'adhérence schématique
de x, dans G et 60(z,) la mesure de comptage sur I’ensemble fini O(x,)(C). Alors, la
suite de mesures de probabilité m 00(zn)(C) CONVverge vaguement vers la mesure de Haar

normalisée portée par le sous-groupe compact maximal de G(C).

Lorsque X est une variété abélienne, ces trois énoncés sont vrais (voir [30], [35] et [10]).
Lorsque X est un tore, les deux premiers énoncés ont été démontrés par Zhang dans [34] puis
par d’autres méthodes par Bombieri—Zannier [5] et Schmidt [26]. L’énoncé d’équirépartition est
dans ce cas un théoréme de Y. Bilu [3].

Dans le cas semi-abélien, ces énoncés ne sont pas forcément équivalents et nous allons méme
donner un contre-exemple 2 I’énoncé 5.2 un peu plus bas. Néanmoins, si ;4(X) > 0, c’est-a-dire
si la hauteur de tous les points de G est positive, on peut dire quelque chose.

LEMME 5.4.-Si u(X) 20, les énoncés 5.1 et 5.2 sont équivalents.

Démonstration. — Bien qu’il faille juste reprendre les arguments utilisés dans I’équivalence des
analogues abéliens de ces énoncés, nous détaillons la preuve pour le confort du lecteur.
Lorsque p(X) > 0, I'inégalité du théoréme 1.5 s’écrit en effet

~— 1

e(X)>h(X)> me(x)

si bien que la nullité de E(Y) et celle de e(X) sont équivalentes. Le reste de la preuve procéde
comme dans [34].

Supposons que 1I’énoncé 5.1 est vérifié. Si X n’est pas une sous-variété de torsion, X * est non
vide si bien que e(X) > ¢ > 0 et donc ﬁ(X ) > 0. Réciproquement, si X est une sous-variété de
torsion, ses points de torsion sont Zariski-denses, ce qui implique e(X) = 0 et donc E(Y) =0.

Supposons maintenant I’énoncé 5.2 satisfait. Si X n’est pas une sous-variété de torsion, donc
si H(Y) > 0, il existe un ouvert de Zariski non vide U de X tel que si z € U, la hauteur
de x est strictement positive. En particulier, U ne rencontre aucune sous-variété de torsion
de G et toute sous-variété de torsion de G contenue dans X est contenue dans X \ U. Par
récurrence descendante sur la dimension des composantes irréductibles de X ~\ U, on voit que
les sous-variétés de torsion maximales contenues dans X sont en nombre fini. Si de plus la borne
inférieure de la hauteur normalisée sur 1I’ouvert complémentaire X * était nulle, on pourrait en
déduire I’existence d’une sous-variété de hauteur nulle qui n’est pas incluse dans les précédentes,
et donc d’apres I’énoncé 5.2, une autre sous-variété de torsion, ce qui est une contradiction. 0O

LEMME 5.5. - Si (X)) > 0, I’énoncé 5.3 implique I’énoncé 5.2.

Démonstration. — Supposons en effet que la hauteur normalisée de X est nulle mais que X
n’est pas une sous-variété de torsion. Comme on a supposé que u(X) > 0, le théoreme 1.5
implique comme précédemment que e(X ) = 0, ¢’est-a-dire qu’il existe une suite (z,,) de points
de X (Q) dont la hauteur tend vers 0 et convergeant vers le point générique de X . En particulier,
aucune sous-suite n’est contenue dans un sous-groupe algébrique strict. L’énoncé 5.3 implique
alors que la suite des mesures 6o (q,.)(c)/#O(z,) converge vaguement vers la mesure de Haar
normalisée portée par le sous-groupe compact maximal de G(C). Par suite, X (C) contient
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ce sous-groupe compact maximal. Remarquons alors que le sous-groupe compact maximal de
G (C) est Zariski-dense dans Gy, ; par suite, le sous-groupe compact maximal d’un tore
complexe est aussi Zariski-dense, ce qui implique que le sous-groupe compact maximal de G(C)
est dense dans chaque fibre de G — A. Puisque X est une sous-variété algébrique, elle doit
contenir toutes ces fibres, et donc étre égale a G, d’oi une contradiction. 0O

Il résulte des calculs du paragraphe 4 que les variétés semi-abéliennes qui ne sont pas
isotriviales sont de hauteur normalisée strictement négative. On a, autrement dit, le théoréme
suivant :

THEOREME 5.6. — La généralisation 5.2 de la conjecture de Philippon est fausse.

Néanmoins, lorsque G n’est pas isotriviale, 4(G) < 0 et il est donc possible (probable ?) que
les deux autres conjectures soient vérifiées.
Dans la suite de ce texte, nous allons démontrer ces trois conjectures lorsque G est isotriviale.

Dans ce cas, 4(G) = 0 si bien que I’on a d’ores et déja les implications
Conj. de Bogomolov <> Conj. de Philippon <= Conj. d’équirépartition.

De plus, il est clair que si les conjectures 5.1 et 5.3 sont vraies pour une variété semi-abélienne
G, elles sont vraies pour toute variété semi-abélienne qui lui est isogéne. Par suite, il suffit de
traiter le cas d’une variété semi-abélienne qui est un produit A x 7". La théorie du § 3 se simplifie
grandement dans ce casetona G = A x X.

6. Un théoréme d’équirépartition générique en rang torique égal a un

Le théoréme principal de cette section est le théoreme 6.1 ci-dessous. Dans le cas d’un tore,
il s’agit du théoreme de Bilu, dont nous donnons en appendice une preuve arakelovienne. Nous
généralisons en fait cette preuve et obtenons ainsi un théoreme d’équirépartition générique pour
les variétés semi-abéliennes de rang torique égal a 1. Une adaptation des méthodes employées par
Ullmo puis Zhang pour en déduire la conjecture de Bogomolov pour les variétés abéliennes, ainsi
que de la méthode employée par Bilu pour passer de Gy, a un tore quelconque nous permettra de
prouver la conjecture de Bogomolov pour les variétés semi-abéliennes isotriviales au paragraphe
suivant.

THEOREME 6.1. — Soient, sur un corps de nombres k, une variété abélienne A et G la variété
semi-abélienne A x G, de compactification G = A x P. Notons 7:G — A la projection
naturelle. Soit L un fibré ample sur G, muni de sa métrique adélique canonique qui définit une
hauteur normalisée sur G au sens de la définition 3.8.

Soit V C G une sous-variété fermée (irréductible et de dimension > 0) qui rencontre G. Soit
(2r,) une suite générique de petits points de V (k), c’est-a-dire qu’on suppose :

— qu’aucune sous-suite de (x,,) n’est contenue dans un fermé strict de V. ;

— et que hz(x,) — 0 quand n — +oo.

On suppose de plus que I’une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

— oubienV =G,

— ou bien la projection naturelle V(C) — A(C) est génériquement finie.

Fixons une place o : k — C. Pour tout n, soit O(x,,) l'orbite de x,, dans G sous 'action de
Gal(k/k) et po(s,,) la mesure de probabilité sur V(C,) portée par O(xy) et invariante sous
Paction de Gal(C, /k).

Alors, la suite des mesures 1o (g,,) converge vaguement vers la mesure de probabilité Yz
définie dans la définition 1.7.
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Avant de démontrer le théoréme, remarquons que I’on peut supposer
L=0p(1)®@7*M.

On notera D le diviseur «infini» A x {cc} de G. On a Ox(D) = Op(1), d’o une section
canonique sp de Op(1).

Le résultat clef dans la démonstration de ce genre de théoreme d’équirépartion par des
méthodes de géométrie d’ Arakelov est le suivant, démontré par Szpiro, Ullmo et Zhang quand
les métriques hermitiennes sont lisses :

PROPOSITION 6.2 (Szpiro, Ullmo, Zhang). — Considérons un fibré en droites L ample, muni
d’une métrique adélique ample sur une variété projective X définie sur un corps de nombres
k C C. On suppose que X est de hauteur nulle pour L. Soient (z,,) une suite générique de petits

points dans X (Q) et f: X(C) — R une fonction continue telle que la propriété suivante soit
satisfaite :

pour tout € > 0 assez petit, le courant ¢, (L) + € dd® f est positif sur X.

Alors, on a I’inégalité
tmint [ fuow, > [ fvz
X X

Démonstration. — Pour ¢ assez petit, comme dans 1’énoncé de la proposition, considérons
le fibré en droites métrisé L£(ef) sur X qui n’est en fait autre que £, mais dont la métrique
hermitienne & I’infini (k¢ C C) est multipliée par exp(—¢ f). Par définition, le courant de courbure
de L(ef) est égal & ¢; (L) + e dd® f, donc positif ; en particulier, la métrique adélique de L(e f)
est semi-positive, si bien qu’on peut appliquer le théoréme 1.5 a la suite générique (x,,) et au
fibré métrisé £ (e f). On obtient ainsi

liminf hz, +(€n) > bz 4 (X).

n—o0

Calculons alors les deux membres de cette inégalité. Pour le membre de gauche, on a :
hZ(ef) () = hz(f'?n) te / flo(@,)s
X

tandis que le membre de droite vaut d’apres la proposition 1.8

h#(X) +€/fl/-5+0(52).
X

Comme X est de hauteur nulle pour £ et comme (z,,) est une suite de petits points, il en
résulte en divisant par ¢ I’inégalité

liminf/fuo(zn) >/f1/z+ O(e).
X X

Il reste a faire tendre € vers O par valeurs supérieures et la proposition est démontrée. [

On rassemble en un lemme des résultats connus (voir par exemple Zhang, [33], 6.4).
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LEMME 6.3. - La norme de la section canonique sp de Op(1) est

|ul

Ispll(z, [t:u]) = a2 a])’

z€ A(C), [t:u] e P}(C),

et, notant { =t/u € C U {00}, on a pour le courant de courbure la formule :

_ dArg(¢)

&(0p(D) = 5

A djgl=1-

On a noté [t : u] I'unique point de P!(C) dont les coordonnées homogenes sont (¢, u). De
plus, si X est une variété analytique complexe, ¢: Y — X une sous-variété différentielle réelle
de X et n une forme différentielle lisse dans un voisinage de Y, on note n A 8y le courant (porté
parY) i, i*n.

Démonstration. — Comme nous sommes dans une situation produit, le calcul se rameéne au
calcul analogue sur P!, avec D = [1: 0] = 0o. La métrique de Fubini-Study sur O(D) donne &
sp la norme

||
(It]? + )12

L’isomorphisme [n*]O(D) ~ O(D)™ envoie la section [n]*sp sur la section s7,. Le procédé
limite par lequel ||sp]| est définie implique alors que

Ispllrs([t: u]) =

t: = li o y” l/n:l |u| _ Iul
Jspll (s = Jim splrs (2" 0!/ =lim po s =

comme annonce.

D’autre part, ¢1(O(D)) est la mesure dd°log ||sp|| + doo sur P1(C). Comme log||sp]| est,
hors du sous-groupe compact maximal S, le logarithme de la valeur absolue d’une fonction
méromorphe, cette mesure est supportée par le cercle. Elle est de plus invariante par rotation et
de masse totale 1. Par suite, I’unicité de la mesure de Haar implique que

& (OD)) = 5 d Arg(Q) A igior-

Le lemme est donc démontré. 0O

LEMME 6.4. — Soit f une fonction C* sur G(C). Il existe alors une fonction ® sur G(C)
ayant les propriétés suivantes :

— ® est continue

— ® = f sur le sous-groupe compact maximal de G(C) ;

— pour tout € > 0 assez petit, c1(L) + € dd°® est un courant de type (1,1) positif sur G.

Démonstration. — Avec les notations du lemme 6.3, il nous suffit de construire une fonction
continue ¢ sur A x P! (dont les coordonnées homogenes sont toujours notées [t : u]) vérifiant
les propriétés suivantes :

— & est continue ;

— pour tout z € A ettout § € R, ®(z,[e?? : 1]) = f(z,[e? : 1]);

— pour tout ¢ assez petit, ¢ (L) + edd°® est un courant de type (1, 1) positif.
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Posons, pour A € R,

2 2
B(z, [t ul) = f(z[¢: u]) + Alog ﬁlﬂ?(%% ’

de sorte que les deux premires conditions sont satisfaites. On a, notant { = t/u = 7%

b

c c i - do
dd@-ddf+A§RT:ﬁFdCAM'A2WA5=L

D’autre part, on a une expression de la forme

- de
(L) = wa + o Abr=,

ol wa = c1(M) est une forme différentielle de type (1,1) lisse sur A et strictement positive.
Ainsi,

c1(L) +edd°® = (n*wA +eA m d¢Ad¢ + 6dd°f) +(1- 5)\)% Abr=1.
Nous allons montrer qu’il existe A9 > 0 et g > 0 tel que si € < g9 et A = )\, le premier terme
est une forme différentielle de type (1,1), lisse et strictement positive. Si de plus € < 1/Ag, le
second terme est un courant positif, ce qui conclura la démonstration du lemme.

Le premier terme s’interpréte en effet comme une forme hermitienne sur le fibré tangent de G.
La restriction de ce fibré aux ouverts U; et Uz de G, définis par [t| < 2 et [t| > 1/2, est triviale,
une base du fibré dual étant donnée par I’adjonction de dt (resp. de d(1/t)) a une base de Q.
Dans ces ouverts, cette forme hermitienne s’€écrit ainsi par blocs

(hA(z) +ea(z,t) eb(z,t) )
eb*(z,t) ec(z,t) +ek(t) )’

ol a, b et ¢ se déduisent des coordonnées de dd°f dans les bases locales du fibré cotangent,
tandis que x(t) vaut (2mr(1 + [t*)?) ! dans U et (2m(1+(1/t%)?) ~! dans Us. Les coefficients
de cette matrice sont en particulier des fonctions continues de (z,t) € Uy (resp. Uz).

Une telle matrice hermitienne est définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux
sont positifs. Par relative compacité des deux ouverts U; et Uy, il existe ainsi une constante 1 > 0
telle que, pour || < €1, les g premiers mineurs sont > 0 en tout point de G. Si || < €1, il reste 2
s’assurer de la positivité du discriminant de la forme hermitienne. Or, le discriminant s’écrit, en
développant suivant la derni¢re colonne,

e(Ak(t) + c(z,t)) det(ha + £a(z,t)) + O(e?),

le O étant uniforme sur Uy et Us. Par compacité, il existe Ag tel que Aok (t) + ¢(z,t) > 0 en tout
point de G. Alors, lorsque € > 0 tend vers 0, le premier terme domine et le discriminant est bien
strictement positif dés que € > 0 est assez petit. 0O

Preuve du théoréme 6.1 quand V = G.-Soit f:G — R une fonction continue que le
théoreme de Stone—Weierstral nous permet en fait de supposer C*° sur . Choisissons une
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fonction ® comme dans le lemme 6.4. En lui appliquant la proposition 6.2, il en résulte I’inégalité

(*) liminf/@po(z") >/<I>VZ.
n
2 J

G

LEMME 6.5. — La mesure ¢, (£)Y™ G (définie par la proposition-définition 1.7) est un multiple
de la mesure de Haar portée par le sous-groupe compact maximal de G(C).

Démonstration. — En effet, la derniere formule du lemme 6.3 implique que le support de cette
mesure est contenu dans le sous groupe compact maximal de G(C). D’autre part, les métriques
hermitiennes étant invariantes par translation d’un point de torsion, cette mesure est invariante
par translation d’un point de torsion de G(C). Comme les points de torsion de G sont denses
(pour la topologie complexe) dans le sous-groupe compact maximal, cette mesure est invariante
par translation par tout point du sous-groupe compact maximal. C’est donc un multiple de la
mesure de Haar. O

11 s’ensuit que I’on peut remplacer ® par f dans le second membre de 1’inégalité ().

LEMME 6.6.— Ona

R

O(zn)

Preuve du lemme. — On sait que hz(z,,) tend vers 0. Ecrivons z,, = (2n,tn) pour z, € A et
tn € Gp, de sorte que

hz(zn) = hyz(zn) + hgory(tn)

et ces deux termes étant positifs, ils tendent tous deux vers 0. La décomposition en facteurs
locaux positifs de la hauteur de Weil sur P! implique alors que le terme local 4 I’infini tend aussi
vers 0.

Comme la fonction (z,t) — —logmax(1,|t|) = §(t) mesure la «distance» au sous-groupe
compact maximal de G, les conjugués de z,, tendent en moyenne vers ce sous-groupe compact
maximal. Précisément, si t € Gm(a),

1
hoem®) =~ #0(t)

#{r € O(t); 6(t) = a} '

Z logmax(1,|7]) 2 a 200

TEO(t)

(C’est I’inégalité de Bienaymé-Tchébitchev.) Par suite, si (cv,) est une suite de réels positifs, la
proportion des conjugués de x,, dont la distance au sous-groupe compact maximal de G(C) est
supérieure & «;, est majorée par h(z,)/ay,. D autre part, la fonction ® — f est continue, nulle
sur le sous-groupe compact maximal de G(C) ; il existe donc une fonction & — w(a) tendant
vers 0 en 0 telle que si la distance de = au sous-groupe compact maximal est inférieure a «,
|(f — ®)(z)] € w(e). On a alors I'inégalité

‘/(‘I’ = Fbo(en) h(an)
v

1 1 .
<Eow] X tgopy 2 el +lf-el=z

points proches points loins "

11 suffit de choisir a;, = y/h(x,,) pour obtenir le lemme annoncé.

Remarquons que ce lemme n’a pas fait intervenir V' et implique que toute mesure limite d’une
suite de mesures de la forme (10 (s,,)) pour une suite (z,,) de petits points est concentrée sur le
sous-groupe compact maximal de G(C). O

4¢ SERIE — TOME 33 — 2000 - N° 6



POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 815

En utilisant le lemme, nous obtenons 1’inégalité

() iminf [ fuoe, > [ oz
G G

En appliquant cette inégalité 2 — f, nous en déduisons le théoréme 6.1 quand V = G, c’est-a-
dire le théoréme d’équirépartition pour une suite générique dans une variété semi-abélienne de
rang torique 1. O

Preuve du théoréme 6.1 quand V # G. — Donnons-nous une fonction continue f sur V(C).
En vertu des théorémes de Tietze—Urysohn et Stone—Weierstral3, nous pouvons supposer que f
est la restriction 4 V' d’une fonction C* sur G(C).

Soit V' C V I’ensemble des points ot la projection naturelle 7 : V — A n’est pas étale. Comme
V est irréductible, dim V'’ < dim V' et son image 7(V”) est de dimension < dim A.

Fixons une famille (py)x>o de fonctions C* sur A(C) telles que pour tout A >0, ona:

-0<pa<l;

— px = 0 dans un voisinage ouvert Uy de (V') ;

— px = 1 hors d’un voisinage W de (V') ;
et telle que de plus py converge simplement vers la fonction caractéristique du complémentaire
dans 7(V") quand A — 0. Définissons ensuite une fonction fy sur G(C) en posant fy = f-pyo.

LEMME 6.7. - Pour tout A > 0, il existe € > 0 tel que pour |e| < €, le courant de type (1,1),
c1(L|v) + edd®fx est positif ou nul.

Preuve du lemme. — En effet, il est positif dans le voisinage oYU NV de V' puisque
fr yestnuletci(L|y) y est positif. De plus, sur V ~\ w=(Uy), le courant ¢ (L) est minoré

par le courant 7*c1 (M), lequel est strictement positif puisque 7 : V' — A est étale hors de
7~ 1(Ux) D V. Ainsi, pour ¢ assez petit, c1(L|y) + €dd®f) est positif hors de Uy. O

Le lemme précédent montre que nous pouvons appliquer la proposition 6.2 aux fonctions f)
et —fy, d’ou I’égalité

(% %) liylln/fA.UO(xn) =/f>\VZ|V'
% 1%

Remarquons maintenant que la suite 7(z,,) est une suite générique de petits points dans A.
D’aprés le théoréme d’équirépartition de Szpiro, Ullmo et Zhang [29], la suite 7(x,,) est donc
équirépartie dans A(C) pour la mesure p 4 de Haar normalisée de A(C). En particulier,

lim sup f 1F = o < I Flua(W).
Vv

Quand A — 0, u4(W)) tend par convergence dominée vers p4 (V') =0.
De méme, quand A — 0, [;, favz,, converge vers J, - Le-in(vn)frzys 088 Lian(yry

désigne la fonction indicatrice de 7~ *7(V’) C G. Comme f est bornée, il suffit donc de montrer
que

/17r—1,r(V/)C1(Zv)dimV =0.
|4
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Ceci est vrai parce que 7~ 17(V') est une sous-variété algébrique stricte de V, donc un ensemble
complet pluripolaire; un tel ensemble est ainsi de capacité nulle, c’est-a-dire négligeable pour
des mesures du type Bedford—Taylor (voir par exemple la proposition 4.6.4 de [15], déja utilisée
dans la justification de la définition 1.7).

Ainsi, en faisant tendre A vers 0 dans I’ égalité (x x x), nous obtenons 1’ égalité du théoréme 6.1,
lequel se trouve donc démontré. O

7. Preuve de la conjecture de Bogomolov pour les variétés semi-abéliennes isotriviales

THEOREME 7.1.— Si G est une variété abélienne isotriviale, les conjectures 5.1, 5.2 et 5.3
sont vraies.

La démonstration de ce théoreme est 1’objet de ce paragraphe. Remarquons qu’il nous suffit
de démontrer la conjecture 5.3 ; comme il a été rappelé au paragraphe 2, la conjecture 5.1 en est
une conséquence. On peut aussi supposer que G est un produit A x T'.

La premiere étape de la démonstration consiste a traiter le cas d’une variété semi-abélienne
dont le rang torique est égal a 1.

PROPOSITION 7.2.— Soient G une variété semi-abélienne de rang torique 1 sur un corps de
nombres k et (z,,) une suite de petits points de G(k). On suppose que cette suite (,,) est stricte,
c’est-a-dire qu’aucune sous-suite n’est contenue dans un sous-groupe algébrique strict de G.

Alors, elle est générique.

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde et supposons, quitte a extraire une sous-suite, que
la suite (z,,) converge vers le point générique d’une sous-variété irréductible V' distincte de G.

Comme la hauteur d’un point de G(Q) est supérieure ou égale a celle de son image dans la variété
abélienne, la suite (7(x,)) de points de A(Q) est une suite de petits points, stricte puisque la
suite (z,,) est stricte dans G. D’apres le théoréme de Zhang [35] (conjecture de Bogomolov
généralisée aux sous-variétés de variétés abéliennes), (V') = A. Ainsi, ou bien dim V' = dim A
et la projection V — A est génériquement étale, ou bien dimV >dim Aetl’'ona V =G.

On peut de plus supposer que le fibré inversible ample £ choisi sur G est égal a 7* M ® Op(1).
Alors, il résulte du théoreme 6.1 que la suite des mesures de probabilité (uo(xn)) associée a la

suite (x,,) converge vaguement vers la mesure

(1.3) (r*c1 (M) +c1(Op (D)) ™Y/ deg,. V.

D’apres le théoréeme d’équirépartition de Szpiro, Ullmo et Zhang ([29]), la suite des mesures
attachée a la suite 7(z,,) converge vaguement pour la mesure

(7.4) (cr (M) ™/ degq A

Cela implique I’égalité de I'image directe sur A de la mesure (7.3) et de la mesure (7.4).
En développant I’égalité obtenue, on obtient, usant du fait que 7:V — A est génériquement
fini, que les courants Ty = ¢y (M)H™A~1 A 1.c;(Op(1)]y) et Tp = c;(M)d™4 sont
proportionnels.

LEMME 7.2. - Le support du courant c1( Op(1)|v) est inclus dans 'intersection de V (C) et
du sous-groupe compact maximal de G(C).

Démonstration. — Hors de I’intersection de V(C) et du sous-groupe compact maximal de
G(C), la formule donnée dans le lemme 6.3 montre que la métrique canonique sur Op(1)|y
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est lisse. On peut donc, sur cet ouvert, calculer le courant de courbure en restreignant le courant
de courbure de Op(1) sur G(C). Le calcul du courant a été fait dans le lemme cité; il est
précisément nul hors du sous-groupe compact maximal. O

Nous reprenons la démonstration de la proposition 7.2 en distinguant deux cas.

Premier cas : supposons que V N D # (), D désignant le diviseur «a ’infini» dans la
compactification G = A x P'. Comme dans le lemme 6.3, la section canonique sp de Op (1)
s’interpréte comme la fonction méromorphe 1/¢. Comme elle n’est pas constante sur V, elle
n’est nulle part localement de module constant sur V, si bien qu’on peut trouver une fibre de
V(C) — A(C) qui ne rencontre pas le sous-groupe compact maximal de G(C). En particulier,
¢1(Op(1)|v) estnul au voisinage de cette fibre et par conséquent, le support de T} est strictement
inclus dans A. Comme 7% est une forme différentielle partout strictement positive sur A, on a
nécessairement 77 = 0.

Or, I'intégrale

/ﬂ*cl(M)dimV_l Acy(Op(D)ly)
v

calcule le degré relativement au fibré inversible ample M du cycle 7.(V - D) € CH*(A). La
nullité de 77 implique que ce degré est nul. Or, I'intersection V - D est propre, V n’étant pas
contenue dans D, si bien qu’un représentant de V' - D est donné par une somme . n;[V;], ol
les V; sont les composantes irréductibles de V' N D et les n; des entiers strictement positifs. On
obtient que V N D = (), ce qui est absurde.

Deuxiéme cas : supposons que V N D = (). Dans ce cas, V est affine et propre sur A et
7:V — A est fini. Cela fournit une équation pour V dans A x P! :

t4+ a1 ()t + -+ aq(z) =0.

Comme V N D = (b, on voit que pour tout ¢, a; est une fonction réguliere sur A, donc une
constante. Autrement dit, V = A x V1, ot V; est un ensemble fini de points de A'. On en déduit
qu’il existe une suite de points de V; dont les hauteurs tendent vers 0, si bien que V; contient
un point de torsion. Puisque V' est irréductible, V; est formé de points de torsion et V' est une
sous-variété de torsion, contrairement a I’hypothese que la suite (z,,) est stricte. Nous avons donc
démontré que la suite (z,,) est générique dans G. O

Preuve de la conjecture 5.3.— Soit (z,,) une suite stricte de petits points de G(k). Pour
simplifier les notations, on note v la mesure de Haar normalisée portée par le sous-groupe
compact maximal de G(C).

Pour tout caractére du tore ¢ : T' — Gy, on peut pousser la situation le long de 1), ce qui nous
fournit une variété semi-abélienne Gy = A x Gp, de rang torique 1, munie d’un morphisme
¥:G — Gy, ainsi qu’une suite de petits points Ty ,, = () € Gy (k). Sauf si ¢ est le caractére
trivial, cette suite est stricte. D’apres la proposition précédente, elle est donc générique.

La suite des orbites 6oz, ,,) est, en vertu de la proposition 7.2, équirépartie pour la mesure de
Haar normalisée v, .

Alors, si p est une valeur d’adhérence de la suite de mesures 6o(,,), On voit que pour tout
caractere v non trivial, Y. pu =vg, .

D’autre part, le support de p est inclus dans I’intersection des images réciproques par ¢ du
sous-groupe compact maximal de Gy, (C), ¢’est-2-dire que u est une mesure de probabilité portée
par le sous-groupe compact maximal de G(C).

Or, la mesure v a toutes ces propriétés et la théorie des séries de Fourier implique que 1 = vg.
Comme I’ensemble des mesures de probabilité sur G(C) est compact pour la topologie faible-
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(théoréme de Banach—Alaoglu), la suite 6o (,,,) converge vers la mesure v, ainsi qu’il fallait le
démontrer. O

Nous avons donc prouvé I’analogue de la conjecture de Bogomolov pour une variété semi-
abélienne isotriviale.
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Appendice : le théoréme d’équirépartition de Bilu via la géométrie d’Arakelov

Nous démontrons dans ce paragraphe un théoréme d’équirépartition pour une suite générique
de petits points (ce qui revient a stricte, dans ce cas) dans P! df initialement & Bilu [3]. Il a
montré comment en déduire la conjecture de Bogomolov pour un tore (i.e. quand A = 0, avec
nos notations).

THEOREME (Bilu). — Soit (x,)neN une suite d’éléments de Gm(a) = 6*. On suppose :

— qu’aucune sous-suite n’est constante (i.e., la suite (r,,) est générique);

— que la hauteur normalisée de x,, tend vers 0 quand n — +oc.
Notons O(z,,) 'adhérence de x,, € P*(Q) dans PG, Alors, pour toute fonction continue
f:PY(C)—R, onala convergence :

1

27
! %
Gard Oz, f@) — 5= [ ") ab.
0

z€0(z,)(C)

. . 1
Autrement dit, la suite des mesures W‘SO(%)(C) converge vaguement vers la mesure de
Haar normalisée sur le sous-groupe compact maximal de G,.

Démonstration. — La densité des fonctions de classe C*° dans les fonctions continues sur
P1(C) nous permet de supposer que f est C*. Soit alors ® : P!(C) — R continue telle que :

- ®=fsurS!;

— ® est harmonique sur les deux disques de P! (C) bordés par S! (d’équations en coordonnée

inhomogene, |z| < 1 et |z| > 1).

L’existence et 'unicité de ® est classique (noyau de Poisson), on vérifie par un calcul explicite
que dd°® est une mesure portée par le cercle unité, absolument continue par rapport a la mesure
de Haar sur ce cercle. En effet, soit f(e'?) = Y onezCn ¢ la série de Fourier de f sur le cercle
unité ; on pose

d(re) = Z Cpmin(r™, r") e,
nez
Alors,

; do
dd°® = — e ) — A8,
(S ptene™) g7 280
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est une mesure concentrée sur le cercle unité, absolument continue par rapport a la mesure de
Haar sur le cercle unité.

Soit £ le fibré inversible hermitien Op1(1) muni de sa métrique canonique, dont la forme de
courbure est la mesure de Haar — d6 portée par le sous-groupe compact maximal de C*. Pour
A € R, définissons L(\®) comme le fibré en droites hermitien suivant : c’est £ comme fibré en
droites, la métrique étant celle de £ multipliée par exp(—A®). La forme de courbure de £(\®)
est égale a

c1(£) + Add°®

Autrement dit, elle est nulle hors du sous-groupe compact maximal et positive sur le cercle unité
si |\| est assez petit.

D’apres le théoreme 1.10 de [34] sur I’amplitude arithmétique, conséquence du théoreme de
Hilbert-Samuel arithmétique, on a

liminfhz, ) () > hz(rg) (P1),

soit
1

mwz O(z)) 2 A / ®ci (L) +0(N?).

liminf A (
n
€0(zn) P1(C)

Si I’on fait tendre A vers 0, par valeurs supérieures ou inférieures, on obtient alors

27
0
hrrlncardo ) > o= /<I>(e ) dé.
z€0(zn) 0

Comme ® = f sur S?, on peut remplacer ® par f dans cette derniere intégrale. D’autre part,
. ~* . . . . P
la hauteur d’un point £ € Q est minorée par la demi-somme des composantes archimédiennes
des hauteurs de & et £ 71, ¢’est-a-dire

L max (€)1
"O> e, 3 e @),

soit

=1 1 . .
h(&)= CardO(¢) x;@)yogma (], || 7).

Notons que la fonction z — d(z) = % log max(|z|,|z|~') mesure la «distance» de z au cercle
unité.

Comme la suite h(z,,) tend vers 0 et comme aucune sous-suite n’est constante, le théoréme
de Northcott implique que lim Card O(x,,) = +00. Soit pour tout 7 un réel v, > 0 ; on suppose
que o, — 0. La proportion des = € O(z,,) tels que d(z) > «, s’estime ainsi :

h(zy,)

Qn

Card{z € O(z,); d(z) > a,} < Card O(z,,)

Remarquons alors que
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Yo fe)- Y o

zGO(wn) .'L‘EO(xn)
< DY f@-2@)|+ Y |f@) -2
d(z)Zon d(z)<an
< Card{z € O(z,);d(z) 2 an}||f — ?|lco + CardO(zy,) sup |f— @]

d(z)<an
h(z,
< CardO(e) ("2 1 - 8l 41
n
d’apres I’uniforme continuité de f — ® sur P1(C) et le fait que a;, — 0. On choisit maintenant

apn, = +y/h(z,). Ainsi,

CardO (zn) Z I CardO xn) Z &(x)
z€0(zn) z€0(zn)

converge vers 0.
En définitive, nous avons prouvé que

CardO CardO(z,,) Z /()

eo(zn)
converge vers
2w
= [ #(c)a6
o ’
0
ce qui conclut la preuve du théoreme. O
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