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EQUISINGULARITÉ RÉELLE :
NOMBRES DE LELONG ET IMAGES POLAIRES

PAR GEORGES COMTE

RÉSUMÉ. - Nous mettons en évidence le rôle des équivalents réels des variétés polaires complexes
de codimension 1 et celui de leurs images par les projections qui les définissent, dans l'obtention d'une
condition d'équisingularité en géométrie sous-analytique, substitut de l'équimultiplicité : la continuité
des nombres de Leiong. Il s'ensuit que ces nombres sont continus le long de strates de Verdier; ce qui
étend au cadre réel un théorème de Hironaka. La preuve repose sur une formule du type Cauchy-Crofton
pour les nombres de Leiong des ensembles sous-analytiques. © 2000 Éditions scientifiques et médicales
Eisevier SAS

ABSTRACT. - We explain how real analogues of codimension 1 complex polar varieties, and their images
under thé projections defining them, can be used to obtain an equisingularity condition in subanalytic geo-
metry which is a real version of equimultiplicity: thé continuity of thé Leiong numbers. It follows that
thèse numbers are continuous along Verdier strata; extending to thé reals a theorem of Hironaka. Thé
proof is based on a Cauchy-Crofton formula for thé Leiong numbers of subanalytic sets. © 2000 Éditions
scientifiques et médicales Eisevier SAS

0. Introduction

Ce travail s'inscrit dans la perspective, déplacée en réel, de la théorie de l'équisingula-
rité initiée par Zariski dans les années soixante [64,65,67] pour les ensembles analytiques
complexes.

Pour une hypersurface analytique V C C724"1, Zariski propose dans [65] la définition suivante
de l'équisingularité en y de V le long d'une variété analytique lisse Y C V^^ (y e y) :

V est équisingulier le long de y s ' i l existe une projection linéaire TT'.C^1 —> C^
(8) transverse à Y en y telle que ^(C^^ U V8111^) soit équisingulier le long de 7r{y)

en7r(y).

Les notations sont les suivantes : V^ désigne le lieu régulier de V, V811^ = V \ V^ le lieu
singulier de V et C^^ le lieu critique de la restriction de TT à V^.

L'équisingularité est définie par induction sur la codimension de y dans V ; on fait décroître
celle-ci par projection transverse, le lieu discriminant 7r(C^^ U V811^) étant une hypersurface
de C71. Lorsque y est de codimension 1, on dit que V est équisingulier en y le long de y si
y = y^g et si le lieu polaire C^^ est vide, au voisinage de y . Cette définition est motivée par le
fait qu'en codimension 1 la théorie de l'équisingularité est complète ([64], (II)) : {8) équivaut à
la trivialité topologique, aux conditions de Whitney et implique l'équimultiplicité.
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758 G. COMTE

Zariski lui-même, Thom, Whitney, Hironaka, Teissier, Le Dûng Tràng, Henry et Merle entre
autres ont développé la théorie définissant et comparant des conditions de régularité algébriques,
numériques, topologiques et différentielles liées à l'équi singularité. Sans donner un panorama
détaillé de ces trente années de recherche en théorie des singularités, on peut tout de même citer
les résultats exemplaires suivants :

La condition (8) implique la trivialité topologique [60,61] et l'équimultiplicité [66]. Si
dans la définition de (<?) la projection TT satisfait une condition générique supplémentaire
Speder a prouvé [50] que £ implique les conditions de Whitney. Pour les familles analytiques
d'hypersurfaces de C72 à singularité isolée la constance du nombre de Milnor équivaut à la
trivialité topologique, lorsque n ̂  3 ([3l], [53]), les conditions de Whitney équivalent à la
constance des nombres de Milnor des sections planes génériques successives ([53], [2]). Enfin
en toutes dimensions (V n'est pas nécessairement une hypersurface), les conditions de Whitney
impliquent l'équimultiplicité [24], la trivialité topologique ([58,37]) et équivalent à la condition
de Verdier et à l'équimultiplicité des variétés polaires ([55], [21] et [23] pour la version relative).

Il nous importe ici de connaître ce qui subsiste en géométrie sous-analytique, ou plus géné-
ralement en géométrie modérée réelle (celle des catégories d'ensembles définissables dans une
structure o-minimale sur le corps des réels, cf. [12] pour les définitions et propriétés de base ou
[56] pour un point de vue plus dégagé) des résultats de Zariski et Hironaka évoqués ci-dessus
concernant la multiplicité, qui est l'invariant le plus élémentaire du point de vue de la géométrie
analytique complexe. Énonçons-les précisément :

THÉORÈME 0.1 ([24]). - Soit A un ensemble analytique complexe de C7', Y C A un ensemble
analytique complexe non singulier et y e Y.

(i) Si au voisinage de y , A est normalement pseudo-plat au-dessus de y, la multiplicité de
A est constante le long de y au voisinage de y (l'équivalence a en réalité lieu, cf. [55],
théorème 5.5 ; [22], théorème 6.3 ; [36] ; [47]).

(ii) Pour tout couple de strates (Z, Y) d'une stratification de Whitney de A, Z est normale-
ment pseudo-plat au-dessus de Y et donc A est équimultiple le long de strates de Whitney.

THÉORÈME 0.2 ([66,54]). - Soit V une hypersurface de C^, Y C V81^ un ensemble
analytique non singulier et y e y.

Il existe un ouvert de Zariski dense dans l'espace projectif des droites complexes de
C7^1 tel que pour toute projection linéaire TT de noyau dans cet ouvert, V équimultiplicité de
7r{C^-^ U V8111^) le long de TrÇV) au voisinage de y implique U équimultiplicité de V le long de y
au voisinage de y , et il existe un voisinage ouvert ̂  de y dans C7^1, tel que :

^nv)n7^-l^{y))=y.
En particulier, si V est équisingulier en y le long de y, V est équimultiple le long de y au

voisinage de y.

Bien sûr dans le contexte sous-analytique les objets de nature purement algébrique de la
catégorie analytique complexe n'ont plus cours. On peut cependant leur substituer des notions
sous-analytiques : la multiplicité devient le nombre de Leiong, c'est-à-dire la densité locale ([11],
[7] ou [5], corollaire 2.3), l'équimultiplicité devient la continuité du nombre de Leiong ou la
pseudo-platitude normale.

Pour X un sous-analytique de W1 de dimension A; et Y un sous-analytique lisse de W1, on
s'attache tout particulièrement à établir des conditions de régularité qui imposées le long de
7r(V) au lieu de branchement 7r(C^ U X811^) des projections générales de X sur des plans
de dimension k, assurent la continuité des nombres de Leiong de X sur Y (théorème 0.3). On
amorce par là l'étude au premier cran d'une théorie de l'équisingularité réelle sur le modèle de
ce qui est connu en complexe.
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Nous montrons les théorèmes suivants.

THÉORÈME 0.3. - Soient X un sous-analytique de W1 et Y un sous-analytique lisse de W1.
Si X est normalement pseudo-plat au-dessus de Y (resp. équisécable le long de Y) et si les lieux
discriminants locaux généraux de X sont normalement pseudo-plats au-dessus des images de Y
(resp. équisécables le long des images de Y), la densité de X est continue le long de Y.

THÉORÈME 0.4. -Soient X un sous-analytique de W1 et Y une strate d'une stratification
de Verdier (resp. une stratification (&*) -régulière, une stratification de Whitney avec Y de
dimension 1) de adh(X), la densité de X est continue le long de Y.

Du fait de l'équivalence en complexe des conditions (b) de Whitney et (w) de Verdier (cf. [55,
21]), le théorème 0.4 étend au réel le théorème 0.1 (ii) de Hironaka.

Le théorème 0.3 est la version réelle du théorème 0.2 de Zariski (en codimension quelconque)
ou du théorème 0.1 (i) de Hironaka ; car en réel la seule pseudo-platitude normale ne suffit pas à
la continuité de la densité, comme le montre l'exemple ci-dessous.

Un exemple. - Considérons l'ensemble semi-algébrique de M3 défini par :

X={(x,y,z)eR3; zsy=4.x3 -3xz6, z>0}.

La densité de X le long de Y = {(x, y , z) e M3; x = z = 0} n'est pas continue en l'origine ; elle
vaut 1/2 sur Y \ {0} et 1 en 0, mais le cône normal à Y dans X est le produit Y x R+.

Néanmoins, pourvu que l'on considère des ensembles sous-analytiques de dimension maxi-
male dans M", la pseudo-platitude normale ou les conditions de Whitney d'une stratification
impliquent la continuité de la densité du stratifié sur ses strates (proposition 2.6). Dans ce cas le.
seul discriminant de X est sa frontière, qui est bien normalement pseudo-plate le long de strates
de Whitney.

C'est une formule de représentation intégrale du type Cauchy-Crofton pour la densité (théo-
rèmes 1.10 et 1.16), énoncée sans preuve dans [5], qui en réduisant l'étude de la densité d'un
sous-analytique de dimension k à celle d'ouverts de R^ (les profils polaires locaux), permet de
se ramener à la géométrie des discriminants locaux, et d'obtenir le théorème 0.3.

Ce travail est donc divisé en trois parties : dans la première on établit la formule de Cauchy-
Crofton pour la densité, dans la deuxième on donne des conditions suffisant à la continuité de la
densité des sous-analytiques de codimension nulle et dans la troisième on traite le cas général en
démontrant les théorèmes 0.3 et 0.4.

Remarque. - Le terme sous-analytique est à prendre dans son acception la plus large. Les
preuves de cet article étant valables dans toute catégorie où les propriétés de finitude locale des
ensembles sous-analytiques ont lieu, en particulier dans les catégories d'ensembles définissables
dans une structure o-minimale sur le corps (M, +, •) (exceptée la version lipschitzienne de 1.9).

1. Formule de Cauchy-Crofton pour la densité

La très classique formule de Fédérer pour la mesure intégrale-géométrique de Favard ou
formule de Cauchy-Crofton ([13], 5.11 ou [14], théorème 2.10.15) assure que pour tout sous-
ensemble borné X de M71, (7-^, fc)-rectifiable (7^ est la mesure de Hausdorff fc-dimensionnelle),
le /c-volume de X est donné par l'égalité :

"'w° / /w(^"-'^>d^^)•
yçG(fc,n) yCV

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



760 G. COMTE

où G(k,n) est la Grassmannienne des A:-plans vectoriels de R^, 7^ sa mesure unitaire inva-
riante sous l'action du groupe orthogonal, NÇjrv.X.y) est le cardinal de la fibre au-dessus de
y de la restriction à X de la projection orthogonale TIV de R^ sur V et f3(k, n} est la constante
P(^)P(n^±l)/P(^P(î^ ̂ ^ p la fonction d'Euler.

Si X est un ensemble sous-analytique borné ou plus généralement, si X est dans une catégorie
où a lieu le théorème de Gabrielov [15] de finitude uniforme du nombre de composantes connexes
des fibres des projections de X, pour V dans un ouvert sous-analytique dense de G(k,n), on
peut décomposer 7ry(X) (à un sous-analytique négligeable près) en domaines K^ , . . . ,K^
au-dessus desquels TTV\X est un revêtement à E^ feuillets.

Le symbole IE désignant la fonction caractérisque de l'ensemble E, notons s (V) la fonction
(sous-analytiquement) constructible dont une présentation est ^^Ji Ejl^v. Cette présentation
n'est pas unique, mais par additivité du volume, le volume de s(V) défini par ^{sÇV)) =
^Ji Ej^ÇKj) est indépendant de la présentation de s (V).

La formule de Cauchy-Crofton pour le volume s'écrit alors :

(GCV) Hk(x)= [ ^(.(y))^^.
yçG(/c,n)

Autrement dit, le volume de X est la moyenne des volumes pondérés des projetés de X,
Nous montrons dans cette première section que l'on peut localiser cette formule (à une

constante multiplicative près), en échangeant volume et densité locale : la densité d'un (germe)
sous-analytique est la moyenne des densités pondérées de ses projetés sur des A;-plans généraux.

Rappelons qu'étant donné X un sous-ensemble de W1 et x e W1, ̂  désignant le ^-volume de
la boule unité B^ ^ de M^, si le rapport H^ÇX D B^ ^) / ' IJL^ admet une limite quand r tend
vers 0, on dit que X possède la propriété de ^-densité en x, et on note cette limite Q^{X, x) ; il
s'agit de la densité ou nombre de Leiong de X en a; (cf. [1,48] pour les origines).

C'est Leiong qui le premier a remarqué qu'un ensemble analytique complexe fermé A C C^
de dimension (complexe) k admet la propriété de 2A;-densité en chacun de ses points [30], Thie
a ensuite montré que 0'2k(A, x) est un entier [57] et Draper a prouvé dans [11] que Q^kÇA, x)
est la multiplicité e(A, x) de A en x, généralisant en toutes dimensions le résultat de Stoll pour
les hypersurfaces [51].

Un théorème dû à Kurdyka et Raby [29] étend la propriété de A:-densité aux ensembles
sous-analytiques de dimension k et une conséquence du théorème de préparation des fonctions
sous-analytiques ([44] et [34]) est le caractère Log-analytique de la fonction densité d'un
sous-analytique global ([35] et [6]). Précisément, si X est un sous-analytique global, il existe
un polynôme P et des fonctions sous-analytiques globales A i , . . . , A ^ tels que Ok{X,x) =
P(Ai,. . . ,Ar, LogAi, . . . , LogAr)(x).

Notons XQ le germe à l'origine de l'ensemble sous-analytique X de IR^ de dimension k.
Pour V dans un ouvert sous-analytique dense de G(A',n), le projeté TTy(Xo) définit bien un
germe de V (proposition 1.6) que l'on peut décomposer (à un germe de sous-analytique de
dimension < k près) en domaines 1C\\..., /C^ (les profils polaires locaux de X associés à V)
au-dessus desquels TTy^ est un revêtement de degré ej (la multiplicité du profil polaire local
/Cp (définition 1.8).

Notons a(V) le germe de la fonction (sous-analytiquement) constructible dont une présenta-
tion est ]L î e^^-îcv- P^ additivité de la densité, la densité de a(V) en 0 peut être définie par
l'égalité : e,(a(Y),0) = E;Ji ̂ 6,(/C^O).
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Nous allons montrer la version locale de (ÇCV) ou formule de Cauchy-Crofton pour la densité
(théorème 1.10) :

(̂ D) Ok{x^)= ( Qk^(v)^)d^n(v).
yeG(/c,n)

Remarquons que la mesure qui intervient dans (ÇCV) est la mesure unitaire 7^ et non
7/c,n//0(A;, n} comme dans la formule (ÇCV).

En réalité on obtient un résultat un peu plus général. Soit G un sous-groupe du groupe
orthogonal qui agit transitivement sur un sous-ensemble Q de G(A:, n), /^ une mesure unitaire
sur Q, G-invariante et telle que ^^{G n £x) = 1. Si les espaces tangents à CoX sont dans G et
s'il existe V e G tel que le fixateur de V agissent transitivement sur le Â:-espace V, pour calculer
la densité de X en 0, il suffit d'intégrer la densité de a sur Q relativement à ^k,n (théorème 1.16).
En particulier, lorsque X est un ensemble analytique complexe de C^ la version complexe de
(ÇCV) n'est rien d'autre que le théorème de Draper (corollaire 1.17).

Nous noterons X^ la partie régulière de X de dimension k, c'est-à-dire l'ensemble des points
de X au voisinage desquels X est une sous-variété de classe au moins C1 de M^ et de dimension
k = dim(X), fr(X) = adh(X) \ X^, X^ le germe de X au point x, C^X le cône tangent de
Xenx (C^X = {v e M71 ; \/e > 0, 3z e X, 3A > 0 tels que \x - z\ < e et v - \(z - x)\ < e})
et TTy la projection orthogonale de R71 sur le A;-plan vectoriel V.

DÉFINITION 1.1. - Soit X un ensemble sous-analytique de R" de dimension k.
(i) Le lieu critique {x e X^ ; T^X^ H V^ ^ {0}} de la restriction de TTy à X^ sera

noté C-^y et appelé lieu polaire de X associé à V.
(ii) Le sous-analytique TIV (Cvry ̂  ) sera appelé V image polaire de X associée à V.

(iii) Le sous-analytique ̂ v(Ç^^ U fr(X)) sera appelé lieu discriminant de X associé à V.

Remarque. -Étant donné un sous-espace vectoriel général Dk-s-\-i de C^ de codimension
(complexe) k-s-\-l(0 ̂  s ̂ k) etp•.CN -^ C^-^1 une projection linéaire de noyau £^-5+1,
la variété polaire Ps(p) d'un espace analytique complexe réduit A C C^, de dimension pure k,
associée à p est définie par Le et Teissier dans [32] comme l'adhérence dans A du lieu critique de
la restriction de p à A^. Lorsque Dk-s^i est général, il résulte du théorème de Kleiman [26]
que Pg(p) est un sous-espace analytique fermé de A, de codimension pure s, ou vide ([55]
Chap. IV, définition 1.4).

Pour établir la formule de Cauchy-Crofton pour la densité du germe Xo, seul l'équivalent
sous-analytique de Pi (p) sera envisagé. On parlera ainsi toujours par la suite du lieu polaire, de
l'image polaire (définition 1.1), du lieu polaire local ou de l'image polaire locale (définition 1.8)
associés à des projections de X sur des plans vectoriels de M71 de même dimension que X.

Le lemme suivant fait apparaître le lieu discriminant de X associé à V comme un discriminant
des valeurs de la fonction N(-Ky,X, '):V 3yv-> card(X ^}7^~l({y}).

LEMME 1.2. - Supposons X borné.
(i) Le lieu polaire C^^ est un sous-analytique fermé de X^ et 7Ty(C^ ) C V est un

sous-analytique de dimension <k de TVvÇX^).
(ii) En dehors du sous-analytique 7Tv(C^y^) la fonction N(7^v,Xrèg, •) est uniformément

bornée. De plus, 7Tv(X) \7Tv(C^v\x Ufr(X)) est un sous-analytique ouvert de V sur les
composantes connexes duquel la fonction N(^y,X, ' ) est constante.

Preuve. - (i) résulte de la sous-analyticité de l'application tangente [9] et du théorème de Sard.
Le point (ii) résulte de la propriété de finitude uniforme du nombre de composantes connexes des
fibres des projections de X ([15], [8]). D
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762 G. COMTE

Le lemme 1.2 permet de compléter la définition 1.1 :

DÉFINITION 1.3.- Supposons X borné.
(i) Les composantes connexes de l'ouvert 7Ty(X) \ ^v(C^ U fr(X)) sont des ouverts

sous-analytiques de V notés K^ , . . . , K^ (ou (K^'^ç^ .,,Ny} s'il y a ambiguïté) et
seront appelés les profils polaires de X associés à V.

(ii) La valeur de la fonction NÇ-n-v, X, •) sur le profil polaire K^ sera notée E^ (ou ̂ xy s'il
y a ambiguïté) et appelée multiplicité du profil polaire K^.

Montrons maintenant le lemme suivant, qui est bien connu :

LEMME 1.4. - Soit C un cône sous-analytique de W^ de dimension s ^ n — 1 ; c'est-à-dire
que C = {R+ • 6}, où 6 parcourt C un ensemble sous-analytique de Sn~l de dimension s — 1.

(i) II existe pour tout entier q ^ s, un sous-analytique £^ dense dans G(ç, n), tel que pour
tout V C 8^ on ait V^ H C = {0}.

(ii) Si q ^ s — 1, alors V1- H C ^- {0}, pour V dans un sous-analytique d'intérieur non vide
deG(q,n).

Notation. - On supposera dans la suite que 0 <E X et on notera £^^ (qui est aussi £^ adhm)
par £x, ce qui est licite puisque dim(CoX) ^ k.

Preuve. - La preuve de (i) peut se faire par récurrence descendante sur q. Pour q = n — 1, il
suffit de remarquer que C est H ̂ "^-négligeable dans S'2"1 et que G(q,n) = G(n - q,n) =
P^-^R) l'espace projectif réel.

Supposons le lemme démontré pour tout q1, s ^ q < g7 ^ n — 1 et montrons qu'il est alors vrai
pour q, en raisonnant par l'absurde. Si le sous-analytique F = {V e G(ç, n) ; V^ H C ̂  {0}}
n'est pas 7g ̂ -négligeable, il est d'intérieur non vide. Soit VQ un point intérieur de T et
Z = {O}7^-1 x R9+1 tels que VQ C Z et Z^ n C = {0} (un tel VQ et un tel Z existent par
hypothèse de récurrence). Les (n — ç)-plans de G(n — q, n) contenant Z^ sont paramétrés par
gn-(n-g-i)-i ^ gç ̂  ̂ çy^ ̂  ̂  _ ç)_pians distincts n'ont que Z^ en commun. Or il existe un
voisinage de VQ- dans G(n — q, n) pour lequel tous les (n — ç)-plans dans ce voisinage coupent
C : on en déduit que C contient un sous-analytique de dimension q (q ^ 5), ce qui contredit
dim(C) ^5-1.

Pour prouver (ii), on peut utiliser une formule de Cauchy-Crofton sphérique (voir [46]) ;
comme dir^V^ H S71-1) + dim(C7) ^ n - 1, si {Y e G(ç, n) ; V^ HC 7^ {0}} était négligeable,
le volume de C serait nul. a

COROLLAIRE 1.5. -// existe un ouvert sous-analytique dense de G(k,n) (Sx convient) tel
que, pour tout V dans cet ouvert, on ait V existence d'un réel ry > 0 tel que, adh(X H B(Q r ) ) H
^({0})={0}.

LEMME 1.6. -Avec la notation du lemme 1.4, soient V e Ex et le réel ry que lui associe le
corollaire 1.5.

Quels que soient alors Z C adh(X) et les réels TQ et ri vérifiant 0 < TQ < TI < ry, il existe
s > 0 tel que :

(i) B(O,,) n 7Tv(z n B(O,^)) = B(O,,) n 7rv{z n B(O^)),
(ii) B(O,,) H 7ry(fr(Z H B(O^))) = B(O,,) H 7Ty(fr(Z n B(O^))).

Preuve. -Pour montrer (i) on suppose qu'existent TQ et r-i avec ro < ri < ry et une suite
(^n)neN de (Z H B(o,n)) ^ B(o,ro).telle q116 ̂ v(^n) tende vers 0. Considérons (quitte à extraire
une sous-suite de (zn)nçN), z = lim^oo ^n € adh(^ H B(O^)). Comme TTy(^) = 0, on a
^ e V^ H adh(Z n B(O,^)), et comme z ^ B(o,ro). on a de plus z ^ 0. Mais par définition
même de ry, il s'agit d'une contradiction. On procède de même pour montrer (ii). D
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Le lemme 1.6 permet de montrer la proposition 1.7 qui fonde la définition 1.8 des profils
polaires locaux et de leur multiplicité.

PROPOSITION 1.7. -Avec les notations du lemme 1.4 et du corollaire 1.5, soit pour V G <?jc,
le réel ry.

(i) Le germe 7Ty(X H B(o,r)) ^ ̂ (^v^nB u ̂ (^ n B(o,r))) n^ dépend pas de r, dès
que 0 < r < ry.

(ii) Les composantes connexes de TTyÇX H B(o,r)) ^ ^(^-vixnB ^ ^(^ ^ B(o,r)))
adhérentes à 0 ^<9/î^ notées K^' ,..., K^'^. C^ .w^ J^ ouverts de V dont les germes
à l'origine, notés tff.', j G {!,..., ny} ne dépendent pas de r pourvu que 0 < r < ry.

La fonction z i—> 7V (-/ry, X D B(o,r)? ̂ ) ̂  constante sur chaque K7 ' , j € {1 , . . . , ny}

et vaut l'entier ej = E, ^^^ e N, j e { 1 , . . . , ny} ; c^^ valeur ne dépend pas du
rayon r, pourvu que r <ry.

Preuve. - Montrons (i). Ce point résulte ad litteram du lemme 1.6, avec successivement Z = X
dans 1.6 (i) et 1.6 (ii), et Z = C^y^ dans 1.6 (i).

Montrons (ii). Le lemme 1.2 assure que pour tout r > 0, et pour tout j e {1, ...,nv}, la compo-
sante K^ est un ouvert sous-analytique de V sur lequel la fonction z ̂  N(7ry,X H B(o,r)^)
prend la seule valeur E ^'^ ' . Montrons que celle-ci ne dépend pas de r lorsque 0 < r < ry.
Soient ro, ri avec 0 < TQ < r\ < ry, s > 0 et £ ç { 1 , . . . , ny} tels que :

B^nK^^B^nK^
7V (^ X H B(o,.o) ̂ ) = E™0^ + Ef^0-)^ = 7V (^ X H B(O^),

pour tout z ç. B(O,,,) H K^0^ = B(o,s) H K^'^. Comme 0 e adh(B(o,s) H K^'^) =
adh(B(o,s) H K^'^), il existe une suite (zn)nçN de X H (B(o^i) ^ B(o,ro)) telle q^ 7î"v(^n)
converge vers l'origine. Si z = linin-^oo ^n. on obtient z ç Y-1- nadh(XDB(o,rv))- Mais puisque
z ^ B(o,ro)' on a ^ 7^ 0. Par définition de ry il s'agit d'une contradiction. D

DÉFINITION 1.8. -Il existe un sous-analytique Txo dense dans G(Â-,n), tel que pour tout
^eTxo:

(i) Le germe (à l'origine) C^^^ est un germe sous-analytique de dimension < k. Il est appelé
lieu polaire local de X associé à V.

(ii) Pour tout représentant suffisamment petit X de XQ, 7Ty(C^y^) et TTyÇC^y^ U fr(-X))
définissent bien un germe sous-analytique de dimension ̂  k — 1 dans V. On les note
respectivement (^v(C^y^))o et Ao(X,V). Ils sont respectivement appelés V image
polaire locale et le lieu discriminant local (à l'origine) de XQ associés à V.

(iii) Le germe (^y{X) \ ̂ v^^v\x u fr(^)))o est ^len ^enm (P^ un représentant quel-
conque X de XQ suffisamment petit). Il s'agit du germe d'un ouvert sous-analytique de
V. Les germes de ses composantes connexes sont notées /C^ , . . . , ÎC^ (ou IC^0^\...,
ÎC^0^ s'il y a ambiguïté) et sont appelés les profils polaires locaux (à l'origine) de XQ
associés à V.

(iv) À chaque profil polaire local tff.\ j G {! , . . . , ny}, on assigne un entier e^ (ou e • °' ,
j e {1 , . . . ̂ rix,y}) appelé la multiplicité du profil polaire local JCj. Cet entier est la
valeur constante au voisinage de l'origine de la fonction z i—^ N Ç T T y ^ X ^ z ) sur tout
représentant de /C^ défini par tout représentant suffisamment petit X de XQ.

Justification.-Pour les trois derniers points, on peut poser Txo = Sx. où X est un
représentant (borné) quelconque de XQ. Il reste à prouver que les lieux polaires géné-
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raux de X sont de dimension^ k — 1. Pour cela on montre que le sous-analytique Q =
{V G G(k, n); dmi(C-7r^i^ ) = k} est inclus dans un sous-analytique de G(k, n) d'intérieur vide.
Considérons la fonction :

A : X^ xG(k,n) —> [0, V2],
(^ V) _> AQz, V) = aCT,̂  V^),

où a(E, F) = mî{\6 - v ; \\6\\ = ||z/|| =1, 6 e E, v e F} est l'angle entre deux sous-espaces
vectoriels de M^. La fonction A est sous-analytique, puisque l'application tangente l'est [10].

Les composantes connexes de X^ sont en nombre fini ; on peut donc considérer que X^
est connexe. L'ensemble des points de X^ au voisinage desquels X^ est une sous-variété
analytique de R" (de classe C^) étant un sous-analytique dense dans X^ ([28], [52]), on peut
également supposer que X^ est une sous-variété de R71 de classe C^.

Si Q ̂  0, fixons V e Q. L'application X1^ 3x^ A(x, V) étant une fonction analytique qui
s'annule sur C^^^, si cet ensemble possède des points intérieurs, nécessairement X^ 3 x ̂
A(x, V) s'annule sur X^ tout entier. Soit alors x quelconque dans X^. Pour tout V e Q, ce
qui précède montre que T^X^ H V1- -^ {0} et le lemme 1.4 appliqué au cône T^X^ permet
alors d'affirmer que Q est 7/c,n -négligeable dans G(k, n). D

La proposition qui suit concerne la variation du type topologique des lieux discriminants
locaux, des profils polaires locaux de XQ et de leur multiplicité, selon le fc-plan V auquel ils
sont associés. Tous deux ne changent qu'un nombre fini de fois et sont constants pour V dans
une même composante connexe d'un ouvert sous-analytique dense de G(k, n).

Il s'agit d'une conséquence de l'existence des stratifications des morphismes sous-analytiques
propres et du premier lemme d'isotopie de Thom-Mather.

PROPOSITION 1.9. -// existe un ouvert sous-analytique f2jc C Sx, dense dans Sx (et donc
dans G{k, n)), tel que le type topologique (resp. lip s chilien) des lieux discriminants locaux, des
profils polaires locaux de XQ associés à V et la suite des multiplicités attachées à ces profils
soient constants, lorsque V parcourt une même composante connexe de ^îx-

Précisément, en notant f^,...,f^ les composantes connexes de Q.x, quel que soit
z e {! , . . . ,j?} et quels que soientV etV dans ̂ , ny=ny^ (e^,... ,e^) = (e\',... ,e^,)
et pour tout j e { l , . . . ,ny} , il existe un germe d'homéomorphisme (resp. bilipschit^ien)
de quadruplets, ^ : (V,Ao(X, V),/C^O) ^ (V\Ao(X,y/),/Cj//\0) (quitte à changer les
indices).

De plus, la famille (^]r)je{l,...,nv},vç£x est uniformément bornée et les types topologiques
(resp. bilip s chiliens) des lieux discriminants locaux et des profils polaires locaux de XQ sont en
nombre fini.

Preuve. - Soit une fonction sous-analytique G(k^ n)3V\—> R(V) ç [0, l], positive sur Sx et
nulle sur G(k, n) \ Sx, telle que pour tout V e Sx et pour V dans un voisinage convenablement
choisi de Y, on ait :

adh(X n B(O^(V))) H 7Ty1 ({0}) = {0}.
D/T/-\ • \ r l

En particulier, d'après la proposition 1.7, les K ' h (resp. leur frontière) sont des représen-
tants des profils polaires locaux (resp. des lieux discriminants locaux) de XQ, quel que soit V
dans ce voisinage de V.

Notons B^ ^ la boule unité de R^ centrée à l'origine et considérons les sous-analytiques
suivants de G(k,n) x adh(B^^) c G(k,n) x IR^, où quel que soit V ç Sx, V est identifié
àR^ :
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E={(V,0); yeG(Â,n)},

F=[(V^V^8x.xen\JKR^V\^
l j-i J

G= (y^);ye^efr U1^0^
<j=i

^=J(y^) ; yef^ ^eadh(B^i)) ^adh IjKJ^ ^adh( NK^
l Vj=i / ^

et soit P \ : E U F U G U H ^ G{k, n), la restriction à ^ U F U G U l ï d e l a projection naturelle
de G(k, n) x R^ sur G(k, n), il s'agit d'un morphisme sous-analytique propre.

Stratifions le morphisme p\ ([58], théorème 3.C.1, [17], [18], [25], ou [16], 1.7) : il existe
une stratification sous-analytique S de E U F U G U H , une stratification sous-analytique
S' de C(A;,n), compatibles respectivement avec les familles sous-analytiques {E.F,G, H} et
{£x,G{k, n) \ Sx}, telles que la préimage parp] de toute strate af de E' soit réunion de strates
de S, et la restriction de p\ aux strates de p71 (a') soit une submersion au-dessus de a ' .

Le premier lemme d'isotopie de Thom-Mather ([58], théorème l.G.l, [37], proposition 3.11,
ou [19] pour une version semi-algérique) montre dans ces conditions que p\ est topologiquement
localement triviale au-dessus de chaque strate a ' de S', de façon compatible avec S.

Comme G(k,n) est compact. S' est finie. Notons ^,...,f^ les strates (connexes)
de S' contenues dans Sx. ^^•••^^o P ^ (! 1̂̂  ^ dimension maximale et f2jc =
U?=i ̂ x ^eur réunion, f^ ^st un ouvert sous-analytique dense de Sx- Au-dessus des strates
f^, i G { 1 , . . . , ç}, deux fibres quelconques p^ÇV) et ^^(V) sont homéomorphes par un

homéomorphisme h (= h^ ) respectant les fibres de p\ dans E, F, G et Jï. En particulier, le
nombre de composantes connexes de la fibre p^ÇV) dans F est celui de la fibre p^ÇV') dans
F, c'est-à-dire que ny =- ny. L'homéomorphisme h, qui respecte les composantes connexes de
U^Ji K^ , et de Uj^i K^ induit un germe d'homéomorphisme de quadruplets

^•:(y,Ao(x,y)^^o)^(y/,Ao(x,y/)^y\o),
pour tout j e { l , . . . , n y } (quitte à changer les indices); les types topologiques des profils
polaires et des lieux discriminants locaux de XQ sont donc en nombre fini et constants au-dessus
des composantes connexes de l'ouvert sous-analytique ^lx dense dans 8x-

La version lipschitzienne de l'énoncé est obtenue grâce au théorème 1.6 (i) de [44], qui est le
contrepoint lipschitzien des théorèmes de stratification des morphismes sous-analytiques et du
premier lemme d'isotopie de Thom-Mather, le raisonnement est identique.

Montrons pour terminer que si V et V sont dans une même strate f^, i G { 1 , . . . , ç}, les
suites { e ( , . . . , e^ ) et (e^,. . . , e^ ̂  ) sont égales.

Soient i ç { l , . . . , ç} , V G f^ et Uy un voisinage ouvert de V dans f2^ tel que quel que
soit Y' e Uy, les K ^ • ' )' soient des représentants des profils polaires locaux de XQ associés
à V. Soit j G { ! , . . . , ny}. Pour tout z G K ' ) ' il existe un voisinage ouvert connexe Z de
z dans K^ ( }' et un voisinage ouvert Uy de V dans Uy tels que pour tout V e Uy, on ait :
^f^(U,ea...,^y)•y')=0.

Si de tels voisinages Z et Uy n'existaient pas, on pourrait construire une suite (zn)nçN de
^R(Y),y ^ limite ^ et une suite (V^n^N de Uy de limite V telles que Zn appartienne à
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^(^(X H B(Q^(V))) U ^v^ixnB^^^)' et donc il existerait une suite (wn)nçN dans
x H ^O^Y)) telle que Wn C fr(X H B(O^(V))) ou A(w^ V^) = 0 (A(-, •) étant la fonction
angulaire introduite dans la justification de la définition 1.8). On en conclurait à l'existence de
w e fr(X H B(O^(V))) UC^^ ^ et w G Ti-y1^}), ce qui contredirait l'appartenance de
zbKf^.

Remarquons que si V / <E Uy, puisque Z est connexe et Z H ^(U^i K^^'^) est vide,
il existe un entier dans { ! , . . . , nyi = ny}, qu'il est commode de noter encore 7, tel que
ZcKf^<

Le cardinal de (z + V^) H (X H B(O^(V))) est e^ (proposition 1.7), notons { ^ i , . . . , z^v}
la fibre de la restriction de Try à X^ n B(O^(V)) au-dessus de z et Zi , . . . ,Z^v des
voisinages ouverts disjoints respectivement de { ^ i , . . . , z^v} dans X^ H B(O^(V)), qui soient
difféomorphes par TIV à un petit disque Vz C Z centré en ̂ .

Montrons que le cardinal de {z + V^) H (X H B(Q^(V))), qui est e^7, est aussi e^,
pour V suffisamment proche de V dans Uy. Il suffit pour cela de choisir V de sorte que
(z + V^) H B(O,^(V)) C (î^ + V^). En effet, pour un tel Y', z + V^ rencontre B(O^(V)) H X

dans U^Li -% et chaque Z^ n'est coupé qu'une seule fois, puisque 2^ H fr(LTJi K^^^1'7) est
vide.

Remarque. - Si Xo est un germe d'ensemble analytique complexe, la version complexe de
la proposition précédente montre que, pour V général dans la Grassmannienne des A;-plans
complexes, le degré local de 7Vv\x esi bien défini (et égal par définition à la multiplicité de
Xo) (cf. [63], 3D et 3P). La suite des multiplicités des profils polaires locaux généraux :
( (e^ , . . . , e^ ) , . . . , (e/, . . . , e^ )), où Vi e Q^, i e { 1 , . . . ,p}, étend ainsi aux réels la notion
de multiplicité des ensembles analytiques complexes.

Comme de plus le long des strates d'une stratification lipschitzienne d'un ensemble analytique
complexe la multiplicité ne change pas [4], on retrouve que la multiplicité des variétés polaires
et des discriminants de XQ ne dépend pas de la projection générale qui leur donne naissance (cf
[55]).

Rappelons que pour tout V ç Sx. on a noté a(V) la fonction sous-analytiquement construc-
tible dont une présentation est ]^^ ̂ K^ et ©fc(^(^), 0) sa densité à l'origine, c'est-à-dire
la quantité ̂ ^ e^e^/C^, 0). Nous montrons la formule (CCV) (formule de Cauchy-Crofton
pour la densité, théorème 1.10).

THÉORÈME 1.10. -Soit X un ensemble sous-analytique de W1 de dimension k. Avec les
notations précécentes, on a l'égalité :

(ccp) e^(x,o)= ( Qk^(v)^)d^n(v).
Vç£x

La preuve ne fait pas appel à la formule de Cauchy-Crofton pour le volume ; elle en est
indépendante, et n'est pas directe. Pour l'établir, on procède par rectifications successives :
tout d'abord on montre qu'il suffit de prouver (CCV) pour les cônes sous-analytiques lisses
(rectification de X sur son cône tangent CoX), puis qu'il suffit de prouver (CCP) pour des cônes
sous-analytiques de dimension k inclus dans des A:-plans de V (rectification de CoX par des
cônes plans tangents à CoX), in fine on est amené à prouver (ÇCV) pour les Â;-plans de R", ce
qui est sans difficulté. On s'appuie sur plusieurs lemmes, dont les deux suivants :
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LEMME 1.11.- Le théorème 1.10 est vrai pour X =C un germe de cône sous-analytique lisse
(hors l'origine).

LEMME 1.12. - Si ry est le réel non nul mis en évidence par le corollaire 1.5, on a pour tout
V e £x et pour tout r, 0 < r < ry :

7ry(CoX)=Co(7rv(XnB(o^))).

Preuve du lemme 1.12. - À tout V e £x. on peut associer le réel ry du corollaire 1.5. On a
alors : V± H CoX = {0} et, pour tout r, 0 < r < ry, V^ H adh(B(o^) H X) = {0}.

Considérons^une direction unitaire de Co(7ry(XnB(o^))) et une suite (^n)nçN deXnB(o,r)
telle que lim^ooTry(^) = 0 et lim^oo ̂ v{yn}/\^v(yn)\ = S- Nécessairement lim^oo^
= 0 et la direction unitaire limite lim^oo^/|^| = 6 (e CoX) n'est pas dans V-L, donc
7ry(6)/\7VvW\ = 6 et par suite : Co7Ty(X H B(o,r)) C TryÇCoX). L'inclusion réciproque est
toujours vérifiée. D

Admettons pour l'instant le lemme 1.11 et montrons le théorème 1.10.

Preuve du théorème 1.10. - Soient ^ 2 i , . . . , f^ des ensembles sous-analytiques disjoints de
X tels que dim(X \ Z^=i ^j) < k et chaque f^ est un morceau ^-analytique (e > 0 un
réel quelconque), c'est-à-dire qu'existent Vj G G(k,n), Uj un ouvert sous-analytique de Vj et
<^ : Uj —> V^ une application analytique dont la différentielle est bornée par e, et dont le graphe
est f^. Pour l'existence d'une telle décomposition on peut se reporter à [9], théorème 3.18 ou
[29], proposition 1.3.

Bien sûr par additivité de la densité :

N

efc(x,o)=^e^o).
j=i

La proposition 3.6 (ii) et le théorème 3.8 de [29] donnent en outre : Qk(^j, 0) = G^Co^j:, 0),
pour tout j G { 1 , . . . , N}, et ainsi :

N

Qk(X^)=^QkW^O).
j=i

Quitte à ne considérer que la partie lisse de chaque Co^j \ {0}, on peut supposer que
CQ^IJ \ {0} est lui-même lisse pour tout j e { 1 , . . . , N}. Le lemme 1.11 montre qu'alors :

N <

e,(x,o)=^ j ^e^•'ye,(/c^'y,o)d7^(y).
^v^ ̂

Comme Sx est inclus dans Sco^î, po^ tout j e { 1 , . . . , N} et est de complémentaire 7^
négligeable dans chaque ScoÇi^, on a :

(*) e,(x,o)=^ f y^^e^jc^^^d^nÇv).
^vàx ̂
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Notons que le germe 7Ty(Co^j H B(O,^)) est aussi le germe Try(Co^) par le lemme 1.6,
puisque V^ H CQ^ÏJ = {0} et donc les profils polaires locaux de Co^j recouvrent le germe
TTyÇCo^j) privé d'un germe de sous-analytique de dimension < k. Or par le lemme 1.12 on a

les égalités : 7ry(Co^) = CQTTV^ H B(Q,^)) = CodJ^i^^ UAQ), où A/' est un germe
sous-analytique de dimension < k.

On en conclut que la réunion des profils polaires locaux de Co^ïj coïncide avec la réunion
des germes des cônes tangents des profils polaires locaux de f^ (en dehors d'un germe de sous-
analytique 7-^-négligeable de V).

LEMME 1.13. -Avec les notations qui précèdent, si l'intersection des germes )C° -7 ' et
p ^j,v . , ,. . 7 7 Co^i.v çi.yCo/C^ est un germe de dimension k, alors e^ = e^ .

Preuve du lemme 1.13.-On commence par montrer que 7-̂  -presque tous les germes de
direction 6 de CoJC^3 ' sont dans le germe K , ^ ; 'y du profil polaire local de ̂ .

En effet, lorsque f2o est un germe (à l'origine) d'ouvert sous-analytique de dimension k dans
R^, en notant ZQ = n^>o ̂ ^ (ou ̂  est un représentant quelconque de ^o et C^ est le cône
de sommet 0 engendré par ïï H B(Q^)), la démonstration de la proposition 2.1 de [29] assure que
toutes les directions du cône sous-analytique Zçi ont des germes dans le germe f^o. % C CQ^I et
e/,(^ o) = Hk(z^ n B(O,I)) = UkW n B(O,I)).

On remarque ensuite que /C^° J ' est un germe de cône à l'origine, car 7iv(Co^j) est un
cône, de même que 7iv(fr(Co^j)) et ^v(C^^^^}. On en déduit sous les hypothèses de
l'énoncé qu'il existe un germe de cône C ouvert, de densité non nulle, contenu dans le germe
CoîC^3 ' n /C^ ° 3 ' et dont chaque germe de direction 6 est dans /C^ 'y.

"j 'v o v
Soient C 1 , . . . , 0e i ' les e^,3 ' images réciproques (deux à deux disjointes) dans ̂  par TTy

f2j,V

de C et leurs cônes tangents en l'origine : Co(C 1) , . . . , Co^6^ ). Ces cônes ont tous une densité
non nulle car 0 < e^Tiy^^O) = Ok(C,0) et Tiy n'augmente pas la dimension. Deux tels
cônes ont de plus nécessairement une intersection Hk -négligeable, puisque f2j étant un morceau
^-analytique, par la proposition 3.6 (ii) de [29], la multiplicité de ̂  le long des composantes du
cône tangent strict de f^ vaut 1.

On en conclut qu'existe 60 e C une direction de C et e^,3^ directions deux à deux distinctes

61 ç C y ( C l ) ^ . . ^ ^ , v ç C y ( C e ^ ' v ) , telles que : ̂ (^)= ^o, J e {1 , . . .^^'y}.
a'

Comme le germe de direction 60 est aussi dans /C^ ° J 'y, et que la multiplicité du profil polaire
, , i^Co^,,V , Co^îi,V . . Co^î.y . f2. Vlocal /C/ J est e/ J ' , nécessairement e^ 3 ' ^ e^/ ' .

Mais s'il existe une direction 6 de Co^j telle que Try(^) = ^o et si 7 est un chemin de f^ dont
la direction de la sécante limite est 6, par l'inclusion ÔQ e C et du fait que C est un cône ouvert
de densité non nulle, le germe de la trajectoire du projeté par TIV de la trajectoire de 7 est inclus
dans C, de sorte que le chemin 7 est dans un C^ et 6 e Co^) ; c'est-à-dire que e^3^ ^ ̂ y

et finalement l'égalité e^° J ' = e^/ ' annoncée est prouvée. Le lemme 1.13 est démontré. D

Revenons à la preuve proprement dite du théorème 1.10. Fixons V G EX. 3 e { 1 , . . . , N} et
notons pour V e { 1 , . . . , n^y} et £ e { 1 , . . . , n{,} les germes d'ouverts CQ^^ H /C^^ par
0^^ lorsque CoJC^3 ' Fl /C^° J ' est un germe de cône de dimension k.

On rappelle que l'on a établi que la réunion des profils polaires locaux de Co^j coïncide avec
la réunion des germes des cônes tangents des profils polaires locaux de f^ (en dehors d'un germe
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de sous-analytique l-ik -négligeable de V), on a donc :

n3 n3 n 3

^e^•yQ,(^o"-^0)-g^e^-v9.(^^0)
i=\ e=ie'=i

et

^^^e.^^-^o) = ̂ y^e^^o)
£=1 ^=1^=1

=Ei>^(o '̂())'
^=i^=i

puisque par le lemme 1.13 lorsque 9^(0^, 0) 7^ O on a e^3^ = e0^3^\
Maintenant comme ̂ ^ 9^(0^, 0) = OkÇCoîC^^) et la proposition 2.1 de [29] donnant

9fc(CoÂy ) = 9/c(Ây ,0) (Ay étant un germe d'ouvert sous-analytique), on obtient
l'égalité :

n'y n'y

E Co^j,Vr\ /i^Co^7,V n\ V^ ^i,Vr\ (^^Y r\\e^ J ' 9fc(/C^ J ' .^^^^ ©fc(/C^ ,0).
^=1 £'==1

L'égalité (*) permet d'écrire :

N n{,

(**) 9fc(X,0)=^ / ^^'y9,(/C^'y,0)d7,,n(y).

^1 vàx £/=1

On peut alors achever la preuve du théorème 1.10. La réunion des germes (Ay ), pour
j e { 1 , . . . , N} et ^/ e { 1 , . . . , n^y}, coïncide, à un germe de sous-analytique Hk -négligeable
près, avec la réunion des germes (/C^'^), pour A e { l , . . . , n y } .

Fixons À e { 1 , . . . , nv} et notons 1^, le germe A^'^ n I C ^ 3 ' y . On a :

f: ̂  e^^e.^-^o) = EE E e^e^,,o).
j=ir=i A=lJ= l^ / =l

Mais par définition de e^'^, on a encore pour tout À e { l , . . . , n v } :

é^e^•^(î^„0)=e^ye,(K;^v,0).
3=1 t'=l

De cette dernière égalité et de l'égalité (**), on déduit :

N »'i.
9,(X,0)=^ / ^e^^Q^^^à^V)

J=1 vefx <'=l
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N n^ ny

=E / EE^'^^o)
J=ive^ <"=IÀ=I

= / Ê^9 '̂̂ ) ,̂̂
^ J A=lVç£x À-1

qui est l'égalité que l'on se proposait de démontrer.
Modulo la preuve du lemme 1.11, le théorème 1.10 est démontré.
Pour prouver le lemme 1.11 on doit montrer que si C est un cône sous-analytique de R^ de

sommet l'origine et si C \ {0} est une sous-variété analytique de R" de dimension k, l'égalité :

e,(^o)= f ^eye,(^y,o)d7^(v)
V^Cc j=l

a lieu.

Preuve du lemme 1.11. -La définition 1.8 donne l'existence d'un sous-analytique Te dense
dans G(k, n) tel que dim(C^^) < k, pour tout V e Te.

Rappelons de plus que si x e C, la notation A(x, V) désigne a(T^C, V-1), l'angle entre T^C
et V^. Montrons tout d'abord le lemme suivant :

LEMME 1.14.- Soit e > 0. Pour tout V e TC, il existe f^ un voisinage ouvert de V et rjy > 0
un réel, tels que :

Qk{[x G C \ {0}; 3^ e ̂  tel que A(x, V) < 77^},0) < e.

Preuve du lemme 1.14. - Notons pour tout ouvert f^ de G(fc, n) et tout réel T] > 0, C^ le
sous-analytique {x ç C \ {0} ; 3 V ç ̂  tel que A{x, V) <rj}= Uv^ A-1^ V^Ç] - r]\ r][).
La sous-variété C \ {0} étant de classe C1, l'ensemble CQ^ est un ouvert de C \ {0}. De
plus Cf^ est un cône épointé de sommet l'origine (éventuellement vide). Fixons V e Te et
considérons une suite emboîtée de voisinages ouverts de Y, f^i D ^2 D • • • D f^, D • • • tels que
rinçN ̂ n=V et une suite 771 ^ 772 ^ • • • ^ 77n ^ • • • > 0 tendant vers 0. On a la suite emboîtée
de cônes : C^^ 3 C^^ ^ • • • 3 C^^ ^ • • •• Grâce au théorème 3.8 de [29] on peut
écrire: Qk(C^^ 0) = ̂ (C^, UB^o)) et ainsi Qk(C^^O) =^(0^^^ o)) =
^(n;=i%^nB^o)).

Or lim^oo ̂ (1^=1 C^ n Bçy^) = H^Ç}^ C^^ n B^o)). Il suffit alors de voir
que njli6^,^ = ^vic et. puisque V e TC, que dim(C7r^^) < k pour conclure que
lim^oo e/, (C^ ,^, 0) = 0. D

Soit dans ces conditions a > 0 et Tg C 7c un compact vérifiant ̂ k,n(Tc \Tff) <a.
Par le lemme 1.14, il existe un recouvrement fini (^)fç{i,...^} du compact Tg et des réels

positifs, (^)^e{i,...^} tels qu'avec les notations du lemme 1.14: 9/c(C^ ̂ 0) < a.
Pour tout x dans le sous-analytique C H S7'"1, il existe un voisinage ouvert Cx dans C H S72"1,

tel que si l'on note Cx le cône de sommet 0 sur C'a., les trois points suivants soient vérifiés :
(i) Cx est le graphe au-dessus d'un voisinage sous-analytique ouvert P^ de x dans

Tx(C H S^"1) d'une application analytique g^ à valeurs dans Tx(Cn S71"1)-1, à dérivée
bornée par a.

(ii) PourtoutyeC(A;,n)telqueA(.r ,y)^mf^{i^,^^{^}>0,onaefc(7ry(^),0)=
kQk(^v{Px\ 0), avec Pa; le cône de sommet 0 sur P^ et A; e [1 - a, 1 + a]. Un tel C^
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existe bien. En effet, si V ç G(k, n) tel que A{x, V) ^- 0, est fixé et si la condition (i) est
réalisée, en notant g = sup^ |^|, le rapport Qk(^v{Cx),0) /Qk(jTv{Px)iQ) tend vers 1
lorsque linidiam(c^)^o dianfrc ) = 0 et cette dernière égalité est vérifiée précisément
parce que C H S72"1 est une sous-variété différentiable de W1. On en conclut qu'existe
pour tout V e G(k^n) tel que A{x^V) > 0 un diamètre (non nul) convenable de Cx
pour que ©^(^(ÇE^O) = A;9Â;(7ry(Pa;),0) et A; e [1 — £cn 1 + ^cj. Facilement pour
tout V ç G(Â:,n) tel que A{x, V) ̂  0 un diamètre convenable de Cx existe pour que
Qk(7Tv'(Cx),0) =kQk(^v'(Px),ff) et A; e [1 - ̂ , 1 + sj, pour tout V dans un certain
voisinage de Y. Mais {Y (= GÇk^n) ; A(rc,y) ^ inf^n ...^a}7]^} étant compact, un
diamètre convenable de Cx existe encore pour que (ii) ait lieu.

(iii) La multiplicité du profil polaire local de Cx associé à Y, pour tout Â'-plan V vérifiant
A(x, V) ̂  nift^i,...,^}^0^} > 0, est celle du profil polaire local Pc, c'est-à-dire 1.

On considère une partition dénombrable de C par des Cxj (à un cône sous-analytique 'Hk-
négligeable près) vérifiant (i), (ii) et (iii) et compatible avec les C^a^^s c'est-à-dire que chaque
C^ ̂ a est réunion (à un cône sous-analytique Hk -négligeable près) de Cxj. L'application g^^ se
prolonge naturellement en une application de P^ sur C^ à différentielle bornée par (pour ne pas
alourdir les notations, disons encore) a, de sorte que par le lemme de [4] ou par la remarque 2.4
de [29], on a :

9,(^,2/)=A:,e,(P^,^, k^\(^—f ,(1+0^1

et donc :

(***) e,(C7,0)=^e,(^,0)=^^9,(P^,0), Kç\(———} , ( l+a )
j-eN jeN L \ + /

Supposons montré le lemme suivant, qui est le théorème 1.10 pour les cônes plans :

LEMME 1.15. - Soit P un cône sous-analytique de sommet 0 et de dimension k, inclus dans
un k-plan de R71. On a F égalité :

e^(P,0)= / 9^v(P),0)d7fe,n(V).')k\^V\-l-)^)^k,n\

yec(/c,n)

Par l'égalité (***), on obtient alors immédiatement, grâce au lemme 1.15 :

Qk(C^O)=K ( ^6fc(7ry(P,,),0)d7^(y).
v. , iC^Tj-GNyec(/c,n)

Pour montrer le lemme 1.11 il suffit alors de montrer que pour 7fc,n-presque tout V e <?c,
on a :

^^efe(7ry(P,,),0) = ̂ e^e^/C^Hm^e,(7ry(P^.),o) ̂ ^e^e^/c^^o).
j'çN ^=1

Fixons donc V e Se H Ua>o ̂ ë (clul est ^e complémentaire 7^,^-négligeable dans G(k, n)).
existe a > 0 tel que V e Tg et donc il existe ̂  , to e { 1 , . . . , ̂ }, tel que V e f^ . -II existe a > 0 tel que V e 7^ et donc il existe ̂  , ^o ^ {1^ • • ̂ a}, tel que V e f^ .On
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peut écrire :

E^M^o) = ^ e,(^(P^.),o) + ̂  e,(^(p^o).
^N j^=0'eN,c..nc^ c. ^0} j-çjv

•3 *0' ^0

Or, r(a) = Sj^j^ ©fc(7iv(Pcj ), 0) tend vers 0 avec a, puisque par construction 0(C^ ^ , 0)
< a et les C^, j e Jy, forment une partition de C^ ̂  . De plus, si j e Jy, on a A(xj, Y) ^
^ et donc ©/c(7Ty(C^.), 0) = ^efc(7ry(P^.), 0), avec ̂  e [1 - a, 1 + a], par le point (ii). On
en déduit :

^e,(7ry(P^O)=r(a)+A4 ̂  e,(7rv(C^.),0),
j'eN jejy

avec Â:̂  e [1 — a, 1 + a}. Enfin, subdivisons les profils polaires locaux de C associés à V par les
(7Ty(C^)) .^j (qui recouvrent la réunion des profils polaires locaux de C en y associés à Y,
privée de ̂ y(C^ ^ \ dont la densité en 0, notée s(a), tend vers 0 avec a). Par le point (iii),
la multiplicité du seul profil polaire local 7ry(C^ ) de C^ est 1, on a donc :

E9^^(p^)-o)=r(a)+^fEe^e(^'y'^
j'en \i=\ )

où a(a) e [0,Ms(a)} et M = supyç^ ^ç^ ^^ e^^ < oo (cf. proposition 1.9). Enfin,
comme Imic^o r(a) = 0, lim^o s(a) = 0 et lim^^o k^ = 1, le lemme 1.11 est démontré. D

Pour achever la preuve du théorème 1.10 il ne reste qu'à démontrer le lemme 1.15.

Preuve du lemme 1.15. - On doit montrer que si P est un cône sous-analytique de sommet 0
et de dimension k, inclus dans un fc-plan VQ de R71, l'égalité suivante est vraie :

Qk(P.O)= 1 Qk(7Tv(P)^)d^n(V).

yçG(/c,n)

Soit V e G{k, n) tel que V1- soit transverse à VQ et notons :

^v : VQ \ {0} 3 x ̂  —x—— Trv(x) e V \ {0}.
\7Tv(x)\

On remarque que <Ï>y envoie P D B(Q,I) sur 7Ty(P) D B(Q,I) et donc :

e,(^(P),0)=^^(^(P)nB(o,i))=^ Y X[^(P)nB,o,.))](^)d^(z/)
y^v

=-L- 1 |Jac^>y(a;)|d^(.r)
/^fc J

;rePnB(o,i)
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la première égalité provient de [29], proposition 2.3, et la dernière du théorème de changement
de variable. On obtient ainsi :

( efc(7ry(P),0)d7^(V)

VçG(k,n)

(****) =^ f f |Jac<M^)|d^)d7,,n(y)
VeG(fc,n) a;ePHB(o,i)

=1- f ( 1 |Jac^y(rr)|d7,,n(y))d^(^).
Pk J \ J /

a;ePnB(o,i) ^VçG(k,n) /

Notons que Jac<Ï>y(a;) ne dépend que de la direction x/\x\. Comme le fixateur de VQ dans
On(IR) opère transitivement sur le sous-espace vectoriel sous-jacent à VQ, et comme ^k,n est
OnW -invariante, la quantité fy^^n) 1 J^^v^/ M)| ̂ k,n(V) ne dépend pas de x, de sorte
que K = fv^k,n) ̂ ^^vÇx^d^k^nÇV) est indépendante de x. L'égalité (****) s'écrit :

[ 6fc(7ry(P),0)d7fc,n(V) = "- ( dU^x) =^6fc(P,0).
J P'k J

y<EG(fc,n) a;çPnB(o,i)

En faisant P = Vo cette égalité permet de déterminer facilement /^ :

(1-) / d7,,n(V)=^.
y<EG(fc,n)

Le lemme 1.15 est démontré et avec lui le théorème 1.10. D

Le lemme 1.15 montre de quelle façon la géométrie de l'action de On(IR) sur G(k,n)
intervient dans la démonstration de la formule (CCV) et permet d'énoncer le résultat plus
général :

THÉORÈME 1.16 ((CCV) généralisée).-Soient Q C G(k,n) un sous-ensemble sous-analy-
tique de Gr(k,n) sur lequel agit transitivement un sous-groupe G de On(IR) et ^k,n une
mesure G-invariante sur Q tels que les espaces tangents à CoX sont dans Q, il existe
VQ G G dont le fixateur Gvo ^git transitivement sur le k-espace vectoriel sous-jacent à VQ et
l^k,n(G) = ̂ k,n(G 1̂ <?x) = 1. L'égalité suivante a alors lieu :

6fc(X, 0) = ( Qk (<r(n 0) d/^(Y).
\r r- r>i-> cV<EGn£x

Comme on l'a annoncé en début de section, la formule de Cauchy-Crofton généralisée pour
la densité admet pour corollaire immédiat le théorème de Draper. En effet, la densité d'ordre 2k
de la fonction cr(V) d'un ensemble analytique complexe est sa multiplicité, pour V général dans
G(k,n).

COROLLAIRE 1.17 ([11], [7]). - Soit A C C71 un germe d'ensemble analytique complexe, de
dimension k. Sa densité d'ordre 2k est sa multiplicité locale.
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2. Densité en codimension nulle

Dans cette section le sous-analytique X C R77' est de dimension netY =Rd x {0}n~d C M72,
avec 1 ̂  d ^ n — 1. On donne des conditions de régularité portant sur le couple (X^Y) qui
assurent la continuité de la densité de X le long de Y (proposition 2.6). La pseudo-platitude
normale en fait partie. On en rappelle la définition, due à Hironaka.

Soient E un sous-ensemble de W1 et Y une sous-variété lisse de R77' de dimension d.
Supposons que Y = R^ x {0}n~d, ce qui est localement toujours possible.

On définit l'éclatement sphérique de E de centre (ou le long de) Y, que l'on note

a:B\yE—>8idh(E),

de la façon suivante : B\yE = adh({(a;,^) € E x R^^; (a^+i,.. . ,«^n) ê I^+ • ^}), où
(.TI, . . . , .r^) sont les coordonnées cartésiennes de x dans W1 == Y (B V1' et a est la projection
naturelle de BlyE sur adh(£').

On note CyE = a"1 (Y) C Y x Rn~d le diviseur exceptionnel de cet éclatement et on le
nomme à la suite de Hironaka [24] le cône normal extrinsèque à Y dans E.

Lorsque E est un ensemble sous-analytique de W1, CyE est aussi un sous-analytique de W1

et si Y = {0}, le cône normal C^E est le cône tangent de E en 0, dont la dimension ne dépasse
pas celle de E.

La restriction o'\cyE de a à CyE donne des fibres au-dessus de Y. Pour y e Y on notera
cette fibre (CyE)y, elle est non vide si et seulement si y ç adh(£1). La fibre (CyE)y apparaît
comme l'ensemble limite en y des droites sécantes à E et normales à Y. On convient que
dim((CyE)y) ^ 0 signifie y (f. adh(E).

On peut bien sûr définir le cône normal dans un système de coordonnées induit par une somme
directe Y Q S = IR^ il est alors commode de le noter C^E.

DÉFINITION 2.1 ([24]). -Avec les notations qui précèdent, on dit que E est normalement
pseudo-plat au-dessus de Y si la projection : O\C^E :—^ ̂  ̂ t ouverte.

Remarque. - II résulte de [4] (cf. aussi [49], lemme (4.3)) que si X\ et X^ sont deux sous-
analytiques de R71 de dimension k, Y\ et Y^ deux sous-ensembles de W1 et si
/ : (R^.X^y^O) -^ (1^X2^2,0) est un homéomorphisme de classe C1, dont la différen-
tielle à l'origine est dans OnW, la restriction de G^Xi, •) à Vi est continue si et seulement si
la restriction de Qk(X^, •) à Yz l'est. Par conséquent, lorsque l'on cherche des conditions suffi-
sant à la continuité de la densité de X le long de Y, quitte à déformer Y sur son espace tangent
à l'origine par une application sous-analytique, on peut supposer que Y = W1 x {0}n~d. C'est
ce que nous faisons dans la suite.

Par une stratification d'un ensemble sous-analytique de M^ nous entendons une partition
localement finie en sous-variétés analytiques (c'est-à-dire de classe C^) et sous-analytiques de
R71, connexes, les strates, ne vérifiant pas nécessairement la condition de la frontière, sauf si la
stratification est de Whitney ou de Verdier [62].

Les (d + 1)-demi-plans ouverts de M71 de bord Y sont paramétrés par les vecteurs unitaires
de Y1- = {0}^ x Rn~d, c'est-à-dire par S7'-^-1. Pour u ç S7^-1, on convient de noter n^, le
(d + ^-demi-plan de R" de bord Y tel que Tïu H S71"^"1 = u.

DÉFINITION 2.2.-Soient Z un ensemble sous-analytique de R71. Avec les notations qui
précèdent, on dira que le couple (Z, Y) est fco^n-d-iv^gulier en y e Y s'il existe un sous-
analytique dense M.y dans S71"^"1 C (TyY)1- tel que, quels que soient u e My et la sous-
variété à bord W U (9(W) (union disjointe) de R^, de bord <9(W) = Y, sous-analytique et de
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classe C1, dont le demi-espace tangent en y est 11̂ , le germe (Z H V^)y est soit vide, soit égal au
germe 'Wy de W en y.

La définition 2.2 n'est pas une définition ex nihilo. Si E est une condition de régularité portant
sur un couple (Z,V) de sous-variétés de R", dans [33] et [59] est définie la ^cod(^) -régularité
(0 ^ t ̂  œd(V)) de la façon suivante : le couple (Z, Y) est dit ^cod(^) -régulier en y e Y, s'il
existe un ouvert dense My dans {II e G(n -i,n\ TyY c II} pour lequel on ait, quelle que soit
la sous-variété W de IR71 telle que Y c W dans un voisinage de î/, l'implication : TyW e A^y
et Z H W lisse dans un voisinage de y ==^ (W H Z, Y) est ^-régulier en y . Lorsque (Z, Y) est
^cod^) -régulier en y pour tout ^, 0 ̂  i ̂  œd(y), on dit que (Z, Y) est (^*)-régulier en y .

Une étude de la (r*), de la (&*) et de la (w*)-régularité est menée dans [39], [40], [41] et
dans [42]. On s'intéresse ici à la ^cod(n-d-i) -régularité, avec E la condition / de la frontière :
Yy H adh(Z^) ̂  0 =^ Yy C adh(^).

On déduit facilement du lemme 1.4 le corollaire suivant.

LEMME 2.3. - Soient y e Y et Z un ensemble sous-analytique de W1. Notons
s = dim ((CyZ)y). Il existe un ensemble sous-analytique Gy (= Gy) dense dans G(q,n) tel
que pour tout V G Gy, on ait l'existence d'un réel pv > 0 assurant :

(adh(znB^^))^y)n7r^(y)-0

si et seulement si s + d ^ q. En particulier, dim((CyZ)^) ^ k — d équivaut à l'existence d'un
tel sous-analytique Gy C G(k, n).

Preuve. - Remarquons que comme l'ensemble :

{yeG(g ,n ) ; V p > 0 , 3xçY, tel que (x + V^) n (adh(ZnB(^)) \ Y) ̂  0}

est un ensemble sous-analytique de G(ç, n), s'il est non négligeable il possède un intérieur non
vide, et donc il existe un supplémentaire S de Y dans R^ tel que :

j r={y-Lc5' ; V p > 0 , 3xçY, tel que (x + V^ H (adh(ZnB^^) \ Y) + 0}

est non négligeable dans G(n — q, n — d).
Considérons alors le cône normal extrinsèque à Y dans adh(Z) défini par la direction 5'.

Chaque élément de F donne au moins une direction limite de (Ç^ adh(Z))y, ainsi on obtient
pour tout V1- G F, (C^adh(Z))y nV± ^ {0}. Mais par le lemme 1.4 (i), il s'agit d'une
contradiction, puisque (n — q) + dim{(C^Z)y) ̂  n — d.

Réciproquement, supposons qu'existe Gy. Notons qu'un (d + n - ç)-plan général TTy1 (Y) de
R72 contenant Y est donné par un élément général W de G(n — q, n — d). Si s ^ g — d + 1, par
le lemme 1.4 (ii), les W qui coupent (CyZ)y sont dans un sous-analytique d'intérieur non vide.
Soit alors W e G(n - q, n - d) et £ ç (CyZ)^ tels que £ <E TV et (TV C Y)-1 est dans l'intérieur
G^ de Ç^. Si 7 est une courbe analytique tracée dans Z, qui aboutit à y et qui donne lieu à £,
7 Y {y} est (localement en y) dans l'ouvert de R71 :

(" |j W C v) \ Y.
(wen^e^

Mais cet ouvert ne rencontre pas Z au voisinage de y , par définition de Gy ; il s'agit d'une
contradiction. D
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Terminologie. - Soient A un ensemble analytique complexe de C71 de dimension k, Y =
Cd x {0}n~d c A. Lorsqu'il existe un ouvert de Zariski dense dans la Grassmannienne des
(n — k + d)-plans vectoriels de C71 contenant Y, tel que quel que soit H dans cet ouvert, les
germes (H D A) y et (H D Y) y coïncident, on dit que A est équisécable le long de Y au voisinage
de y (cf. [22], définition 6.2). Le lemme 2.3 montre ainsi que dim((CyZ)^) ^ k — d si et
seulement si Z est équisécable le long de Y au voisinage de y (cf. [55], chapitre 1, théorème 5.5 ;
[22], théorème 6.3).

LEMME 2.4. -Avec les notations qui précèdent,
(i) Soit Z un ensemble sous-analytique de R71 de dimension ̂  k, normalement pseudo-plat

au-dessus de Y. Quel que soit y € Y, on a la majoration : dmi((CyZ)^) ̂  k — d.
(ii) dim(Cy î~r(X))y ^ n — d — 1 si et seulement si le couple (X, Y) est fcodÇn-d-i^-^g11^

en y si et seulement si fr(X) est équisécable le long de Y en y.

Preuve. -Pour montrer (i), on suppose qu'existe y e Y tel que dim((CyZ)^) > k — d et
montre qu'alors Z n'est pas normalement pseudo-plat au-dessus de Y.

Soit une stratification (^-régulière S = {Zi}içi du sous-analytique fermé de dimension ̂  k,
adh(Z) U Y, compatible avec Y et Z (ces deux ensembles sont réunion de strates) et considérons
ZÎQ e S, ZÎQ C Y telle que y G adh(Z^) et dim(Z^) = d. On observe que quel que soit
y ' ç Z^ (CyZ)y. = (Cz^Z)y. = (Cz,, adh(Z))^.

Soit maintenant v\ [0,1] —> Z^ un arc analytique tel que i/(]0,1]) C Z^ et ^(0) = y. Pour
tout t e]0, l], on a : dim((CyZ)^)) ^ k - d. En effet, il est prouvé dans [24] et [20], que
si un sous-analytique fermé F de W1 est muni d'une stratification (b) -régulière S, l'égalité
(Cz,F)z = Cz(F H (z + Z^)) a lieu, quels que soient la strate Zi de S et z e Zi. Or la (a)-
régularité de S donne dim(F H (z + Z,1-)) ^ dim(F) - d.

En notant 7V = (v(t), (CyZ)^)))i/o on obtient la majoration : dim(TV) ^ k — d + 1.
Comme {y} x (CyZ)y (f. N et dim(adh(7V) ^ 7V) ^ dim(TV) - 1 ̂  k - d, on a nécessairement
{î/} x (CyZ)^ (ZÎ adh(TV) et on en déduit que l'on peut trouver un ouvert de Y x S^"^"1 qui
coupe {y} x (CyZ^y mais non N = (v(t)^ (^y^%(t))te]o,e[ avec e > 0 suffisamment petit. En
conséquence, la projection (J\c^y '' CYV —> Y ne saurait être ouverte et le premier point du lemme
est prouvé.

Pour montrer (ii) il suffit de remarquer que (X,Y) est /coc^n-d-i)-1'̂ 11!1^1' en y si et
seulement si fr(-X) est équisécable le long de Y en y . Le lemme 2.3 termine alors la preuve. D

Remarque.-On a au passage prouvé que la dimension générique des fibres de CyZ est
dim(Z) — dim(V). En particulier, la condition /cod(n-d-i) ^t générique le long de Y.

Comme corollaire du lemme 2.3 on donne une preuve simple du théorème 0.1 (ii) de Hironaka
dans le langage installé par la proposition 1.8 ; celui des profils polaires locaux.

Preuve de 0.1 (ii). - Soit Y C Aun ensemble analytique complexe non singulier de dimension
d et y € Y et supposons A normalement pseudo-plat le long de y au voisinage de y.

Si (yn)nçN est une suite de Y de limite y = y^o, on montre que lim^oo e(A, yn) = e(A, yoo),
e(A, yn) désignant la multiplicité de A en ̂ , pour n G N U {oo}.

Par les lemmes 2.4 (i) et 2.3, A est équisécable le long de y au voisinage de yoo : il existe
un ouvert de Zariski Qy^ de G(k, n) (la Grassmannienne des ^-plans complexes de C^), tel que
pour tout V e Qy^, on ait un réel py > 0, avec la propriété :

(adh(A) n B(^^) v y) n ̂ (y) = 0.

Soit V ç Qy^ rineNuoo^Aî/n ((lui nîest P^ vi(ie P^ le lemme L4)- Considérons V comme
un 2^-plan réel, A et y comme des ensembles sous-analytiques de R272, respectivement de
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dimension 2k et 2d. Pour tout n e N U {oo}, on a :

(adh(A) H B(^^) -. {^}) U ̂ \{yn}) = 0.

On peut donc supposer, dès que r < py, que K^,..., K^ ^ (c/^ proposition 1.8 (iv)) sont
des représentants des profils polaires locaux de Ay^, et que pour n suffisamment grand, pour
toutj e { 1 , . . . , n^, v} il exister e {1 , . . -,n^,y} tel que :

t-^î/n V __ (^r,V\ . A/n ,V __ Ay^ ,V

S- -^P. ̂  et ^ -e^

La transversalité en ̂ , pour n e N U {oo}, de V1- et A, c'est-à-dire V1- n C^A = {0}, assure
alors (cf. [63]) que ny_v - 1, e^ 'y = e(A, 2/00) et e^- 'y = e(A, ̂ ). n

On en vient maintenant à la proposition principale de cette section :

PROPOSITION 2.5. -Soit Z un ensemble sous-analytique de W1 de dimension pure n. Si
le couple (Z^Y) est fcodÇn-d-iy^g^1^ ^a restriction à Y de la fonction densité de Z est
continue.

On en déduit facilement la proposition qui suit.

PROPOSITION 2.6. - Soient X^ l'intérieur de X et S une stratification de adr^X1"^). 5';
l'une des hypothèses suivantes est vérifiée, la restriction à Y de la fonction densité de X est
continue.

(i) fr(X) ou f^adr^X1'^)) est normalement pseudo-plat le long de Y.
(ii) dim((Cyfr(X))y) ou dim^Cyf^adHX^)))^) est majoré par k - d - 1, pour tout

yçY.
(iii) (X,V) ou (adh^^Y) est fcod(n-d-irrégulier.
(iv) Y G S et S est de Whitney ou normalement pseudo-plate.

Preuve.-Pow montrer la continuité de Qn(X,') le long de Y, il suffit de montrer la
continuité de e^adh^^), •)|y. Le sous-analytique adI^X^) étant de dimension pure n, la
proposition 2.5 permet de conclure lorsque (adh^X^^y) est ./coc^n-d-i)-1'̂ 11!161'- Comme
l'inclusion fi^adhfX1'^)) C fr(X) montre que le couple (adh^^Y) est /cod(n-d-i)-
régulier lorsque (X,V) l'est, par le lemme 2.3 les deux premières hypothèses impliquent la
conclusion. La dernière hypothèse assure également la conclusion, car par [20] ou [43] le long
de strates de Whitney un fermé est normalement pseudo-plat D

II ne reste qu'à prouver la proposition 2.5 pour conclure l'étude de la continuité de la densité
des sous-analytiques de dimension n de R^. C'est à cette preuve que l'on se consacre maintenant.

Pour tout entier t e [1, n — l], notons ̂  les coordonnées sphériques sur S72"^"1. Si £ == n — 1,
on pose P-n-i = { — l ? 1} ̂ t ^pn-i = Idp^_iî et si £ < n — 1, on pose

^ : P, =]0,27r[x]0, ̂ -2 -^ S7^-1,

0=(^...A-^-i)——^)=((^...,C^
où classiquement (^ est défini par récurrence de la façon suivante :

^-^(^-(sm^i)^^)),

et pour tout i e [1, n — 3], on pose :
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6i=sm(6^-i)^\

C,-i=sm(^_,_i)^+^

6^=COs(0n-£-l).

Notons alors :

<î> : M^ x Pd x R^ —> V,

^={x^,...,Xd,0,p)\——>Ç= {x^,...,Xn) = {xi,...,Xd,P^d{0))-

Soit Z un sous-analytique de M71 de dimension pure n. Dans [29], sont introduits les ensembles
suivants pour e > 0 et x dans M", Cz,x,e est le cône de sommet x engendré par B(^) H Z et
^Z,a; = Ç\^Cz,x,e-

La preuve de la proposition 2.5 s'appuie sur l'égalité suivante, tirée de [29].

PROPOSITION 2.7 ([29], Proposition 2.1). - Si ^n désigne le volume de la boule unité de ŒT1,
pour tout x G W1, on a :

Qn(Z^)=-^nn(B^nIz^.
P'n

Notation.-dotons j B^+i = {(.n,. . . ̂ p) e R^1 ; ||(a;i,... ,Xd,p)\\ ̂  1, p > 0} la
demi-boule supérieure de R6^1 et Rn,d la quantité :

Rn,d= 1 pn~d~ld/Hd+l(x^...^d^).

Un (d+ l)-demi-plan ouvert II de IR" de bord Y = M^ x {0}n~d, donné par un vecteur unitaire
de Y± = {0}^ x R^ de coordonnées 0 sera noté II^. Si le couple (Z,Y) est /cod(n-d-i)-
régulier en y et si My C S71-^1 C (TyY)^ = Y1- est le sous-analytique dense dans S71-^1

de la définition 2.2, on note : Py = ̂ {My) C P =]0,27r[x }Q^[n~d~{2 et Qy = [6 e Py •
(Tle)y=(ZnHe)y}.

LEMME 2.8. - Si le couple (Z, Y) fcodÇn-d-i)--régulier en y , on a l'égalité :

e,(Z^)=^ / F^d^-^-1^),
^n J

eçQy

où F(0) est une fonction analytique.

Preuve. - Si ^[E] désigne la fonction caractéristique d'un sous-ensemble E de R^, £ e N, en
tenant compte de la proposition 2.7, on a :

On(Z,y) = -^"(B î) nîz,,) = 1 [^ ^ ̂ (C)d^"(C).
Pn pn J

Rn

En notant $ la variable (a; i , . . . , Xd, p) de R^ x R^, le théorème de changement de variables et
le théorème d'intégration ([14], 3.2.12) sur les fibres de la projection p : R^ x Pd x M* -^ Pd
donnent successivement :
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0"(^2/)=^ f (X[B^ni^]°$)(0|Jac<E>(0|cW"(0
RdxPdXR*

=^ / ( / X[$-l(B(„„nI.„)](0|Jac^)|d^d+l(^d^'^-d-l(0)
O^Pd p-l(e)=Rdx{8}x'S!.^

- f F(0)( f P"-d-lX[^.nB(^,nI.„](Od^+l(ô)d^-d-l(0)
A^n J \ J /

oePd I^XR^

=Tn ! F{e}{ f ^"'"^^^^^^(Od^^^d^-^-1^.
n^^ RdxR^

La dernière égalité provient de la stabilité de Iz,y par sections planes et de la densité de Py dans
Pd, et l'avant-dernière de l'égalité |Jac <î>(^) | = p72"^1^), avec F(0) une fonction analytique.

Mais si 0 e 7^ \ Qy, le germe (Z H île, y) est vide et Zznn^ est également vide et si 0 <E Qy,
on a (n^^n^nZ)^ et par conséquent Bçy^ nlznTi^y= jB^+i. On en déduit donc :

9,(Z^)=-^ f F{0)( f p^^dn^^dH^-1^)
^n J \ J )

^Qy ^èB,+i

^R^d { F^^n-d-lçQ^
^n J

eeQy

Remarque. - La formule du lemme 2.8 a trivialement lieu sous les mêmes hypothèses pour
d = n - 1, avec Pn-i = {-1,1} et F = X[p,_i].

On est maintenant en mesure de prouver la proposition 2.5.

Preuve de la proposition 2.5. - Si d = n - 1, par définition même de la /cod(n-d-i) -régularité,
la densité de Z en y est localement constante (et égale à 0, 1/2 ou 1), donc constante le long
deV.

Si d ̂  n - 2 montrons que limy^^o ̂ n(Z, y} = On(Z, 0).
Le couple (Y,Z) étant fcodÇn-d-i) -régulier le long de Y, en chaque point y de Y sont

définis les sous-analytiques My de S71-^-1 c (TyY)-L, Py = ̂ ^y) et Qy = {° ^ ^y ;
(île)y = (Z H Tle)y} de P =]0,27r[x }Q^[n-d-<2. D'après le lemme 2.8, l'égalité suivante a
lieu :

e^z,^^ / ^^WdTf^-1^).
Pn J

Ô^Pd

Comme par hypothèse, Pô est un sous-analytique dense de Pd et que les conditions « appartenir
à Qy » et « ne pas appartenir à Qy » sont ouvertes le long de Y, le théorème de continuité sous
le signe somme conclut la preuve de la proposition 2.5. D

Remarque. - Dans les énoncés que l'on vient de prouver, Y est arbitrairement situé relative-
ment au sous-analytique X (ou Z) dont on calcule la densité. Il n'est pas nécessaire par exemple
de supposer que Y c adh^^s) pour que ces énoncés soient valides (excepté bien sûr, lorsque
Y est une strate d'une stratification de Whitney de adI^X^)).
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3. Le cas général

On démontre ici les théorèmes 0.3 et 0.4, le sous-analytique X C R77' est donc de dimension
k, avec k < n et Y = R^ x {O}71"^ C M", d < k.

Le sous-analytique V = {V <E G(/c,n); V ^ e V ^ : R^} est dense dans G(k,n) par le
lemme 1.4 (i). Dans la suite on supposera, sans le rappeler, que les A:-plans V que l'on considère
sont des éléments de P ; pour de tels A:-plans 7Tv(Y) est un sous-espace vectoriel de R71 de
dimension d, nous l'identifierons systématiquement à Y. Ainsi, TTy1 (Y) signifiera Ti-y1 (iry (Y)).

LEMME 3.1. - Soit Z un ensemble sous-analytique de W1. Notons s = dim((CyZ)o) et soit
£ç [d+5,n].

(i) Pour tout supplémentaire S de Y dans V1, il existe un ensemble sous-analytique dense
5e dans la Grassmannienne G(n - t, n - d) des (n - t)-plans de S, tel que pour tout
V (E G(£, n), V1- (E S^ existe un réel ay > 0 pour lequel : (C^TTyÇZ H B(o,o,v)))y =
7rv((C^Z)y), pour tout y e Y H B(o,av).

(ii) // existe un ensemble sous-analytique dense 7^ dans G(£,n) tel qu'à tout V e 7 ,̂ on
puisse associer un réel /3y > 0 assurant : dim((Cy7Ty(Z H B(Q,^)))^) < dim((CyZ)y),
pourtoutyçYnBço^.

En particulier, si dim((CyZ)y) ^ k - d, un tel sous-analytique dense ̂  C G(k, n) existe.

Preuve. - Soit S un supplémentaire de Y dans W1. Si V1- C 5', on a bien sûr V = (S H V) C Y
et en notant p^ la projection de W1 sur Y associée à la somme directe R71 = S C Y, et p^ny
la projection linéaire de V sur Y donnée par la somme directe V = (S H V) C Y, on dispose du
diagramme commutatif suivant :

R71

PS
Y

•KyV TTv

V V V

yJ^y

Puisque ^ ̂  d + 5 et dim((C^Z)o) = dim((CyZ)o), le lemme 1.4 (i) donne l'existence d'un
ensemble sous-analytique S^- dense dans la Grassmannienne des (n — £) -plans de S, tel que :

(*) V e G(^ n), y^ e 5^ =^ y^ n (C^z)^ = {o}.

Mais facilement, cette condition est ouverte le long de Y, c'est-à-dire que :

(**) VyeG(^n) , V^çS^ ^a^OtelqueVa-eB^^ V1- n (C^Z)^ = {0}.

On a également, à la suite de (*) :

(***) VVeC^n) , V±çS^ 3a /v>Otelque(adh(ZnB(o,^))N .y)n7^^1(y)=0.

Posons alors ay = mm(Q/y,a/y) et montrons que pour tout y ç B(o,c^) on a l'égalité :

{C^V7^v{ZnB^^))^=7^v((C^Z)y).

Fixons î/ e B(o,av) et soit ^ ç (C^'KV^Z H B(O,^^)))^, |^[ = 1. Il existe une suite (yn)nW
dans Z n B(o^v) telle que (7ry(^))^çN converge vers y , ^v{yn) 1 Y et la direction de
^v(Vn) - Psnv^vÇyn)) converge vers celle de 6. L'égalité (***) montre que lim^oo Vn = y -
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Notons alors, puisque yn i Y, lim^oo R+(^ - P^ (7rv (yn))) = R+(5, 6 e (C^Z)y H S71-^-1.
Comme le diagramme ci-dessus est commutatif et que par (**), V1- H (C^Z)y = {0}, on a
7Ty(R+ • 6) = R+ • (^ et donc l'inclusion :

(^ny^(ZnB(o^))),C7^v((^^),).

L'inclusion réciproque étant toujours vérifiée, la première partie du lemme est démontrée.
Montrons maintenant (ii). Supposons l'ensemble sous-analytique :

F = [V e G(^ n); V/? > 0, 3y e B(o,^ dim((Cy7Ty(Z H B(O^)))^) > dim((CyZ)^ }

d'intérieur non vide dans G(^n), {Y-1-; Y ç F} rencontre alors tout ensemble dense de 3e,
et si V1- e S^ d'après ce qui précède : (C^Ti-vÇZ H Bço^))y = 7Tv{{C^Z)y), pour tout
î /eynB(o,^) .Or:

dim((^ny^(^nB(o,av))),)=dim((Cy^(^nB(o^))),)

et

dim(7ry ((C^Z)y)) = dïm{(C^Z)y), pour Y-1 générique dans S^.

Donc, si V e G(£, n) et V1- est générique dans 5^ pour tout y e Y H B(o,av), on a :

dim^yTT^Z H B(O,^)))^) = dim((CyZ)^).

Cette contradiction termine la preuve. D

PROPOSITION 3.2.-Supposons que dim((CyX)o) < k — d et que pour ^fk.n-presque tout
V ç£x existe un représentant Ao(X, V) du lieu discriminant local de XQ en 0 associé à V, tel
qu 'on ait l'existence d'un voisinage ouvert Uy de 0 dans Y tel que :

\ / y ^ U y , dim(Cy(Ao(X,y))^À;-d-l.

La restriction Qk(X, •)|y à Y de la fonction densité de X est alors continue en 0.

On retiendra que lorsque localement en l'origine la dimension des fibres des cônes normaux à
Y dans X et dans les lieux discriminants locaux généraux n'excède pas la dimension générique,
la densité de X restreinte à Y est continue.

Preuve. - Soit {yn)n^ une suite de Y ayant 0 pour limite, notons 0 par y^o et montrons que
lim^oo Ok(X, yn) = Ok(X, î/oo).

Comme par hypothèse dim((CyX)^) ^ k — d, le lemme 2.3 donne l'existence du sous-
analytique dense Gy^ de G(k,n). Quitte à couper cet ensemble par un autre ensemble de
complémentaire 7^ -négligeable dans G(k,n), on peut supposer que pour tout V e Qy^ et
pour des représentants /Cf00'1^ . . . , Â^°^ des profils polaires locaux de Xy^ en y^ associés
à Y, on ait un voisinage ouvert Uy de î/oo dans Y tel que :

V^e^y, d im((Cyf/ |j ^coo'v)) ) ^-d-1,
^ S-e{i,...,n,oo,v} ) ) v )
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puisque fr (U^{i,...,n^^} ̂ oo'y) = Ao(X, Y). Par ailleurs, la formule de Cauchy-Crofton
pour la densité (théorème 1.10), donne pour tout n ç N U {00} :

Qk{x^)= f ^ ^-ye,(/c^-y,^)d7^(y).
v^^ j=l

Comme la version non locale de 1.9 (cf. aussi [15], [17], [18], [19] ou [8]) donne une
majoration uniforme des e ^ ' , pour y dans un voisinage de î/oo, il suffit de prouver que pour V
générique dans Qy^ a lieu l'égalité :

^nE^"'v^(^"''^")="EV<-•y9.(^•'/,^).
j'=i j=i

Fixons pour cela V e Q^. Si r < py (pv est donné par 2.3), (adh(X H B(^ ̂ ) \ Y) H
TTy1 (Y) = 0 et a fortiori, quel que soit n G N U {00} :

(adh(X HB(^)) ^ {^}) U^1^}) = 0.

Cette dernière égalité pour n = oo assure que les ouverts K^ sont des représentants des profils
polaires locaux de Xy^ en ?/oo associés à Y, et que pour n assez grand, pour chaque profil polaire
local /C^ ' , j e { 1 , . . . , n^,y}, de X^ en yn associé à Y, il existe pj e {!,..., ny^y} tel
que :

^y^y -{YJ-y\ et e^^-e^-^
^J ~ {^Pj )y^ el ej —^

Avec la convention 6^ (K^, ̂ ) =0 si yn i adh^^), on obtient pour n suffisamment grand:

^^''^(^'^^-^^''^(Kr-^)-
J=i j=i

Par hypothèse, quel que soit j e {1 , . . . , riy^y}, dim((Cy fr(K^))y) ^ k - d - 1, dès que
Vn est proche de y^o. La proposition 2.6 permet alors d'écrire : lim^oo Qk^-^ .Vn) =
e^K^, 2/00) = e^/C^00 '^^oo), et de conclure. D

Preuve du théorème 0.3. -Ce théorème résulte immédiatement de la proposition 3.2 et du
lemme 2.4 (i) (resp. du lemme 2.3). D

Parce que la définition (<?) de Féquisingularité opère par induction, elle indique naturellement
la définition suivante des lieux discriminants locaux itérés : lieux discriminants locaux de lieux
discriminants locaux... Et le théorème 0.3 conduit immédiatement au corollaire 3.6.

DÉFINITION 3.3. -Étant donné V G £x, le lieu discriminant local (à l'origine) Ao(X,V)
associé à V admet lui-même des lieux discriminants locaux (à l'origine) et ainsi de suite. On
définit par induction la suite des lieux discriminants locaux généraux itérés :

(Xo,(Ao(X,y))^^,(Ao(Ao(X,V),V/))^^^^^,...,o).

On dit que cette suite est normalement pseudo-plate le long de Y, si ses éléments généraux le
sont.
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COROLLAIRE 3.4. - Si la suite des lieux discriminants locaux généraux itérés est normale-
ment pseudo-plate le long de Y, la densité des lieux discriminants locaux généraux itérés est
continue le long de Y.

PROPOSITION 3.5. - Supposons que dim((CyX)o) ^ k - d, que pour y dans un voisinage de
0, dim((CyfrX)^) ^ k—d— 1, et que pour ̂ ^ ̂ -presque tout V G Ex etpourdes représentants
C-jrv i x et ̂ v (^r v i x ) respectivement du lieu polaire local et de l'image polaire locale en l'origine
de XQ associés à V, existe un voisinage ouvert Uy de 0 dans Y tel que :

\fy e Uy, dim((Cy7ry(C^J)^) < k - d - 1 ou dim((CyC^J^) ^ k - d - 1.

La restriction Ok(X, -)|y à Y de la fonction densité de X est alors continue en 0.

Preuve. - On se ramène aux hypothèses de la proposition 3.2. Considérons pour V général
dans Go, le représentant Ag(X,y) = ̂ v(C^^^ U fr(X H B(Q^))) du lieu discriminant
local de X en l'origine, r étant un réel qui vérifie 0 < r < py (pv donné pas le lemme 2.3). On
a, pour tout y e Y, suffisamment proche de l'origine et pour tout /3 e ]0, py] :

(CyA^V)^ = (CyMC^iJ), U (Cy7Ty(fr(X) nB(o^)))^

Or, comme par hypothèse au voisinage de l'origine la dimension de la fibre du cône normal
à Y dans fr(X) est majorée par sa dimension générique k — d — 1, le lemme 3.1 (ii) montre
que dès que y est dans un certain voisinage de 0 et dès que (3 est suffisamment petit,
dim((Cy7ry(fr(X) H B^))y) ̂  dim((Cy fr(X)^) ^ k - d - 1.

Les hypothèses de la proposition 3.2 sont alors satisfaites si et seulement si la dimension de
(Cy7Ty(C7rv|x ))y est majorée par k — d — 1, pour y au voisinage de l'origine. Supposons donc
que C^\x solt un représentant du lieu polaire local à l'origine de XQ associé à Y, vérifiant
dim((Cy(^-y^)^) ^ k — d — 1, pour y dans un voisinage de 0. Si f3 e]0,py], le lemme 2.3
montre que ^v(C^^ H B(o,/3)) représente l'image polaire locale à l'origine de XQ associée à
Y et à nouveau grâce au lemme 3.1 (ii), on a la majoration dim((Cy7iv((^- n Bço^^))y) ^
dim((CyC^^ ) y ) ^ k - d - 1, lorsque y est proche de 0 et f3 est petit. D

Retour sur l'exemple donné en introduction. -Cet exemple est celui d'un semi-algébrique
lisse X normalement pseudo-plat au-dessus de Y = {(x, y , z) e R3 ; x = z = 0} et présentant en
l'origine une discontinuité de sa fonction densité. Il illustre a contrario la proposition 3.5.

Puisque X est normalement pseudo-plat le long de Y, quel que soit y e Y on a la majoration :
dim((CyX^) ̂ k-d=2-l=l (lemme 2.4 (i)) et de plus Cy fr(X) = 0. La seule hypothèse
de la proposition 3.5 non vérifée par X est la majoration de la dimension des fibres, au voisinage
de l'origine, du cône normal à Y dans les images polaires locales générales ou dans les lieux
polaires locaux généraux de XQ.

Une telle majoration signifie qu'au voisinage de l'origine les images polaires locales (ou de
façon équivalente, les lieux polaires locaux) sont génériquement vides. Or, à l'origine tel n'est
pas le cas : si V est un 2-plan de M3 distinct de (xOz), le lieu polaire local de XQ en l'origine
associé à V est un germe de courbe non vide.

Le lemme 2.4 (i) donne lieu à la version stratifiée de la proposition 3.5.

THÉORÈME 3.6. - Soient X un ensemble sous-analytique de M71 et Y une strate d'une
stratification normalement pseudo-plate de adh(X). Sous l'hypothèse de pseudo-platitude
normale au-dessus des images de la strate Y (resp. au-dessus de Y) des images polaires locales
(resp. des lieux polaires locaux) génériques de X, la densité de X est continue le long de Y.
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Dans la catégorie analytique complexe il est connu depuis [55] (chapitre V, théorème 1.2) et
[21] que la condition (6) de Whitney pour le couple (A^, Y) équivaut à la constance le long de
Y de la suite

M^=(m^Po(A^)),m^Pi(A,î/)),...,m^Pfc-i(A,î/))),

où pour tout j ç. { 0 , . . . , k - 1}, l'entier my(Pj{A, y)) désigne la multiplicité en y de la variété
polaire locale de A en y associée à des (k - j + l)-plans complexes généraux de C71. En
particulier, la condition (&) de Whitney pour le couple (A^.Y) implique la pseudo-platitude
normale le long de Y de la variété polaire locale Pi (A, y) associée à des A:-plans généraux.

Dans la catégorie sous-analytique, et plus généralement encore dans une catégorie o-minimale,
trouver des conditions (de régularité pour une stratification) en amont de la pseudo-platitude
normale le long de Y des lieux polaires locaux généraux ou des images polaires locales générales
des strates Â:-dimensionnelles, reste un problème ouvert. Par exemple, le long des strates d'une
stratification de Whitney, les images polaires locales des strates Â:-dimensionnelles sont-elles
normalement pseudo-plates (cf. le lemme 3.8 ci-dessous) ?

On peut toutefois prouver que le long de strates de Verdier d'un fermé les images polaires
locales génériques sont équisécables (c'est-à-dire que la dimension des fibres de leur cône normal
est la dimension générique), ce qui suffit pour assurer la continuité de la densité le long de ces
strates :

PROPOSITION 3.7. - Soient X un sous-analytique de W^, Y une strate d'une stratification de
Verdier (resp. d'une stratification (6*) -régulière, d'une stratification de Whitney avec dim(y))
de adh(X). Les images polaires locales génériques de X sont équisécables le long de Y.

Preuve du théorème 0.4. - Ce théorème résulte facilement de la proposition précédente, du
lemme 2.3, de la proposition 3.2, de [20] (ou [43]) et du lemme 2.4 (i). n

Pour montrer la proposition 3.7, commençons par un lemme, qui résulte également de [45].

LEMME 3.S.-Soit Z un ensemble sous-analytique fermé de W^ et Y une strate d'une
stratification de Whitney de Z telle que : dim(Z) == t = dim(y) + 1. Les lieux polaires locaux
(et les images polaires locales) de Z sont alors normalement pseudo-plats, c'est-à-dire vides, le
long de Y.

Preuve du lemme 3.8. - Le lemme 2.4 (i) montre bien l'équivalence entre la pseudo-platitude
normale le long de Y des lieux polaires locaux génériques de Z et leur vacuité, car ces derniers
sont de même dimension que Y.

Supposons alors qu'existent y e Y = R*"1 x {O}7'"^1 et un ensemble J d'intérieur non
vide dans G(t,n) tel que pour tout V e J , le lieu polaire local de Z en y associé à V soit
non vide. Soit Vo un point intérieur de J et S un supplémentaire de Y dans R77' contenant V^.
On va montrer que l'ensemble /C = {V1- C 5, V e G(t,n) ; V1- H (C^Z^) ̂  {0}} est non
négligeable dans G(n - t, n -1 + 1), la Grassmannienne des (n - ̂ )-plans de S ; [20] ou [43]
et les lemmes 2.4 (i) et 1.4 (i) assureront alors la contradiction recherchée.

Pour des (n — t) -plans V1- de S dans un voisinage de V^, le lieu polaire local de Z associé à
V est non vide. Soit V1- dans un tel voisinage et (xn)ne^ une suite de C^ C Z^ de limite
y donnant lieu à la direction R+ • (v de (Ç^C^^}y. Montrons que R+ • (v C V^-. Notons
(quitte à extraire de la suite T^Z^s de G(t, n) une suite convergente) lim^oo T^Z^ = T.
La condition (b) donne Y C T et R+ • (, c T ; de plus, T H V-1 ^ {0} car pour tout n G N,
V1- H T^Z^ë ^ {0}. Mais les dimensions de Y et Z montrent que T H S = M+ • £ et donc
nécessairement R+ • £ C V1-. D
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Preuve de la proposition 3.7. - Si la stratification S de adh(X) que l'on considère est (w)-
régulière, elle est aussi (w*)-régulière par [40] et donc est (&*)-régulière par [27]. De même, si
cette stratification est (b) -régulière et si Y est de dimension 1, pour toute strate Z contenant Y
dans son adhérence, le couple (Y, Z) est (&*)-régulier par [40]. En particulier, il existe un sous-
analytique f^ dense dans la Grassmannienne des (d + n — k + l)-plan de W^ contenant Y tel que
pour tout H e ̂ , {Z H H ; Z e S} est une stratification de Whitney du fermé adh(X) H H (par
[37], Corollaire 10.5). Remarquons qu'existe un sous-analytique dense U de G(k, n) vérifiant :
pour tout V € U il existe un sous-analytique dense Uy de la Grassmannienne des (d + 1)-plans
de V contenant (l'image de) Y tel que pour tout U G Uy, U © ̂ (U) est dans ^ï. Montrons
alors que l'image polaire locale de X associée à tout élément de U est équisécable. On va montrer
pour cela que pour tout (d + l)-plan U de Uy, 7ry(C^,^ ) H U = 0.

Soit donc V 6 U, U G Uy et notons H = U 0 Ti-y1 (U) e ^2. Si S est une strate de dimension
k de adh(X), le sous-analytique ̂  D S est une strate de Whitney de adh(X) D 1̂  de dimension
d + 1, contenant Y dans son adhérence, par le lemme 3.8 le lieu polaire de H H S associé à
la projection de H sur U induite par V est vide. Or ce lieu polaire local est l'intersection de
H et du lieu polaire local de X associé à Y. On a donc H H C^y = 0 et par conséquent
î7n7Ty(C^,J=0. D

Remarque. - Le théorème 0.4, via la proposition 3.7, résulte du résultat fondamental de [40] :
la condition (w) de Verdier implique la condition (w*). On ne sait toujours pas si en toute
généralité la condition (6) de Whitney implique la condition (&*).

Il est montré dans [3], que même dans le cadre algébrique réel, la condition (w) est strictement
plus forte que la condition (&).

Dans [38], il est annoncé que le long de strates de Verdier d'un semi-analytique les images
polaires sont normalement pseudo-plates.

En vertu de la deuxième section, les énoncés 0.3,0.4,3.4,3.6 et 3.7 restent vrais lorsque k = n,
au prix de l'artifice suivant : la seule projection de G(n,n) est l'identité, le lieu discriminant
local, l'image polaire locale et le lieu polaire local d'un sous-analytique X de codimension nulle
dans R71, associés à l'identité, sont fr(X), enfin l'intérieur X^ de X est l'unique profil polaire
local de X.
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