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HOMOLOGIE DES GEODESIQUES FERMEES SUR DES
VARIETES HYPERBOLIQUES AVEC BOUTS CUSPIDAUX

PAR MARTINE BABILLOT ET MARC PEIGNE !

ABSTRACT. — The presence of cusps in hyperbolic manifolds has an influence on the homological
behavior of closed geodesics. This phenomenon is studied here for a class of geometrically finite manifolds
obtained as quotients of the hyperbolic space by free products of abelian groups acting in a Schottky way.
We get in particular an exact estimate for the number of closed geodesics in a fixed homology class which
depends in a peculiar way of the Hausdorff dimension of the limit set with a transition at certain half-integer
values. © 2000 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

RESUME. — La présence de bouts cuspidaux dans une variété hyperbolique affecte le comportement
en homologie des géodésiques de la variété. Ce phénomene est étudi€ pour une classe de variétés
géométriquement finies obtenues en quotientant 1’espace hyperbolique par des produits libres de groupes
abéliens opérant de facon Schottky. On donne en particulier un asymptotique précis du nombre de géo-
désiques fermées dans une classe d’homologie fixée et on met en évidence un phénomene de bifurcation
lorsque la dimension de Hausdorff de 1’ensemble limite prend certaines valeurs demi-enticres. © 2000
Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Mots Clés: Flot géodésique; Géodésiques fermées; Variétés hyperboliques géométriquement finies

Introduction

L’ensemble 7., des géodésiques fermées d’une variété riemannienne compacte M a courbure
négative vérifie un théoréme similaire & celui des nombres premiers : sil’on note N (L) le nombre
de géodésiques fermées sur M dont la longueur est inférieure a L, on a [36] :

ehL
N(L)~ A lorsque L — 400

ou le nombre h mesure le taux de croissance exponentiel du volume des boules dans le
revétement universel de M. Notons que ce résultat, initialement di & Selberg et Huber [50,27]
pour des variétés de courbure constante —1 reste encore vrai pour des variétés hyperboliques
non-compactes, comme les variétés de volume fini [25,38] et plus généralement les variétés
géométriquement finies [32,16,22,46].

Par analogie avec les théorémes de Cebotarev en théorie des nombres, Adachi et Sunada ont
posé le probleme de I’asymptotique du nombre N (L) de géodésiques fermées dans une classe
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d’homologie fixée c de M [3]. Phillips et Sarnak ont alors obtenu, pour une variété hyperbolique
réelle compacte, un développement asymptotique de N.(L), et en particulier I’estimée :

hL

N (L)~ C lorsque L — +o00

i+d2
ou d =dim H;(M,R) est le premier nombre de Betti de M [43]. Celle-ci fut ensuite étendue aux
variétés compactes de courbure négative [31,33,41], et plus généralement aux variétés portant un
flot hyperbolique ayant un attracteur compact [42,52]. C’est ainsi le cas des variétés obtenues en
quotientant ’espace hyperbolique HV*! par un groupe d’isométries I" agissant de facon convexe
et co-compacte ; dans ce cas, 1’entropie topologique h coincide avec la dimension de Hausdorff
de I’ensemble limite de I". Toutefois, les résultats de C. Epstein sur les variétés hyperboliques de
volume fini mettaient en évidence un phénomene nouveau, puisque cette derniere estimée était
affectée par I’existence de bouts cuspidaux dans la variété€ M, mais ce uniquement en dimension
2et3[19].

Le theme du présent travail est de mieux comprendre I’influence des transformations paraboli-
ques du groupe fondamental I" de la variété sur I’estimée asymptotique de N (L), lorsque I est
un groupe géométriquement fini. Pour cela, nous détaillons ici I’étude des variétés hyperboliques
HY*1/T" lorsque I" est un groupe de Schottky, ou encore un produit libre de groupes abéliens
opérant de fagcon Schottky (nous renvoyons aux Sections 1.2 et 5.2 pour une description précise
de ces groupes). Considérons tout d’abord le cas d’un groupe de Schottky.

THEOREME A. — Soit I" un groupe de Schottky engendré par p (p > 1) transformations pa-
raboliques et q transformations hyperboliques opérant sur I’espace hyperbolique de dimension
N + 1. Notons 6 la dimension de Hausdorff de I’ensemble limite de I" et N (L) le nombre de
géodésiques fermées de longueur < L dans une classe d’homologie c. On a :

sid<3/2 P(L)= Lp/@=N+a/2
avec Si6:3/2 P(L):(LlogL)p/qu/Z
si6>3/2 P(L)=L®t9/2

6L

€
Ne(L) ~ C—LP—(L;

pour une constante C = C(I") > 0 indépendante de la classe d’homologie ¢ donnée.

Notons que dans ces exemples, le premier nombre de Betti de la variété est égala d =p + q;
I’estimée obtenue est donc la méme que celle du cas compact lorsque 6§ > 3/2. Toutefois, le
Théoreme A met en évidence un phénomene de bifurcation pour la nature de 1’asymptotique
de N.(L) lorsque la dimension de Hausdorff de I’ensemble limite de I" prend la valeur
3/2. Linterprétation géométrique de cette valeur apparait plus clairement dans 1’étude de
groupes plus généraux. Dans le Théoréme A, tous les bouts cuspidaux de HV+! /I étaient de
rang 1. Examinons le cas d’une variété hyperbolique possédant un bout cuspidal de rang k.
L’asymptotique de N.(L) devient alors :

THEOREME A’. — Soit I le produit libre Z* x Z % - - - x Z opérant de fagon Schottky sur HN 11,
o ZF opére par transformations paraboliques et Zx - - -x L par q transformations hyperboliques.
Pour toute classe d’homologie c dans Hi(M,Z), lorsque L tend vers I’infini,

si6 <1+k/2 P(L)= LF/@5-R+a/2

avec si6=1+k/2 PL)=(L logL)k/ZL‘Y/z
si6>1+4+k/2 P(L)= L¥*+t2/2

eéL

Ne(L) ~ CLP(L)

pour une constante C = C(I") > 0 indépendante de la classe d’homologie ¢ donnée.
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Nous avons également étudié des exemples de groupes I" pour lesquels HY*!/T" contient
des bouts cuspidaux de rang arbitraire. Si k& désigne le rang maximal de ces bouts, la nature de
1’asymptotique de N(L) change pour § = 1 + k/2 et également pour § = 1/2 + k/2, lorsque I"
contient des bouts cuspidaux de rang k — 1 (voir Théoréme A”, en Section 5).

Meéme si la signification géométrique précise de ces valeurs particulieres pour la dimension
de Hausdorff d’un ensemble limite reste trés mystérieuse, remarquons que le phénomene de
bifurcation mis en €vidence rejoint le résultat d’Epstein : en effet, en volume fini, les deux
nombres k et § coincident avec la dimension N du bord de I’espace hyperbolique, et la condition
§<1+k /2 redonne la condition N < 2 ou encore dim M < 3.

On peut également s’intéresser a la distribution des géodésiques fermées sur M. Dans les
variétés que nous considérons, I’ensemble non-errant du flot géodésique est non-compact et il
existe des géodésiques fermées qui “tendent vers I’infini” au sens ou les mesures de probabilités
supportées par ces géodésiques convergent vaguement vers 0. Cependant, comme dans le cas
des variétés compactes [8,57], nous montrons que les géodésiques fermées s’équidistribuent “en
moyenne” suivant la mesure de Bowen—Margulis dans le fibré tangent unitaire de M, et ce avec
ou sans contraintes homologiques :

THEOREME B. — Sous les hypothéses du Théoréme A, notons m* (resp. m~) le barycentre
des mesures de Dirac supportées par les géodésiques fermées de M de longueur < L (resp.
dans une classe d’homologie fixée). Alors m¥ et mL convergent vaguement vers la mesure de
Bowen—Margulis de T' M.

Il est vraisemblable que ces résultats pourront étre étendus dans le contexte général des variétés
géométriquement finies. La propriété importante des groupes de Schottky que nous utilisons ici
est que leur ensemble limite peut étre codé a 1’aide d’un alphabet dénombrable. La restriction
du flot géodésique de HV*!/I" a son ensemble non-errant est alors semi-conjuguée a un flot
spécial au-dessus d’une transformation dilatante 7' possédant une infinit€¢ dénombrable de
branches inverses (pour la surface modulaire, cette application est la transformation de Gauss des
fractions continues, [2,51]). Notre étude se relie donc aux travaux concernant les transformations
dilatantes de I’intervalle avec partition de Markov dénombrable, [47,6,4,12], ou encore & I’étude
de transformations avec des points fixes neutres [44,28-30,49,56].

On peut penser que les théoremes ci-dessus pourraient étre aussi obtenus par une méthode
reposant sur des extensions de la formule des traces de Selberg, comme dans [25,43,19] et [22].
Notons cependant que cette approche n’est pour I’instant utilisable que lorsque la dimension 6
vérifie I’hypothese restrictive : § > N/2, assurée par exemple lorsqu’il existe un bout cuspidal de
volume fini. Les méthodes de dynamique symbolique que nous employons ici nous permettent
de nous affranchir de cette hypothese.

Nos résultats sont également a mettre en parallele avec ceux obtenus par Guivarc’h et Le
Jan concernant I’existence de lois stables dans le théoreme Central Limite pour I’enroulement
des géodésiques sur la surface modulaire [21], ainsi que les résultats de Enriquez, Franchi
et Le Jan pour certaines variétés hyperboliques géométriquement finies [17,18,20]. Pour les
variétés considérées ici, il est probable qu’un théoréme limite avec convergence vers une
loi stable d’indice o = max(2,2§ — k) puisse étre prouvé. Ceci fera 1’objet d’un prochain
travail.

Plan de P’article.  Afin d’alléger les notations, nous avons choisi de détailler les démons-
trations lorsque I" est un groupe de Schottky, en indiquant briévement dans la Partie 5 les
modifications a apporter lorsque la variété M contient des bouts cuspidaux de rang arbitraire.
Pour montrer les Théorémes A et B, nous adoptons une démarche similaire a celle développée
pour I’étude des flots Axiome A [42] : dans la Partie 1, nous représentons le flot géodésique
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sur T' M comme un flot spécial au dessus d’un systéme dynamique (mesurablement) isomorphe
a un systeme symbolique ; on étudie alors dans la Partie 2 une famille d’opérateurs de transfert
naturellement associée a cette représentation, ce qui permet de décrire les singularités de la
fonction Zéta dynamique (Partie 3) et par un théoreme taubérien d’une part, et une estimée de
grands écarts d’autre part, de prouver les Théoremes A et B (Partie 4).

Cependant, la présence de transformations paraboliques dans le groupe I' amene des
modifications importantes dans la mise en ceuvre de cette approche. Ainsi, I’action de I" sur
son ensemble limite /A se conjugue a priori & une transformation avec points fixes neutres. Pour
retrouver une dynamique dilatante, il faut itérer cette transformation, et pour cela introduire
une partition dénombrable de A [16]. L’ application de Poincaré devient alors non-bornée, et
il nous faut les estimées précises du Lemme 1.1 afin de contrdler sa taille sur chacun des
éléments de la partition. De méme, la fonction prenant en compte 1’homologie des géodési-
ques n’est pas intégrable dans certains cas et ceci rend plus complexe 1’étude de la régularité
de la famille d’opérateurs de transfert associ€e a cette représentation. Pour relier la fonction
Z&ta Dynamique a la “trace” de ces opérateurs, nous vérifions que 1’argument téléscopique
de Haydn [24] s’adapte dans ce contexte, ce qui permet de transporter la faible régularité
de la famille des opérateurs de Ruelle a une singularité¢ de type Holder de la fonction Zéta.
Celle-ci n’étant plus méromorphe, nous proposons enfin une démonstration d’un théoreme
taubérien adapté a la nature de ces singularités, afin de revenir au probleme de dénombrement
initial.

1. Groupes de Schottky

Cette section est principalement consacrée a des préliminaires. Tout d’abord, nous donnons
une estimée précise pour le jacobien des itérés d’une transformation non elliptique de 1’espace
hyperbolique. Puis nous considérons un groupe de Schottky I" et rappelons le codage du
flot géodésique de I"\HN*! suivant [16]. Grice i ce codage, les géodésiques fermées de la
variété sont en correspondance avec les orbites des points périodiques d’une transformation
dilatante T sur le bord de I’espace hyperbolique. Nous construisons ensuite une mesure
invariante pour 71" et décrivons son comportement local au voisinage des points fixes des
générateurs.

1.1. L’espace hyperbolique

Pour les éléments de géométrie hyperbolique que nous utilisons ici, nous renvoyons aux livres
de J.B. Ratcliffe et de B. Maskitt [45,35].

On considérera deux modeles de 1’espace hyperbolique HV*!. Le premier est celui de la
boule unité de RV+! : BN*! = {x e RV*!| ||x]|| < 1} avec la métrique ds? = dx?/4(1 — ||x||?)?.
On notera alors d la distance hyperbolique sur BN*! et o I’origine de BV*!. Le bord OHV !
s’identifie avec la sphére unité S” munie de la métrique euclidienne | . |. Pour un point = de S¥,
on définit la fonction de Busemann [35(.) par : 85(x) = limy_,, d(X,y) — d(0,y). Ses surfaces de
niveau, les horosphéres, sont des sphéres tangentes 2 S™V au point z.

On obtient le modele du demi-espace en considérant, pour z € SV, I'inversion s, de centre

x et de rapport 2 définie par s;(x) = 2,—,(’5:;”—12 + z : c’est une transformation conforme de RV+!

qui envoie le point z a Iinfini et 'intérieur de la boule unité sur le demi-espace {x € RV*!,
x.z < 0}. Dans ce modele, le bord de I’espace hyperbolique est la réunion de I’hyperplan H,
orthogonal a x et du point a I’infini.

Le groupe d’isométries G = SO(N + 1,1) de HV*! agit transitivement sur HV*!. Cette
action se prolonge en une action conforme sur le bord de HV+!. Dans le modele de la sphere, le
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coefficient de conformité est donné par :

@) = 20

ou, pour une isométrie v de G et un point x de S N ona posé :

b(v,z) = Bu(y~".0).

Soit v une isométrie de HV*! sans point fixe dans B . Alors, elle admet un ou deux points
fixes sur SV. Dans le premier cas, elle est dite parabolique, et si ., désigne son unique point
fixe, |y/(x)| = 1. Aprés conjugaison par I'inversion s, elle devient une similitude directe de
RV fixant 400 : il existe une rotation affine R, et une translation T, de H,. non-nulle telles
que sz, 0y0s,, = Ry oT, =T, o0 R,.Lanorme (euclidienne) du vecteur de la translation sera
notée 7(7).

Dans le deuxieéme cas, elle est dite Ayperbolique. On note alors :cf; son point fixe attracteur
(|7'(z3)] < 1) et 27 son point fixe répulsif (|7'(z7 )| > 1). L’axe de v, c’est-a-dire la géodésique
joignantz a xfyr est invariante par -y et si I’on note [(7y) := infy d(X, yx) la distance de translation
de 7, on a d(x,7y.x) = l(+y) pour tout point x de cet axe. Ainsi, [(y) = b(, xfrf )= —b(vy, z3).

Dans I’étude de 1’action d’un groupe I" sur le bord de I’espace hyperbolique, les estimées
|(Y™)|(z) = O(e~™ ™) si «y est hyperbolique, ou |(y™)|(z) = O(1/n?) si 7 est parabolique, sont
importantes. Nous aurons besoin ici d’un résultat plus précis :

LEMME 1.1. - ~

(i) Si~y est hyperbolique, la suite (b(y™, ) — nl(7y))n>1 converge vers 2log &—iﬁ% pour tout
point x de SN — {z3}.

(ii) Si~y est parabolique, la suite (b(y", ) — 2logn)n>1 converge vers 2log(T(y)|x — z|/2)

pour tout point x € SN — {z,}.
Ces convergences sont uniformes sur les compacts de SN ne contenant pas x7, (resp. T.).

La démonstration de ce lemme repose sur 1’identité suivante [54, p. 183], dite égalité des
accroissements finis :

pourz,y € SN vz —vyf =¥ @| V@I lz -y

En effet, lorsque ~ est hyperbolique, nous obtenons :

|z — 27|

by", @) = nly) = b(y", @) + 03", 27) = 2og
o T Ly

et ’on conclut en remarquant que la suite (y™.x),>; converge vers xf; , uniformément sur les
compacts de SV ne contenant pas z, . Lorsque +y est parabolique, on a de méme :
|z — |

. v

Or, en notant s I’inversion de centre x., et de rapport 2 et 7 le vecteur de la translation associée
a sys on obtient :

2 2

" -y = =
v 7l |syr.x — x| |RD(sT) +nT — 2y

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



86 M. BABILLOT, M. PEIGNE

et n|7||y™.z — x| converge uniformément vers 2 sur les compacts de R ; la propriété (ii) du
lemme en découle.

1.2. Groupes de Schottky et codage de ’ensemble limite

On se donne un ensemble P constitué de p isométries paraboliques de HY*!, un ensemble Q
de ¢ isométries hyperboliques et pour chaque a dans A =P U Q, deux fermés B et B, dans
SN tels que a envoie I'extérieur de B, dans B.. Si a € P est parabolique, ces deux fermés
contiennent le point z,, tandis que si a € Q est hyperbolique, on peut choisir ces deux fermés
disjoints et contenant respectivement x} et 2. Nous posons B, = B} U B, et nous supposons
que les ensembles B, sont deux a deux disjoints, et donc a distance strictement positive les uns
des autres. L’ensemble Ua £b B, X By est ainsi relativement compact dans S N §N privé de la
diagonale.

Le groupe I" engendré par A est par définition un groupe de Schottky [35]. Lorsque les
ensembles B et B, sont des boules euclidiennes, I” est appelé groupe de Schottky classique
et en dimension N 4 1 =-3, il existe une borne supérieure strictement inférieure a 2 pour la
dimension de Hausdorff de 1’ensemble limite [15]. Pour cette raison, nous autorisons ici les
bassins d’attraction B, a étre des fermés arbitraires.

D’apres le lemme du tennis de table de Klein, le groupe I est un groupe libre & d = card .4
générateurs, opérant proprement discontiniment sur HV*!, La variété quotient M = HY+! /I
possede alors p bouts de type cuspidal et son premier groupe d’homologie H,(M,Z) s’identifie
avec I’abélianisé I'/[I", I'] de I', soit ici le groupe 7°.

L ensemble limite de I, noté A, est I’adhérence dans S¥ de I’orbite I".0. Le lemme du tennis
de table permet également de montrer que, pour toute suite (a;);>; formée d’éléments de A
ou de leurs inverses avec a; 1 # a; ! 1a suite de points de I’espace hyperbolique (a; - - - ax.0)x
converge. On obtient ainsi une application

(a3)iz1 — x =lima; ---ax.0

dont les valeurs décrivent tout I’ensemble limite A. Pour des groupes de Schottky sans éléments
paraboliques, elle est bi-univoque, et permet une correspondance bi-Lipschitz entre un espace
symbolique et I’ensemble limite [9,32]. Mais ceci n’est plus vrai dans notre cas puisque pour
un élément parabolique a € P, on a par exemple : x, = lim,, a™.0 = lim,, a~".0. De plus, le
décalage sur cet ensemble de suites induit une transformation sur A qui n’est pas (strictement)
dilatante : sur ’ensemble des points dont la premiére lettre est a € P, cette transformation agit
par a~! et son jacobien peut-étre arbitrairement proche de 1.

Pour remédier a cette lacune, I’approche de [16] (voir aussi [13]) consiste a retirer 2 I’ensemble
A les points fixes des générateurs de A ainsi que leurs orbites sous I"; nous notons A°
I’ensemble ainsi obtenu—il suffirait en fait d’6ter les points paraboliques, mais nous préférons
cette définition de A° pour des raisons d’homogénéité de notation. Les points de A° sont codés par
des suites qui ne sont pas constantes 2 partir d’un certainrang, de sorte que I’ensemble A°est main-
tenant en bijection avec I’espace symbolique X = {(a}*)i>1; ax € A, np € Z*, ap41 # afl}
[16, p. 759]. 1l apparait ainsi une partition dénombrable de A° : pour a € A, on note Ay
I’ensemble des points de A° dont la premiére lettre differe de a ou a™!, et pour n € Z*, on
pose :

Agn :=a" Ago.

Alors les sous-ensembles A,» pour a € A et n € Z* sont d’adhérences disjointes deux a deux et
leur réunion est égale a A°.

4° SERIE — TOME 33 — 2000 — N° 1
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L espace symbolique X+ est muni d’une transformation naturelle, le décalage, qui consiste a
enlever 2 la suite (a*)x>1 le premier groupe de lettres aj". Celui-ci induit une transformation
T sur A° qui agit par a~™ en restriction & A, . Observons que I’ensemble Ao est contenu dans
U, 4q Bb, et il est par conséquent “loin” de z,, tandis que pour n # 0, chaque sous-ensemble
Agn est contenu dans B,. C’est grice a ce fait que ’on peut montrer que les branches inverses
de T possedent la propriété de contraction uniforme suivante [16, p. 761] :

LEMME 1.2. -1l existe un réel 0 < r < 1 et une constante C > 0 tels que pour toute suite
finie (a'")i=1,...k avec a;11 # a; Vet tous points x,y de I’ensemble limite de I" dont la premiére
lettre différe de ay, on a :

la - --afr .z —a' - -apk y| <Cr¥ |z —yl.

Ainsi, dans le modele géométrique A9, |.]), 1a transformation 7" est une dilatation, et ceci sera
essentiel dans la suite pour utiliser les méthodes d’opérateurs de transfert.

1.3. Le codage du flot géodésique et les géodésiques fermées de M

A
Si E est un sous-ensemble de S™, on notera E x E le sous-ensemble E x E privé des points
de la diagonale.

Identifions le fibré unitaire tangent T'H™*! de I’espace hyperbolique avec S ¥ SN x Ren
associant 4 un vecteur unitaire tangent v basé en p le triplet (z~,z,7) ol z~ et z sont les
extrémités de la géodésique passant par v et r = .+ (p). Dans ces coordonnées I’action d’une
isométrie v de I" est donnée par

Yz, z™, )= (’)’.33_,’)’.SC+, r —b(v, m"'))
tandis que le flot géodésique (J;):cr agit sur T'HN*! par
gu@”zt =@,z r - t).

Cette action de R sur la troisiéme composante commute avec celle de I" et définit par passage au
quotient le flot géodésique (g)ier sur T'M ~ I\T'HN+1,

Si I'une des deux extrémités d’une géodésique n’appartient pas a 1’ensemble limite, celle-
ci se projette sur une géodésique qui part a I’infini dans la variété quotient. On restreint donc
I’étude du flot géodésique a I’ensemble non-errant 2 C T'M du flot géodésique défini par :

A

2=T\AX A x R. Dans le cas d’un groupe convexe co-compact, {2 est un attracteur compact.
Ici, il ne I’est plus, mais sa projection dans la variété M est contenue dans une sous-variété de
volume fini appelée le ceeur de Nielsen de M.

A
Introduisons le sous-ensemble invariant $2° = '\ A% x A° x R de £2. Nous allons conjuguer
le flot géodésique (en restriction a §2°) a un flot spécial au dessus de I’extension naturelle
du systéeme (A%, 7). Soit X = {(aZ’“)kez; a; €A, ng €EL*, agy1 # afl}, I’espace des suites
bilatéres et 1’application qui associe a une suite de X le couple (z~,z1) de A° x A° défini par

+

Nk

z' = lim a"---a;*.o, z” = lim ay™---a;"*.0.

k—+o00 k——o0

L’image de X' par cette application est I’ensemble

DO:U U Apm X Agn

a#b n,mezZ*
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et le décalage sur X induit une transformation 7' de D° définie par :

T(x ,zT)=(a" "z ,a "z") lorsque z € Agn.

A
On obtient ainsi une équivalence d’orbites entre I’action de I" sur A% x A° et celle de la
transformation T sur D°. De plus, Iégalité¢ a~"(z~,zt, 1) = (a "z, a "xt,r—ba™",z1))
conduit & introduire 1’extension T’ de T' définie sur D° x R par :

Ti@~,zt,r)= (T ,zh),r+ f(=1))

fzT)y==ba " zT)=ba",a ".xT) sizt € Agn

et qui reflete I’action de I" sur D° x R. La fonction plafond f est égale au temps de retour du flot
géodésique sur la section D° x {0} et nous obtenons donc le lemme suivant :

LEMME 1.3.- N
(i) L’espace £2° = I'\A° x A° x R est en bijection avec D° x R/(T¥).
(i) Le flot géodésique sur §2° est conjugué au flot spécial sur D° x R/(T).

Remarquons que f coincide avec le logarithme du jacobien de T', et qu’elle est non-bornée
d’apres le Lemme 1.1.

Une géodésique fermée g de M est la projection de I’axe d’un élément hyperbolique v de I”;
salongueur I(gp) est le nombre I(~). Elle se reléve dans le fibré unitaire 7' M en une orbite fermée
pour le flot géodésique. Si elle differe de la projection de I’axe d’une puissance d’un générateur
hyperbolique, ce que nous supposerons dans toute la suite, elle correspond a une orbite fermée
pour le flot spécial agissant sur D° x R/ (T). 1 existe donc un point (z~,z ") appartenant 2 D°
et un entier k£ > 1 tels que

k—1
TR, 2H) =@ ,2%) et l(p) = Z f(T'zt).
i=0
Notons que les points T(z~,z"),...,T*~!(z~,2%) donnent lieu 2 la méme orbite périodique, de
sorte que les géodésiques fermées de M sont en bijection avec les orbites des points périodiques
pour T.

1 suffit en fait de considérer les points T-périodiques sur A° : un couple (z~,z ") fixé par
Tk est codé par une suite bilatere (a}'")iez invariante par k décalages, et par conséquent le point
x ™, qui est codé par (a]*);en, est fixé par T*. Observons que les points (z~,2%) associés a la
suite périodique (a;*);cz ne sont autres que les points fixes de I’isométrie y = a7 - - -ap*, etla
géodésique fermée p correspondante est la projection de I’axe de 7. '

La classe d’homologie [p] de p est alors égale 2 1’image de -y dans I'\[I", I"]. Pour tout a € A,
considérons la fonction H, définie sur A° et a valeurs entiéres définie par :

Hy(x)=n siz € Agn.

Alors, si p est associée a 1’orbite du point 7-périodique = nous avons :

[p]= SkHa(@)a]
acA

oul'onapos€ SxH=H+HoT +---+HoTk 1,
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Le dénombrement des géodésiques fermées est donc 1ié a celui des points T-périodiques.
Il nous faut ainsi étudier le systtme dynamique (A%, T)) et tout d’abord exhiber une mesure v
invariante pour 7. Pour cela, rappellons la construction de la mesure de Bowen—Margulis.

1.4. Mesure de Bowen-Margulis, et mesures invariantes pour T et Ty

La mesure de Bowen—Margulis a été décrite par Sullivan [54, p. 431] pour les variétés
hyperboliques de la facon suivante : on considere tout d’abord la mesure de Patterson, c’est-
a-dire ’'unique mesure de probabilité o supportée par 1’ensemble limite de I, et 6-conforme
sous I’actionde I" :

N NT
@ =@

ou 6 est la dimension de Hausdorff de A (Voir aussi [40]).

A
L’égalité des accroissements finis montre ensuite que la mesure 4 définie sur A x A par :

pour tout z de A

o(dz) o(dy)

mdz,dy) = iz =y
est invariante sous 1’action diagonale de I". La mesure x4 ® dt sur T'H? est donc invariante
par les deux actions de R et de I". Aprés passage au quotient, elle induit la mesure de Bowen—
Margulis m sur {2.

Comme la mesure de Patterson est diffuse [55, p. 264] et que A coincide avec A° 4 un ensemble
dénombrable pres, nous pouvons restreindre m en une mesure non-nulle sur 2°. Le lemme
suivant donne I’expression de m lorsque §2° est identifié 2 D° x R/(T) :

LEMME 1.4. -

(i) En restriction a D°, la mesure 1 induit une mesure, encore notée L, de masse totale finie
et invariante par T.

(ii) La mesure p®dt sur D° x R est Ty invariante et induit par passage au quotient la mesure
de Bowen—Margulis m sur §2°. Celle-ci est également de masse finie.

Les assertions de ce lemme découlent directement de ce qui précede, excepté la finitude de
w(DP) et celle de m(£2°). Pour montrer que (D°) est fini, il suffit d’observer que D° est contenu

dans | J, b By X Bg est qu’il est donc également relativement compact dans SN ﬁ SN,

La finitude de la mesure de Bowen—Margulis a ét€ montrée par Sullivan pour tout groupe géo-
métriquement fini [55, p. 269]. Pour les groupes de Schottky considérés ici, on peut également
vérifier directement que la fonction f est intégrable relativement a 1 [16, p. 762].

1.5. Le systeme dynamique (A°,T',v)

Revenons au syst¢tme dynamique (A% T'). La projection p:(z~,2%) — z de D° sur A°
conjugue les transformations T' et T et par conséquent, 'image de p par p est finie et T-
invariante. On notera v la probabilité correspondante.

Cette mesure v est absolument continue par rapport a la mesure de Patterson et sa densité h
est donnée par ’

1 o(dz™)
WD J |x—z=?
A

a0

Va€ A, Vr € Agn  h(z)=

Le lemme suivant étudie le comportement de v au voisinage des points fixes des générateurs
deI'.
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LEMME 1.5.— Pour tout a € A et n € N on a v(Agn) = V(A,-=). De plus, pour tout a € A,
il existe une constante C,, strictement positive telle que lorsque n tend vers +oo,
V(Agn) ~ Cre ™D i q est hyperbolique,

V(Agn) ~ Cyn ™2 si a est parabolique.

Démonstration. — Par définition, on a :

M(Aao X Agn)

Ve =" o)

L’invariance de p par les isométries de 1" nous donne :
W(Ago X Agn) = ,u(a""(/lao X Aan)) = p(Ag-n X Ago).

L égalité v(Ayn) = v(A,-») résulte alors de I'invariance de u par la symétrie (z—,z%) —
(zT,z7). De plus

V(Agn) = / h(x)o(dx)

Aan

= / h(a™.x) l(a")’(m)|6 o(dx) par invariance conforme de o
Ao

a

1 @™ @)|°
- ;(_D-T) / m o(dx) o(dy).
A

GO X Aao

Les estimées du Lemme 1.1 donnent I’équivalent annoncé, avec :

1 AR
C, = ) / PR o(dx) o(dy)
A

ao X a.o

3 1 \/i 26
Ca, = T(a)26ﬂ(DO) ( / (l.ﬁl? — .’Eal) U(dx))
A

a0

si a est hyperbolique et
2

si a est parabolique.
Ceci complete la démonstration du lemme. O

Remarque. — Comme ZneN V(Agn) = v({J,, Aan) < 400, le lemme montre que I’exposant
6 est strictement supérieur & 1/2. Ceci est en fait est toujours vrai pour les groupes
géométriquement finis contenant des transformations paraboliques [5].

2. Opérateurs de Ruelle

Un flot spécial au dessus d’un décalage & sur un espace symbolique X' s’étudie classiquement
en considérant le systéme facteur (X', o) des suites unilatéres. On introduit alors 1’opérateur de
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transfert L :

Lip@)= > e TPg(y)
oy=x
associé a la fonction plafond f et on analyse le spectre de L sur des espaces fonctionnels conve-
nables [42]. Cette section est consacrée a 1’étude d’une famille d’opérateurs de transfert associés
au systéme (A°, T, v) et aux fonctions f et H = (H,)qc 4 introduites précedemment :

pourz € Agn  f(x)=—bla",z) et Hy(z)= {g :i zo:na,

2.1. Définition des opérateurs de Ruelle

Soit C(A) I’espace des fonctions continues sur A a valeurs dans C, muni de la norme de
la convergence uniforme |.|.. Pour tout nombre complexe z, et tout v = (vg)ac.a du tore
d-dimensionnel T¢, identifié canoniquement au groupe dual de Z?, nous considérons I’opérateur
L, défini formellement par

SipEC(A) Loppa)= Y e TOHCHD o)

y/Ty=x

Nous noterons £, I’opérateur £ o, en remarquant que £ ,¢ = £,(eX?1HO) ),
Lorsque = appartient & A0, un antécédent de x par T est de la forme y = a™.2. On a donc
f@)=—-b(a™",y)=b(a", z) et Hy(y) = n, ce qui permet d’écrire encore :

,Cz,v(ﬁ(.’l,‘) = Z lAao (x) Z e—zb(a",ac)+inv.1 ¢(a”.x).

a€A nez*

Cette derniere égalité implique que L, ,¢(x) est fini lorsque Re(z) > 1/2, puisque d’apres le
Lemme 1.1 les séries 3, 5. |e=**@"®)| sont convergentes dans ce cas. Elle montre également
que la fonction £ , ¢, qui n’est définie a priori que sur A° = | J A0, s’étend par continuité A tout
’ensemble limite A = | JA,o. Dans la suite, I’opérateur £, ,, sera donc défini sur I’espace des
fonctions continues sur tout I’ensemble limite A.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer en particulier que £, , opére sur C(A) ; néanmoins,

afin de contréler précisement son spectre, nous allons considérer sa restriction au sous-espace
L(A) de C(A) défini par

L ={peCU)||¢]l = ¢l + [¢] < +00}

ou le coefficient de Lipschitz de ¢ est ici défini par

b= sup sup LD

a€A z,y€A o |£E - yl

L’espace (L(A),||.||) est un C-espace de Banach et I’injection canonique de (L(A),||.||) dans
(C(A),].|0o) est compacte.

Notons p, (™, z) le poids 14 , (x)e~2Me™2)tinve  Qq taille et sa régularité sont données par
le lemme suivant :

LEMME 2.1.-Si a est parabolique (resp. hyperbolique) la suite (n*™*®||p, . (a™,.)|Dn>1
(resp. (€™ @R ||p, (a™,.)||)n31) est bornée pour chaque (z,v) appartenant a C x T4
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Démonstration. — Le fait que les suites

(nZRe(z) |pz’v(an’ ‘)loo)n>1 et (enl(a)Re(z) lpz,v(an’ .)|°o)n>1

soient bornées lorsque a est respectivement parabolique et hyperbolique est une conséquence
directe du Lemme 1.1. Afin de contrdler le coefficient de Lipschitz de p, ,(a", .), nous devons
estimer p,,(a",x) — p,»(a",y) lorsque z et y appartiennent au méme sous ensemble A,o.
Comme le point a~".0 est proche de B, pour n grand, il existe une constante A > 0 telle que
|b(a™, ) — b(a™, y)| < A|z — y| pour tous points z,y € Ao et tout n € Z* [16, p. 779]. Gréce a
I'inégalité [eZ — 1| < 2|Z|e/R%?) satisfaite pour tout nombre complexe Z, on obtient

|e—zb(a",w) _ e—zb(a",y)| < 2A|Z|62A|Re(z)| |J} _ yl e—Re(z)b(a",a:)'

Ainsi le coefficient de Lipschitz vérifie [p;.(a™,.)] < C|Prez)0(a™; .)|oo pour une constante
C = C(z) > 0, ce qui compléte la démonstration du lemme. 0O

2.2. Le spectrede L, , sur L(A)

D’apres le lemme 2.1, I"opérateur L, , est borné sur L(A) lorsque Re(z) > 1/2. On notera
p(z,v) son rayon spectral. Rappelons les résultats obtenus dans [16, pp. 788-796] lorsque
z =0+ it et v = 0. Le rayon spectral p(é + it,0) de I’opérateur L5 ;; est inférieur ou égal a
1, avec égalité si et seulement si ¢ = 0. Dans ce cas, la fonction h introduite en 1.5 appartient
a L(A), vérifie Lsh = h, et 1 est valeur propre simple isolée dans le spectre de Ls. Lorsque
d=p+ q > 3, toute autre valeur spectrale est de module < 1. Lorsque d = 2, il n’existe que deux
bassins d’attractions B, et By, ce qui introduit une périodicité d’ordre 2 dans le jeu du tennis de
table ; ceci implique que —1 est également valeur propre isol€e, et les autres valeurs spectrales
sont de module < 1. De plus, la mesure de Patterson est invariante pour Ls : o(Lsp) = o(¢)
pour tout ¢ € C(A). La proposition suivante prolonge cette étude aux valeurs de (2, v) telles que
Re(z) est proche de 6 et v est quelconque dans le tore :

PROPOSITION 2.2. - Soit L, ,, I'opérateur de transfert introduit en 2.1 et p(z,v) son rayon
spectral sur L(A).
(i) 11 existe un voisinage Uy de (6,0) dans C x T? et py €10, 1[ tel que pour tout (z,v)
appartenant a Uy, on ait p(z,v) > po et :

— si p+q =3 alors L, a une unique valeur propre \(z,v) de module p(z,v), cette
valeur propre est simple et proche de 1 et le reste du spectre de L. ,, est inclus dans
un disque de rayon po.

— si p+q =2 alors L., a deux valeurs propres simples \(z,v) et \~(2,v) proches
de 1 et —1 respectivement et le reste du spectre de L ,, est inclus dans un disque de
rayon po.

(ii) Pour tout réel A > 0, il existe e(A) > 0 et un nombre p; < 1 tel que p(z,v) < py dés que
(2,v) ¢ Uy vérifie Re(z) = 6 — e(A) et [Im(2)| < A.

La démonstration de cette proposition se décompose en 3 étapes.
Etape 1. Le rayon spectral essentiel de £, ,, sur L(A). Nous allons tout d’abord établir une
inégalité de contraction pour les opérateurs itérés E’jﬂ,. Pour cela, écrivons
LE,d@) = Y proly,0)d(v.2)

YeI'(k)
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ol I'(k) désigne ’ensemble des éléments v = aT" - --a;* de longueur k dans I" (avec a;41 #
aE'), et p, (v, ) la fonction qui vaut e =2+ gyr Ago et quiest nulle ailleurs. Observons

que p, (7, z) est le k-produit [T}, p.(a]" :L}r‘;' -apk.m).
Fixonsa € Aetz,y € Agp.Ona:

|5 0@ — LE,6@W)| < D [P0 [0(r-2) = drp)| + Y [Prn(1,)] [Bloolz — yl.

vel'tk) yer(k)

D’aprés le Lemme 1.2 il existe C > 0et0 < r < 1 tels que |y.z — 7.y| < Cr¥|z — y|. On obtient
ainsi I’inégalité :

(*) [£5,6] <7k[8]+ Rilgloo
avec r, = CrF I,CRe(z)l[c>o et R, = [D20(7, )]
Notons que

lim sup r,lc/ ¥ — rlim sup|£,’§e(z)1 |l£k =Tpoo(Re(2)) 0l pos (Re(2))
k k

est le rayon spectral de 1’opérateur (positif) Lge(z) sur C(A).

Une inégalité de ce type apparait dans [14]. Elle est a la base du théoréme de Ionescu-
Tulcea—Marinescu sur les opérateurs quasi-compacts. Une version améliorée de ce théoreme
due a Hennion [26] nous donne ici que le rayon spectral essentiel de L., sur L(A) est inférieur
ou égal a 7p(Re(z)), autrement dit que toute valeur spectrale de module strictement supérieur
A 7poo(Re(2)) est valeur propre isolée de multiplicité finie dans le spectre de £ ,,.

Ceci implique en particulier que p(z,v) < poo(Re(z)) En effet, ’existence d’une valeur
spectrale A de module strictement supérieur a poo(Re(z)), entrainerait, d’apres le résultat
précédent, celle d’une fonction ¢ avec L, ,¢ = A¢. On aurait alors |A||@| < Lre()|4] et donc
[A] € poo(Re(2)), d’ ol une contradiction.

Etape 2. Spectre de L5t . Considérons maintenant 1’opérateur Lt ,,. Comme poo(6) =
1, son rayon spectral sur L(A) est inférieur ou égal a 1 et toute valeur spectrale de module > r
est valeur propre, d’aprés 1’étape 1. Montrons que p(6 + it,v) < 1 si (¢,v) # (0,0). Supposons
p(6 + it,v) = 1. Il existe alors une fonction ¢ € L(A) et 8 € R tels que Ls4it(¢) = e?¢ d’ou
|¢| < Ls|¢|. Comme o Ls = o, on obtient Ls|¢|(z) = |¢|(z) pour o-presque tout z ; les fonctions
¢ et L¢ étant continues sur A et le support de o étant A, cette derniére égalité est en fait vérifiée
pour tout z dans A et ’on en déduit que || est proportionnelle a h. L’égalité L5 ::.,(d) = ¢
peut alors s’écrire

Z h(a CE)P& 0((1 .’L') ¢( ) ztb(a", z)+inve _ 29 ¢($)

acAnezZ* ( " ) h(CL‘)

()

avec roportionnelle & h. Comme 1 Lgh = 1, ceci n’est possible que si
prop h p q

* ¢(anx) itb(a™, x)+inve _ 19 ¢($)
*) Vac A, Ve € Ap, VRn€EZ _—h(an.x)e =@

et par conséquent

1
¢(a™t!.7) h(a"-lw) it(b(a™+ @) ~b(a™, ) +iva _ |
¢(a™.x) h(a™tl.x)
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Si a est parabolique, on a
lim b(@™t!,z) - ba™,z)=0
n—-+o00

et donc v, = 0. Comme de plus lim,_, 1 b(a”, ) = +o0, ’ensemble {b(a™,x) — ba™, ) |
n,m € Z*} est dense dans R si bien que ¢t =0; il vient

A(xq) — it M
hza) — h(z)

pour tout z € A d’ot1 e = 1 et ¢ € Ch. L’égalité () entraine "= = 1 pour a hyperbolique
soit v, = 0. Finalement, p(6 + it,v) n’est égal a 1 que lorsque (¢,v) = (0,0).

Remarque. — Rappelons que la propriété p(6 + it,0) < 1, c’est a dire I’absence de valeurs
propres de module 1 pour I’opérateur Ls;; lorsque t # 0, équivaut au mélange topologique de la
suspension, ou ici a la non-arithméticité du spectre des longueurs [23] ; ceci implique également
le mélange du flot géodésique pour la mesure de Bowen—Margulis [4, p. 171].

Etape 3. Régularité de la fonction (z,v) — L., Fixons un point 2 € Ay et v € T La
fonction z — p, ,(a", z) est analytique, et

1
wpz(a",a:) = (—b(a",a:))l pao(a”, ).

Comme au Lemme 2.1, on voit qu’il existe une constante C' telle que

(logn)"
n2Re(z)

!
H 8 pz,v(an, ) l < C

a2t
lorsque a est parabolique et

14 nl
n
“ azlpz'v(a ’ )“ < Cenl(a)Re(z)

lorsque a est hyperbolique. L’ opérateur a%lrﬁz,,, est donc bien défini sur L(A) pour toute valeur
de I si Re(2) > 1/2, ce qui montre ’analyticité de 2 — L. ,, sur ce domaine.

De plus, pour tout v € T nous avons ||L.r, — L.l < 2||Ls — L] car L, ,¢ =
L. (eXVHO) gy et ||evIHO)p|| < 2)|¢]|; ainsi, la fonction z — L, est analytique sur {z €
C; Re(z) > 1/2} uniformément par rapport a.v € T¢.

Enfin,

“ﬁz,v' — [:z,v” S 2 Z ||pz(an, ‘)“Iein‘v; _ einva ,
acA neZ*

si bien que limy_,y, || £, — L0 || = 0. De I'inégalité
”Acz’,v' - Acz,'u“ < ”L:z’,v’ - Ez,v’“ + ||£z,v’ - Lz,'u”
résulte la continuité de I’application (z,v) — L, ,, sur {Re(z) > 1/2} x T,
La Proposition 2.2 s’obtient alors pour Re(z) proche de § par perturbation continue du cas
Re(z) = 6 décrit a I’étape 2. Lorsque Re(z) > 4, on utilise la stricte décroissance de s — poo(S)

pour obtenir : p(z,v) < poo(Re(2)) < 1.
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2.3. Régularité de la valeur propre dominante \(z, v)

Il découle de la théorie des perturbations d’opérateurs que I’application (z,v) — A(z,v),
définie au voisinage de (8, 0) par la Proposition 2.2 posséde la méme régularité que (z,v) — L, ,.
Elle est donc analytique en z, et continue en v. Nous allons maintenant étudier le degré exact de
régularité en v. Contrairement & ce qui se passe dans le cas de sous-décalages de type fini, nous
verrons qu’il n’y a plus analyticité en v, mais une régularité de type Holder en |v|*. Avant cela,
établissons le lemme suivant :

LEMME 2.3. - Il existe un voisinage U = U; x U, de (6,0) dans C x T¢ tel que :
(a) pour tout v € Uy, la fonction analytique 1 — X(., v) a un unique zéro z(v) sur Uy,
(b) la fonction

. 1—Mz,v)
z — 2(v)

est non-nulle et analytique sur Uy, uniformément en v € Uy,
(c) ’application v — z(v) est continue sur U,.

Démonstration. — Rappelons tout d’abord que 1 est valeur propre de Ls, avec Lsh = h. Par
conséquent 1 — A(.,0) s’annule en 6. Montrons que § est un zéro simple de 1 — A(.,0). Pour 2
suffisamment proche de 6, il existe une unique fonction h, avec £,h, = A(z,0)h, normalisée
par o(h;) = 1. De la théorie des perturbations, il résulte que z — h, est également analytique, et
nous noterons z — h/, sa dérivée. On a alors

LLh, + L., = N(z,0)0h, + X(z,0)h,.
Observons que L.,¢ = —L,(f¢). Lorsque z = 6, cette égalité devient
—Ls(fh)+ Lsh’s =X (6,0)h + hg.

En intégrant par rapport a la mesure de Patterson o, et en utilisant la relation d’invariance
oLs = o, on obtient X' (6,0) = —o(fh) = —v(f) ol v est la probabilité T-invariante introduite
dans la Section 1.5. Or f = log(T") et (une puissance de) T est strictement dilatante sur A°.
Par conséquent, v(f) > 0 et \'(8,0) est non-nul. Ainsi, § est zéro simple de 1 — A(.,0), et par
analyticité, il est isolé.

Par continuité, pour v suffisamment proche de 0, la fonction 1 — A(., v) est proche de 1 — A(., 0)
et satisfait aux hypothéses du théoréme de Rouché [48]. Par conséquent, elle admet également
un zéro simple et isolé. Le lemme en résulte. O

Le théoréme suivant décrit le comportement de z(v) lorsque v est proche de 0. Il y a une
différence essentielle suivant les coordonnées “paraboliques” ou “hyperboliques” de v et nous
poserons donc :

81V = (Vg)aca € T¢ v= Up+ Vg  avec Up = (Vg)acp € TP et vg = (Vg)eco € TY.

THEOREME 2.4. — Soit 2(v) l'unique zéro de 1 — A(., v) défini pour v € U, au Lemme 2.3.
(@) si6>3/2, 2(v)=6— Qs()+ o(jv[?) :

ot Qs est une forme quadratique définie positive sur R%.
(b) si 6 <3/2, 2(v) =6 — Ps(vp)(1 + 0o(1)) + Qs(vg)(1 4 o(1)) + Rs(v) our :
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()

Py, — > aep Dalva]?! lorsque 6 < 3/2
P = wep Dalval*loglva| lorsque 6 =3/2

pour des constantes D, > 0,
(i) Qs est une forme quadratique définie positive sur RY,
(i) |Rs(v)| < CRs1(vp) Rsa(vg) avec

aep [val®! silj2<6<1
R&,l('l)p) = - EaG'P Ival lOgl’Ual si 6=1 et R6,2(Uq) = Z Ival.
> acp al sil<§<3/2 a€Q

Démonstration du Théoréeme 2.4. — Nous avons
Mz,v) = M6, v) — v(f)(z — 6)(1 + (z,v))
avec lim(; ,)—(s,0) €(2,v) = 0; en particulier
AM(z(),v) = 1= M&,v) — v(f)(2(v) — 6) (1 +&(v))
avec lim, o e(v) = 0 ce qui s’écrit encore

A6, v)—1

Z(U)Z(S‘l-—ym—

(1+e@).

Le comportement de la fonction z(v) au voisinage de 0 est donc gouverné par celui de A(6, v).

Premier cas : 6 > 3/2. Dans ce cas, d’aprés le Lemme 2.1, Va € A, la série ZnGZ* n*ps(a™,.)
est normalement convergente dans L(A) et donc la fonction v — Ls , est de classe au moins C2.
La fonction v — A(6, v) I’est donc également et nous allons expliciter ses dérivées premieres et
secondes. Pour cela, notons h, 1’unique fonction propre de Ls, associée a A(4,v) et telle que
o(hy) = 1. Remarquons tout d’abord que 1'égalité Ls_,h, = (8, v) h,, implique h, = h_, et
A(6,v) = A(6, —v). En particulier, les dérivées de v — h,, en v = 0 sont imaginaires pures, et
nous poserons 9,y |v=0 = 19, en notant J, la dérivation partielle par rapport a v,.

Nous avons A(8, v) = 0(Ls.who) = o(eX?1HO) b)) car o est invariante par Ls. En dérivant cette
égalité par rapport a v, nous obtenons :

) O (6, v) = id(ei(”'H(')> Hohy) + c7(ei<”|H(‘)> dahv)

soit pour v =0:
0aN(6,0) = i0(Hg h) + i0(ga)-
Puisque o(h,) est identiquement égal a 1, 0(g,) est nul. D’autre part,
o(Hoh) =v(Ha) = ) niA(Agn) =0
nez*
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puisque v(Agn) = v(A,-») d’apres le Lemme 1.5. Finalement :
0aA(6,0) = 0.

Dérivons a présent 1’égalité (1). On obtient de la méme fagon pour v =0:
Op0a A (6,0) = —0(HoHoh + Hago + Hbga)
=—v(HoHy+ H,Gy + HyGg) oulonaposé: g, = hG,.

I1 nous reste & montrer que (9,0, A(8,0)) est définie négative. Admettons pour I’instant 1’égalité :
2) V(GpoT Hy) = u((Gb —GpoT)G,).

Elle nous permet d’écrire : >_ 9505 A\(8, 0)vavp = —v((v|H + G — G o T')?). Or si pour un vecteur

v, cette derniére expression était nulle, on aurait (v|H + G — G o T') = 0 dv(z)-p.s. Les fonctions

h, H et G étant continues sur A° on a (v|H(x)) = (v|G o T(x) — G(z)) pour tout x € A° et en
particulier (v| Y°;_, H o T!(x)) = 0 pour tous les points = € A° tels que T"*z = z. Donc v = 0.

Montrons (2). Rappellons que o(¢ o T)) = o(¢ L)) pour toute fonction ¢ et 1 sur A° (c’est

. une conséquence de I’identité Ls((¢p o T)p) = ¢Ls1) et de I'invariance de o). Or, en dérivant

I’égalité L, hy, = A6, v)h,, on obtient pour v = 0 la relation Ls(Hyh) = gq — Ls5go. On a donc

UpoTH,)=0(¢poTHsh)=0(d(ga — L5ga)) =0 ((¢ —poT)ga) =v((¢ — poT)G,).

L’affirmation (2) en découle avec ¢ = G. Ceci compléte la démonstration du théoréme lorsque
6>3/2.

2éme cas : § < 3/2.

(a) Soulignons tout d’abord que sous la condition § < 3/2 la série Znel* n?ps(a™,.) diverge
lorsque @ est parabolique ; 1a fonction v — L5, n’est donc plus de classe C? sur T<. Néanmoins
sa restriction 4 T? = {v = vp +vq/ vp = 0} reste de classe C*°. Comme dans 1’étape précédente,
nous avons donc A(6,vg)=1— %Qg(vq) + 0(|vg|?) pour une forme quadratique Qs définie
positive sur RY.

(b) Etudions maintenant la fonction Up = A(0,vp) ; les égalités 0 Ls = o et o(hy,) = o(h) =1
nous donnent A(6,vp) = 0(Ls v, h) + (L5, — L5)(hy, — h)). De plus

U(,Cg,vph) —1= V(ei(”HH)) -1

= Y vldan)E™ — 1)

a€P neZ*
=2 > (cosnvg — 1) U(Agn)  car v(Agn) = v(Ag-r).
a€P n>1

Le calcul qui suit apparait lorsque I’on recherche la régularité¢ de la fonction caractéristique
d’une probabilité symétrique sur Z dans le domaine d’attraction d’une loi stable, voir [53, p. 87].
Donnons-en les grandes lignes. Les estimées du Lemme 1.5. impliquent lorsque §<3/2:

3 (cos vy — Di(Aan) = —Cl Z 2 ¢, ZCOSM“ €a(n)

n>1 n=l1 n>l1

“+o00

_ 1—cosx
:_Ca[Ua|26 1 /de(l—i—O(l))
0
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et, lorsque § =3/2
> (cosnvg — D(Aan)

n>1
[1/|'Ua|] 2
1+ 2 —cos
——C, § (70) / ST (1 4 ea(m))
[1/]vall '
Co » 14+¢e4(n) 1 +e4(n)
o Y T2 ) —
n=1 n>[1/]vall

=_zca|va|2/1+“’ 1Ha7/2 20087 41 4 o)
0

- %vg(log|va|)( 1+ o0(1)) +2C,v% (1 + o(1))

C,
= —7112 log [va (1 + o(1)).
Nous obtenons ainsi le terme “parabolique” Ps(v,) annonc€ dans le Théoréme 2.4.

Afin de controler le terme résiduel 0((Ls,v, — Ls)(hy, — h)), €nongons tout d’abord le lemme
suivant dont la démonstration est donnée en fin de paragraphe :

LEMME 2.5. -1l existe un voisinage V de 0 et une constante C telle que pour tout v € V on
ait ||hy — || < C[| Lo — Ls|.

Or,
(Lswy, —Lo)p@ = Y (€™ — I)ps(a”,z) pla™ ).
a€P, neZ*
Par conséquent
inv, n |einva _ 1|
1Ls0, —Lall < D le™e —1llpsam ] <C DD
a€P, nel* a€P, n€L*

Un calcul analogue au précédent nous donne alors

» Y aep Va7 sil/2<6<1
1Ls.6, — Ls|| < CRs(vp) ol Rs(vp) =< > ,cp —|valloglval sié=1
‘ ZaE’P |va| sid>1.

Comme Rls(vp)2 = 0o(Ps(vp)), on obtient A(8,vp) = 1 + Ps(vp)(1 + (vp)).
(c) Pour conclure, écrivons

)\(69 'U) —-1= >‘(6’ vp) -1 + )\(6, Uq) -1 + A&('U)

avec As(v) = A(6,v) — A(6,vp) — A(6,vq) + 1. En utilisant 1’égalité L5, — Lsv, = Lsv, — Ls
on obtient

As) =0 ((Lsw — L6)ho — hv,)) + 0 ((Lsw — Lo, ), — B)) — 0 ((Ls 0, — L5) o, — h)).
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Ainsi
|As() < |£s,0 — Lslllhv = Bog | + | Lo,0 — Lo,w, H[Ro, — Rl
+ L5, — Lolll| P, — Al
<este(||Ls.0, = Ls|* + 1 Lo0, — Lslll| £5.0, — Ls])
d’otl la majoration souhaitée.

Démonstration du Lemme 2.5. — Rappelons que 1 est valeur propre simple et isolée de L5 et
que la fonction v — Ls,, est continue sur T¢. 1l existe donc dans C un disque ouvert D centré
en 1 et un ouvert relativement compact O C C — D tels que pour v assez proche de 0 I’ouvert D
contienne A(6,v) et que le reste du spectre de Ls,, soit inclus dans O. Notons 75, le projecteur
de L(A) sur Chy, tel que L5750 = M54 Ls0 = A0, V) Ts,, ; NOUS avons

Mo = / (21— L5 dZ
i
oD

etdonc |75, — 7s|| < cste]| L., — Ls||. Par ailleurs on a 75 ,(h) = Cy, hy, avec C, = o(ms,,(h)) ;
comme Cy = 1 on a C,, # 0 lorsque v est proche de 0. Notons que

|Co = 1] < o(mso(h) = o(W)| < |||l 76,0 — sl 2]
si bien que '
[ = holl < [IB]IIT = 1/Cy| + |50 — 76l /ICo| < cste||ms,o — 7| < estel| Lon — Ls |-
Ceci compléte la démonstration du Lemme 2.5, ainsi que celle du Théoréme 2.4. O

2.4. Homogénéité de § — z(v) sous ’action d’une famille de dilatations de R?

Le Théoréme 2.4 sera utilisé au travers des deux corollaires qui suivent concernant le
comportement de § — z(v) lorsque v est proche de 0. Le premier est simple et consiste 2 comparer
6 — z(v) avec la partie principale U(v) de son développement. Notons que U(v) = Qs(v) est
quadratique si § > 3/2, U(v) = Ps(vp) + Qs(vq) est une somme de termes homogenessi § < 3/2,
et

Uw)=— ZDa|va|210g |va] + Qs(vg)
si§=3/2.

COROLLAIRE 2.6. — Il existe une constante C > 0 et un voisinage de 0 dans le tore T® sur
lequel 6 — Re(z(v)) > CU (v).

Démonstration. — C’est évident si § > 3/2. Lorsque § < 3/2, on utilise Iinégalité de Holder
pour majorer le terme résiduel Rs(v) par R/(v,)® + R (v,)? (avec 1/a+ 1/8=1) ol a < 2
est choisi suffisamment proche de 2 pour que R'(v,)® soit négligeable devant Ps(v,,). Comme
R (vq)ﬂ est alors négligeable devant ()s(v,), on peut, a une constante pres, minorer 6 — Re(z(v))
par Ps(vp) + Qs(vq) pour v suffisamment proche de 0. Pour § = 3/2, le terme résiduel est majoré
par une somme de termes de la forme |v,||vp| pour a € P,b € Q. Chacun d’entre eux est petit
devant |vg|*|logv,| + |vp|*. En effet, si |vp| < |va]/]log [va]], alors

),

|[Valvp| < |'Ua|2 |10gI'Ua|| :°(|Ua|2|10glva|
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tandis que si |vp| 2 |va]+/|log|vs]], alors

[vallv| < Jvs]? / 1/ [log [val| < elus .

Ceci complete la démonstration du corollaire. O

La deuxi¢me conséquence est une propriété d’homogénéité de § — z(v) pour ’action d’une
famille (k,),~; de transformations sur R%. Notons que lorsque & # 3/2, cette famille de
transformations est un semi-groupe et respecte 1’homogénéité du terme principal U(v). Par
contre, lorsque § = 3/2, ce n’est plus un semi-groupe, et elle fait apparaitre un terme quadratique
qui remplace U(v). Pour décrire cette propriété, on identifie un voisinage de 0 dans T¢ a un
voisinage de 0 dans R? de sorte que v — 2(v) est définie maintenant au voisinage de 0 dans R%.

COROLLAIRE 2.7.— Pour r > 1, notons k, la transformation de R® définie par :

rE si5<3)2

kr(vp7vq)=('d'%,%> avec d(r)=q /riogr sié6=3/2
NG sié>3/2.

Pour tout v € RY, 1 (6 — 2(k,(v)) converge lorsque r — +oc vers une limite V (v) non-nulle qui
coi ncide avec U(v) si 6 #3/2 et quivaut : V(v) =) cp Dq|va|*/2 + Qs(vy) si 6 =3/2.

La démonstration est une simple vérification.
Signalons dés a présent que I’inverse du jacobien de &, fournira précisément le terme P(L)
dans I’asymptotique du Théoreme A.

3. La fonction Zéta dynamique

L’objet de cette section est 1’étude de la régularité de la fonction Z définie pour z € C et
v € T? par

Z(z,v) = Z e~ U@)r+i(vllpl)
pepe’r

Dans le cas d’une variété hyperbolique compacte, la fonction Zéta : (z,v) — (,(2) :=exp Z(z,v)
est une fonction méromorphe en z € C et analytique en v € T? [43]. Ici, ce n’est plus le cas;
cependant, nous allons montrer que, comme fonction de z, elle reste méromorphe sur un ouvert
contenant {z;Re(z) > 6}, et possede un pdle en z(v) pour chaque valeur de v proche de 0. De ce
comportement, nous pourrons déduire dans la section suivante I’asymptotique précis du nombre
de géodésiques fermées dans une classe d’homologie fixée.

Observons tout d’abord que grice a la représentation symbolique du flot géodésique, nous
pouvons écrire

VA
Z(z,v) = Zi(z,v) + Z —ky
k>2
avec :
Zizo)= Y e ESH@HISH@)

€0, Tkr=x
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si k > 2. Le terme Z;(z,v) prend en compte les géodésiques fermées associées aux générateurs
hyperboliques de I"; le nombre de telles géodésiques croit au plus polynomialement avec la
longueur, et dans la suite, nous négligerons Z;(z, v).

3.1.

Chacun des termes Zj, est une série et il nous faut dans un premier temps décrire son domaine
de convergence :

LEMME 3.1. - La série

Zi(zv)= Y. e S f@HilISHE)
z€ A0, Tkx=x

est absolument convergente lorsque Re(z) > 1/2 pour tout v € T¢.

Afin de prouver ce lemme, nous avons besoin de quelques notations et remarques prélimi-
naires. Soit k£ > 2 un entier fixé, et I'(k) ’ensemble des mots de I" de longueur k. Pour a € A,
nous noterons I'(k, a) ’ensemble des mots de longueur k dont la derniére lettre coincide avec
une puissance non-nulle de a. Si y € I'(k, a), posons :

Ay ==y,

Alors, la famille (A,; v € I'(k)) forme une partition de A° en sous-ensembles d’adhérences
deux a deux disjointes. Rappelons que nous avons défini (cf. Section 2.2) :

poury € I'(k,a) peo(y,.)=e 20Hebl g,

de sorte que
LE, @)= 14,@) > peo(r.p)d(7.2)
acA yeI'(k,a)
pour toute fonction continue ¢ sur A. En particulier, si v € I'(k, a), nous avons :

L’:,le,y = pz,v(’y, 2.

Pour chaque élément v = u’l“ ---a™ de I'(k, a), on a I’alternative suivante :
— soit a; # a, alors A, contient le point fixe attracteur z., de 7. Dans ce cas T*z., = 7., et
x. appartient également a Ao,

— soit a; = a et A, ne contient pas de point fixe par T*.
Fixons un point y, dans chaque sous-ensemble A, et posons 2/, = x>, = 7.z, dans le premier
cas, et x7, = 7.y, dans le deuxiéme cas. Notons que I’on a toujours z/, € A.,.

Démonstration du Lemme 3.1. — L’ observation-clef, due a Haydn pour des sous-décalages de
type fini [24], est la suivante : .c’;,,,l A, (x)) = 0deés que Tkxﬁy # !, ce qui permet d’écrire :

Zizv)= Y Lh, 14 ().
vEI'(k)

Par conséquent,

1Zkzo)| < Y 1L 1] < D [PReero™: )],
YEI'(k) yeI'(k)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L"'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



102 M. BABILLOT, M. PEIGNE

et la série Z; converge pour tout complexe z avec Re(z) > 1/2, d’aprés les estimées sur
|PRe(2),0(Y> -)|oo du Lemme 2.1. O

3.2. La formule des traces de Haydn

Nous allons maintenant comparer chacun des termes Z; avec la valeur propre de plus haut
module du k-ieme itéré de I’opérateur de transfert :

THEOREME 3.2.—

(a) Il existe un nombre p < 1 et un voisinage U de (6,0) dans C x T% sur lequel
() si d>3alors | Zy(z,v) — Az,v)*| < Cp¥,
(i) si d =2 alors | Zi(z,v) — Mz, v)F — A\~ (2,v)F| < CpF.

(b) Pour tout réel A > 0, il existe un nombre p, < 1 tel que | Z(z,v)| < C,oéc pour tout (z,v)
en dehors de U avec Re(z) 2 6 et |Im(2)| < A.

La démonstration du Théoréme 3.2 suit de prés 1’approche de Haydn ([24],[42, Chapter 10]).
Cependant, en certains endroits, I’existence d’une partition dénombrable au lieu d’une partition
finie provoque des difficultés nouvelles. Pour les lever, nous utiliserons pleinement le fait que la
transformation T envoie la partition (A,», a € A, n € Z*) sur la réunion finie | J,¢ 4 Aqo-

(a) Le terme principal pour (z,v) proche de (6,0). On fixe un voisinage de (6,0) dans C x T¢
comme dans la Proposition 2.2 et (z,v) dans ce voisinage. Dans ce qui suit, nous supposons
d > 3, la démonstration étant similaire pour d = 2. Alors £, a une seule valeur propre A(z,v)
de module maximal. De plus, le projecteur spectral 7., sur le sous-espace propre associ€ a
A(z,v) opeére de la fagon suivante :

7rz.v(¢) = Gz,v(¢) hz,v

ou h,, est I'unique fonction propre pour la valeur propre A(z,v) telle que o(h,,) =1, et 0.,
est une forme linéaire continue sur L(A) vérifiant ¢, ,(h,,) = 1. Nous notons N le projecteur
N =1d —7,,. D’apres I’expression obtenue pour Z; dans la démonstration du Lemme 3.1, nous
pouvons écrire :

Zi(zo) = Y MLl da, @)+ Y NLE 1A, (@)
YeI'(k) yer(k)
= 1(z,v)+ II(z,v).

Le terme principal I(z,v) s’écrit encore
I(z,v)= Z Ozw (pz,v(fy, )) hz,v(xfy) =0zw ( Z hz,v(xfy)pz,v(’% )>
YEI'(k) YET' (k)

puisque la série @ = Ner®) hz‘v(:riy) Dz(7,.) est normalement convergente dans L(A). Nous
allons comparer ® a L¥ k. . et pour cela estimer la norme de & — L% |k, . Tout d’abord,

|B@) = L5 b @) <) 14, @) Y |hew(@) = heo(v.3)] [pan(v. )]

a€A vy€I'(k,a)
<Cr*lhepl Y [Preoo(n )]
YEI'(K)

puisque 77, et .z appartiennent tous deux a A,. Par conséquent,

&—LF h

z,v z,vloo

<Or*| LR o
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ce qui est inférieur & Cp* pour tout réel p > rpoo(2). Si Re(z) est suffisamment proche de 6, p
peut étre pris strictement inférieur a 1.
De plus, I’égalité :

(&) — LE , b, (@) — (By) — LE , b, (1))
=3 1a,@ Y (hew(@) = h, (7.2)) (Pz0(7,7) = P2u(1.1))

acA yeI'(k,a)

+ (hz,v('Y‘y) - hz,v(’%m))pz,v('% Y)
k

Z,

montre que le coefficient de Lipschitz de & — L]  h, , est majoré par

C'r*lhzn] D |pewr -

yeI'(k)

Or, comme dans la démonstration du Lemme 2.1, on trouve une constante C(z) telle que

19207, | € C(2)|PRe(2).0(75 )| 00> de sorte que pour (z,v) proche de (6,0) le coefficient de

Lipschitz de @ — L, est encore majoré par Cr¥|LE, 1 1]oo < Cp* pour une constante C

indépendante de z. Finalement, comme az,v(ﬁ'zc’v h,.) = Me(z,0) Ozw(hzn) = Ae(z,v), nous
" trouvons :

|1(z,v) — Xe(z,0)| < Cp*
pour tout (z, v) proche de (6, 0).
(b) Le terme résiduel I1(z,v) si (z,v) est proche de (6,0). Pour étudier
Hzv)= > NLE, 14 ()

yel'(k)

lorsque (2, v) est proche de (6, 0), nous introduisons les fonctions X, définies par :
X, = ezb(’Y,ya)—i(Ull’Y])Ac’zc,lev = ezb(%ya)—zb(w,.)l/lao siy € I'(k,a).

Comme dans le Lemme 2.1, on vérifie que || X, || < D pour une constante D indépendante de
k,~y et z. Nous avons donc

1(z,v) = Z Z e*zb(%y“)’“(““wNX,,(:L'fy) =11(z,v) + IIy(z,v)
a€A veI'(k,a) .
avec :

Mzv)=Y_ Y e =ttt (NX () - NXy(y.ya)).
a€A yeI'(k,a) .

Alors :

[ zv)| < DIN| % >0 " e R < DNk Y | Lk 1(ya)|
a€A yeI'(k,a) acA

et par conséquent, |I1,(z,v)| est inférieur a r*|LE, , 1|oo < p* 2 une constante pres.
Nous allons majorer

Iy (2,v) = Z Z e_Zb(’Y‘y“)"'i(”l['mNX»,(’y.ya)
a€A vel(k,a)
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par C(k + 1)p*.
Pour v = a}' ---a}* et j variant de 0 a k, on pose 7o = 7* =€, 4° = 7}, = ~, puis pour

1<j<k,yj=al'- a;” ety = a?j_";' ---ay*. On considere les fonctions X.,; définies par :

X5 = 79—, siy € D(k,a).
Ona:X,0=X,, X »=1etpourtout0<j<k, || X, <D.De plus, la relation :
Xi-1(@) = exp(2b(a}’ .7 .ya) — 2b(a}”, 7 .2)) Xy ()

permet de vérifier que la norme de la fonction Y,; := X1 — X_;; est, a une constante pres,
majorée par 7* 7, puisque les points 47 .z et v/ .y, sont i distance < r*77.
En écrivant : X, = Z?;l Y,; (avec Y k1 = 1), on obtient :

k+1

=33 3 0wt Ny (y.y,).

j=1 a€ A veI'(k,a)
Or:
Z e—zb<%ya)+i<v|m>NY7j(v.ya)
vel(k,a)
_ Ty Y 2b(yd i 1)+ ’ '
= ) e v =y Ol ) HEID NY (.47 y,)
¥ ¥
—2b(y? )il ) ( i '
= 3 eI (L] NY) (0 ga).
yiel(k—j,a)

On utilise maintenant que I"opérateur £J ,N = NLJ  est de rayon spectral inférieur ou
égal a pp < 1 lorsque (z,v) est proche de (6,0) (voir Proposition 2.2), et par conséquent,
1£2 ,NY., || < Cpir¥=J des que p > po. Ainsi,

Z e—zb(%ya)+i(v|['y]>NY7j (Y-Ya)
~yeI'(k,a)

< pjrk—j Z e~ Re(2)b(v7 ,ya)
yier(k—j,a)

<P L

Finalement, dés que p > max(rpo.(Re(2)), po), on obtient |I1;(z,v)| < Cd(k + 1)p*.

(¢) Le comportement de Zy(z,v) pour (z,v) loin de (6,0). Fixons un réel A > 0 arbitraire.
D’apreés la Proposition 2.2, il existe un réel p; < 1 qui majore le rayon spectral de £, ,
lorsque (z,v) n’appartient pas au voisinage de (6,0) mais satisfait aux conditions Re(z) > 6
et [Im(z)| < A. L’estimée de Zj dans ce cas est alors identique a celle du terme résiduel 11(z, v)
et donne la majoration annoncée avec p, = max(r, p;). Ceci complete la démonstration du
Théoréme 3.2.

3.3. Propriétés de la fonction Zéta

Nous pouvons maintenant décrire les propriétés de la fonction Z =), Zy/k au voisinage de
son axe de convergence. En effet, pour (z,v) loin de (4,0) et Re(z) > 4, la série définissant Z
converge normalement. Par contre, au voisinage de (6,0), Z posséde une singularité de 1’ordre
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de —log(l — A(z,v)) (notons que dans le cas d = 2, la série >, /\_(z,v)k/ k converge pour
(z,v) # (8,0) vers —log(1 — A~ (z,v)) et se prolonge en une fonction réguliere en (6, 0) puisque
A7(6,0) = —1). En utilisant le fait que A(z,v) < 1 lorsque (z,v) # (6,0) et Re(z) > § ainsi que
la factorisation 1 — A(z,v) = (z — z2(v))Q(z, v) du Lemme 2.3, nous obtenons le :

COROLLAIRE 3.3. - La série Z(z,v) =), k>2 %Zk(z, v) est absolument convergente dés que
Re(2) > 6. De plus, pour tout (t,v) # (0,0), la limite de Z(s + it,v) lorsque s\, 6 existe, et
définit une fonction Z(6 + it, v) telle que :

(a) pour (t,v) proche de (0,0), I’application (t,v) — Z(6 + it,v) + log(é + it — z(v)) se
prolonge en (0,0) en une fonction continue en v et analytique en t uniformément par
rapport a v.

(b) pour (t,v) en dehors d’un voisinage de (0,0), la fonction (t,v) — Z(6 + it,v) est continue
en v et analytique en t uniformément par rapport a v.

Terminons cette section avec un résultat sur I’intégrabilité de Z en (9,0) qui nous sera utile
dans la suite :

LEMME 3.4. - Les fonctions

1 .
t,v) — 16+ it —2(0)| et (t,v) — Z(6+it,v)

sont intégrables au voisinage de (0,0) dans R x T¢,

Démonstration. — Vérifions tout d’abord que 1/|it + U(v)| est intégrable au voisinage de (0, 0)
ot U(v) est le terme principal dans le développement de 6 — z(v) au voisinage de 0 (U (v) = Q(v)
si 6 >3/2 et U(w) = Ps(vp) + Qs(vy) si 1/2 < 6 < 3/2, voir 2.4). Pour cela, notons que pour
toutes les valeurs de &, U(v) est réel et minoré par C|v|?. Comme |it + U(v)| = U(v) = C|v|? si
v est proche de 0, la fonction 1/|it + U(v)| est intégrable en (0,0) dés que d > 3. Si d =2, on
choisit o avec 0 < o < 1 et on minore |it + U(v)| par C|t|*|v|*>~2®, dont I’inverse est intégrable
en (0,0) sur R x R?.

Gréace au Lemme 2.6, nous pouvons comparer 6 — Re(z(v)) a son terme principal, ce qui
permet de minorer |it + § — z(v)| par U(v) en dimension d > 3 et par C|t — Im 2(v)|*|U (v)|'~
en dimension 2. Le lemme suit. O

4. Démonstrations des Théorémes A et B

Dans cette section, nous considérons comme précédemment un groupe de Schottky I" opérant
sur 1’espace hyperbolique HN*!, et nous nous intéressons au nombre et 2 la répartition des
géodésiques fermées de la variété M = I'/HV*!. Nous donnons ainsi la démonstration des
Théoremes A et B énoncés dans I’introduction.

Pour prouver le Théoréme A, il nous faut estimer lorsque L est grand la quantité

NeD)= Y lygi<r Lig=c-
Peper

Nous allons voir que sa transformée de Heavyside
(2,0) = 2 / e~ =EFilO N (L)dL de
RxZ4
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n’est autre que la fonction Z étudiée précédemment. Dans un cadre classique, I’utilisation
du théore¢me taubérien de Delange (cf. [42, p. 195]) permet de déduire le comportement
asymptotique de N.(L) lorsque L — oo a partir de la connaissance de la régularité de Z.
Comme il n’existe a notre connaissance pas de théoreme taubérien adapté au type de singularités
rencontrées ici, nous introduisons une famille de mesures de comptage (M*°(L,.), L > 0) et
adaptons 1’approche de [7], afin de déduire le comportement asymptotique de M?(L,.) de la
description de Z donnée dans le Corollaire 3.2.

4.1. Démonstration du Théoréme A

Fixons un élément ¢ dans I'/[I",I']. En omettant les géodésiques fermées associées aux
puissances des générateurs hyperboliques de I", nous-avons 1’égalité suivante :

1
NoL)=>" Z > s fw-L<o lsH@=c-

k22 zeA, Tkx=¢

Pour tout réel s > 0, et tout L > 0 notons M*°(L, .) la mesure sur R définie, pour toute fonction
g:R— R, par:

1
ML= 7 >, € (S f@) — L)lsen@=c-

k22 zeA0, Thkx=x

Notons que M*(L,g) < oo si g a un support compact, puisqu’il existe un nombre fini de
géodésiques fermées de longueur bornée, et que M?®(L,g) coincide avec e *LN,(L) lorsque
g(t) = e®1,<o.

Soit P(L) la fonction décrite dans le Théoréme A. Si nous montrons que, pour toute fonction
g a support compact,

s N Cste
*) ML)~ T / @) de
R

il suffira d’écrire No(L) = €®E Y, . M8(L, €5 1)(nt1)a, nay) avec a < 0 arbitraire pour obtenir
I’énoncé du Théoréme A. Or, pour prouver la convergence vague des mesures LP(L)M®(L, ),
il suffit, grice a un résultat de Stone [11, p. 218], de vérifier que LP(L)M (L, g) est fini et
converge si L — +o0 vers fR g(z)dx lorsque g n’est plus supposée a support compact, mais
admet une transformée de Fourier réguliere et a support compact.

Précisément, il suffit de considérer la classe ., des fonctions test g du type g(z) = e**go(x)
ol ¢ varie dans R et go varie dans I’ensemble des fonctions positives de R dans R, intégrables, et
dont la transformée de Fourier est a support compact et de classe C™. L’entier n est choisi assez
grand pour que LP(L)/L" tende vers 0 si L — +o00.

Pour une fonction g dans la classe H,,, nous pouvons écrire par inversion de Fourier :

1 it.x 1 i{c—ylv
g(x)= ﬂ /6 Tg(—t)dt et 1y=c = W /e (e=ylv) 4y,
R Td

et par conséquent :

1 1 ) )
M*(L, g)= T Z : Z // ¢t g ielv) g(_p)

k22 gz, Tkx=2 Rx T4
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(3.1 « g—(s+)Sk f(@)+i(v|Sk H@) q¢ dy.

Nous voyons apparaitre le logarithme de la fonction Zéta dynamique Z(z,v) = >, Zi(2,v)/k
dont nous savons qu’elle converge normalement pour tout complexe z avec Re(z) > 6 (Corollaire
3.3) et Im z dans le support (compact) de §. Pour s > §, nous avons donc :

1 3 —i(c|v) A .
M*(L,g)= G / / el e Hel) 5(—) Z(s + it,v) dt dv.

RXT?

Nous savons que la fonction Z est intégrable au voisinage de (6,0) (Lemme 3.4). Gréce au fait
que la transformée de Fourier de g a un support compact, nous pouvons utiliser le théoréme de
convergence dominée et écrire :

1 ) )
;i{% M*(L,g)= G / / etle=Helv) g(—t) Z(6 + it, v) dt dv.
RxTd

Par le théoréme de convergence monotone, si g est positive, M (L, g) converge vers M%(L, g)
lorsque s \, 8. Ceci montre en particulier que pour toute fonction test g positive, M®(L, g)
est fini, puisque Z est intégrable (Lemme 3.4). Si maintenant g est une fonction test de
signe quelconque, |g| est encore une fonction test, M®(L,|g|) est fini et I'égalité M°(L,g) =
limg\ s M°(L, g) découle cette fois du théoreme de convergence dominée. Nous avons obtenu,
pour toute fonction test :

1 ) )
ML,g)= G / / etleHelv) 6(—) Z(6 + it,v) dt dv.
RxTd

Le Théoréme A sera démontreé si I’on montre :

PROPOSITION 4.1. — Pour toute fonction test g, LP(L)M?®(g, L) converge vers C fR g(z)dz
lorsque L — +00, pour une constante C > 0, on P(L) est la fonction décrite dans 1’énoncé du
Théoreme A.

Démonstration de la proposition. — On se donne une fonction de troncation p(t,v) =
p1(t)p2(v) réguliere, valant identiquement 1 sur un voisinage de (0, 0) dans R x T¢ et nulle
sur un voisinage légerement plus grand, et 1’on écrit

M¥(L,g9)= A(L)+ B(L)+ C(L)
avec

A(L)= an )d+1 // L e=elv) g —t)p(t, v)log(6 + it — 2(v)) dtdv

RxTd

B(L)= @% / / et e e g(—t)p(t, v) (Z(6 + it,v) + log (8 + it — 2(v)) ) dt dv,

RxT¢

CL)= an )d+1 // itle=ielv) g(—1) (1 — p(t,v)) Z(8 + it,v) dt dv.

RxT4

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



108 M. BABILLOT, M. PEIGNE

Les termes B(L) et C(L) sont négligeables devant 1 /(L P(L)). En effet, ce sont les transformées
de Fourier de fonctions qui sont de classe au moins C™ en ¢ uniformément en v (Corollaire 3.3)
et & support compact. Leurs dérivées en ¢ sont toujours intégrables sur R x T¢ et le lemme de
Riemann-Lebesgue montre que L™ B(L) et L™ C(L) tendent vers 0 lorsque L — +oc.

Le lemme suivant, appliqué a la fonction &(t,v) = p; (t)f](—t)pz('u)e_i(c|”> donne I’équivalent
pour L grand de A(L) :

LEMME 4.2. — Pour toute fonction ®(t,v) = ¢(t)y(v) supportée dans un voisinage de (0,0),
de classe C™ en t et continue en v,

S@.L) = )d+1 // " log(6 + it — 2(v)) (¢, v) dt dv

RxR4
$(0,0)
CLP(L) lorsque L — +00.

Démonstration. — Notons S’(®, L) 1a fonctionelle

, &(t, v)
S L= )<7l+l // 5 it — 2w STV

RxTd

Cette fonctionelle est bien définie d’apres le Lemme 3.4. La dérivée en t de (¢, v) — log(6 + it —
z(v)) étant intégrable au voisinage de (0, 0), elle coincide avec sa dérivée au sens des distributions
et I’on peut intégrer par parties pour obtenir :

S'@.L)  SW@.L)

L '

S(@,L) = S@F, L) . S@™, L)
- +D kT TU T

S(@,Ly=

avec P® = ¢ ® 9. Dans cette somme, S’(®P, L) donne I’équivalent annoncé : nous allons
voir que P(L)S'(®,L) — CP(0,0) lorsque L tend vers I'infini si ¢ est classe C". Nous
verrons €galement au cours de la démonstration que si ¢ est seulement supposée de classe
C™Fk, alors sup; _, L"~1=kS"(®, L) est fini. En appliquant cette remarque aux termes du type
S'(®®, L)/ L*+! nous voyons que ces termes sont majorés par 1 /L™ et donc négligeables devant
1/(LP(L)). Comme de plus sup;, S(®™, L) est fini, le dernier terme est également négligeable
devant 1/(LP(L)).

De I’égalité 1 /w = f0+°° e~ T d R satisfaite pour tout nombre complexe w dont la partie réelle
est strictement positive, il résulte que :

+o0
S’(@,L):(zﬂﬁ / / / et p(t)yh(v)e R RE—2W) gt 4y dR

RxT¢ 0

= Gr )d / ¢(L - R) / P(v)e” FO* qudR.
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Posons : K(R) = [1. $(v)e 6= dy. Alors :

L/2 +oo
S, L) = / #(L — RK(R)dR+ / &L — RK(R)dR.
0 L/2

N

Comme ¢ est de classe C™ 2 support compact, le nombre A = sup, |z|"|¢(x)| est fini. Par con-
séquent, q@(L —R)<A/(L-R)™<2"A/L™ si R < L/2. Le premier terme se majore par
Asupp K(R)2"~!/L™ ! et il est petit devant 1/P(L). Notons que si ¢ est seulement de classe
C"™~*, on obtient de méme une majoration du premier terme en C/L" %1,

Pour étudier le deuxiéme terme, on utilise I’homogénéité de § — z(v) sous I’action de la famille
de transformations (k,.) décrite au Corollaire 2.6. En effet, le changement de variable v = kg(w),
nous donne :

K(R)= —-—P(lR) / P (kp(w))e BE—=krw) gy
R4

puisque 1/P(R) est précisément le jacobien de la transformation kr. D’apres le Corollaire 2.7,
lorsque R tend vers 'infini, 1(kgr(w))e” Fé—*(kr() converge simplement vers 1(0)e~ V@)
qui est intégrable sur R%. Il n’est pas difficile de voir en utilisant le Corollaire 2.6 que cette
convergence est dominée. Par conséquent K (R) est équivalent & C)(0)/ P(R) lorsque R tend
vers I’infini. On en déduit alors que le deuxi®me terme, qui s’écrit encore | _Lo/oz qg(R)K (L—-R)dR
est équivalent & C fR czg(m) dz ¥(0)/P(L), i.e., & $(0,0)/(LP(L)). Notons enfin que pour ce
dernier terme, seule I’intégrabilité de ¢3 est nécessaire pour pouvoir le majorer par C'/P(L).
Celle-ci est assurée si ¢ est de classe au moins C? puisque dans ce cas, sup, |z|2|¢(x)| < +oco.
Le lemme est démontré, ce qui compléte la démonstration de la Proposition 4.1 et celle du
Théoréme A. O

4.2. Démonstration du Théoréme B

Soit G une fonction définie sur T'M 2 valeurs réelles et G son relévement 3 T'HV ! ~
A _
SN x SN x R. Alors, G est I'-invariante, et donc sa restriction 2 Dy x R est T-invariante. Si
@ est une géodésique fermée de M, associée a un point (z~,z7) fixé par T* et de longueur
I(p) = Sk f(x™) (voir Section 1.3) nous avons :

Skf@™) b1
/Gz / Gz~ ,zt,—s)ds= Zg(Ti(x_,x+))
. rd i=0
ou’on a posé :
f@h)

g,z = / G(z~,zT,—s)ds.
0

Tout d’abord, remplagons la fonction § par une fonction ne dépendant que de z ™ :
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LEMME 4.3. - Supposons que G est une fonction bornée et Lipschitzienne sur T' M. Alors, il
existe une fonction mesurable ¢: D° — R et une fonction g: A° — R telles que :

g™,z =g@@)+ ¢, zt) - ¢poT(x,z™).

De plus, il existe une constante C telle que
() |gz )| < C|f@)| + C, pour tout point x+ de A°,
(i) |g(a™.z) — g(a™.y)| < C|x — y|'/? pour tout a € A, n € Z* et tous points x,y de Ag.

Démonstration du Lemme 4.3. — Nous adaptons la démonstration du lemme analogue pour les
sous-shifts de type fini [42, Chapter 1], en vérifiant que le fait que la fonction f soit non-bornée
sur A% ne géne pas.

Notons tout d’abord que I’application qui a (z~,z*,7) associe le vecteur tangent correspon-
dant de T M est une application différentiable. Comme 1’ensemble D° x {0} est relativement
compact dans 7' THN+1 {] existe une constante A telle que

dist((z 7,27, 0);(y ", 9y, 0) < A(lzt =y |+ 27 —y7)
pour tout (z~,z ") et (y~,y™") dans Dy. On en déduit I’inégalité pour tout s > 0 :
() dist((z~,z%, —s);(y ", 2", —s)) < Bte ®la” —y |
pour (z~,z*) et (y~,z%) dans DO, puisque la distance entre deux vecteurs tangents pointant

vers le méme point a I’infini est contractée par un facteur O(e™*) par le flot géodésique gs. On a
de méme :

(D) dist((z~,z%,—s)(z ", yt, —s)) < B e’lat —y ™.

Fixons un point y, dans chaque sous-ensemble A0, et notons p(x) =y, si = € |, #0 Agn.
L’inégalité (C') montre que la fonction ¢ : Dy — R définie par :

+oo
dz, 2 = / G ,zt,—s)— G(p(xt), 2, —s)ds
0

est finie dés que G est une fonction Lipschitzienne. On vérifie alors que :

d@ 2Ty =gz",z7)— g@T)+ poT(z™,z™)

si ’on pose :
f@t) +oo
gzt = / G(p(z™),z™,—s) — / G(pTz"), Tzt —s) - G(T(p(z1),z"),—s)ds.
0 0

La majoration (i) de g est alors claire. Posons maintenant z+ = a™.x et y™ = a™.y ot et y sont
deux points de A,0. Il nous suffit de montrer la majoration (ii) lorsque z et y sont suffisamment
proches. On peut en particulier supposer qu’ils appartiennent au méme ensemble | J,, £0 Apm, et
nous avons alors :

4¢ SERIE — TOME 33 - 2000 — N° 1



HOMOLOGIE DES GEODESIQUES FERMEES 111

f@t) f™
gzt — gyt = / GWa,z",—8) — GWa,yt, —s)ds — / Gy, yt, —s)ds
0 flzt)

+o0o
- / Gy, x, —8) — G(a™"Yq, 2, —8) — G(Yb, Yy, —8) + G(a™"Ya, Yy, —5) ds.
0

D’apres I’inégalité (D), I’intégrale fof(x+) G(Ya,xt,—5) — G(ya,y+, —s)ds est majorée a une
constante prés par [G]ef(’“+)|a:+ — y7], soit par [G]e?@"®|a™ .z — a™.y|. Comme |b(a™, ) —
b(a™,y)| est uniformément borné en n pour x,y € Ao, I’égalité des accroissements finis montre
que cette derniere quantité est majorée par Ci |z — y|.

Le terme ff((j':)) G(Ya,y", —s)ds se majore quant a lui par |G| | f(z1) — f(y)| qui est égal
Gloo|b(a™, ) — b(a™, y)| et donc inférieur a Cy|z — y|.

La perte de régularité de g provient du troisi¢eme terme ; pour 1’étudier, on le découpe en deux
suivant s < S ou s > S pour un réel S a déterminer. On a d’une part :

a

S
/|é(yb’x’ _3) - G(yba Y, —8)| + |é(a_nya7 Y, _'5) - G(a_nya’m’ —8)| ds
0

<2[G1B” |z —yle®
d’apres 1’inégalité (D) et d’autre part :
+oo
/ |Gys, T, —5) — G(a™"Ya, ), —5)| + |G(¥s, Y, —5) — G(a™"Ya, 1), —5)| ds
S
<2[G]Bte™"

d’apres (C). La majoration (ii) s’ obtient en minimisant en S 1’expression B~ |z —y|e® + Bte~5.
Ceci complete la démonstration du lemme. O

En conséquence, I'intégrale de G sur une géodésique fermée peut s’écrire comme la somme
Srg(z™) otz est un point périodique pour 7. Ceci va nous permettre de montrer le résultat de
grandes déviations suivant :

PROPOSITION 4.4. — Soit G : T' M — R comme dans le lemme précédent. Supposons que G
soit d’intégrale strictement positive pour la mesure de Bowen Margulis, soit : m(G) > 0. Alors,
il existe € > 0 tel que le nombre Ng(L) de géodésiques fermées o de longueur < L telles que
fp G < 0 vérifie :

Ng(L) < e®=9L,

Démonstration. — Notons que si la mesure m est normalisée et que si g : A° — R est la fonction
associée a G par le Lemme 4.3, nous avons m(G) = v(g)/v(f), ou v est la mesure T-invariante
sur A° introduite en Section 1.5. Ainsi, #(g) > 0. Il nous faut estimer la quantité :

1
No(L):=) Z Y sug@<o Lsusese.
k22  Tkx=2z
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Pour cela, considérons I’ opérateur de transfert défini pour o >0, 8 > 0 par:

Lopd(z) = Z 6—af(y)—ﬂg(y)¢(y) — E lAao(x) Z e—af(an‘z)—ﬂg(an,z)gb(an'x)'

Ty=z a€A nezZ*

D’apres la majoration (7) du Lemme 4.3 et les estimées du Lemme 1.1, cet opérateur est bien
défini lorsque o — C'3 > 1/2 (ou C est la constante donnée par le Lemme 4.3) et en particulier
pour tout (c, 3) dans un voisinage de (6,0). Grace a I’estimée (ii) du lemme, on vérifie que
I’opérateur L, g opére sur ’espace des fonctions continues sur A et Holdériennes d’exposant
1/2. Supposons maintenant p + g > 3 (le cas p + g = 2 se traite de maniére analogue); par
perturbation continue du cas (a, 3) = (6, 0), on obtient que, pour tout (c, 3) suffisamment proche
de (6,0), le spectre de L, g sur cet espace est constitué d’une valeur propre réelle simple proche
de 1 que nous noterons A(a, 3) (en espérant que que cela ne créera pas de confusion avec la
notation antérieure A(z, v)) et d’une partie contenue dans un disque de rayon strictement inférieur
amin(1, Ma, §)). L’application (a, 3) — A, 3) est analytique et vérifie : (voir la démonstration
du Lemme 2.3)

oA oA
A(6,0)=1, %(6, 0)=—-v(f)<0 et %(5, 0)=—-v(g)<0.

Par conséquent, il existe 0 < a < 6 et 8 > 0 tels que A(e,3) < 1. On peut alors choisir p
strictement compris entre A(a, 8) et 1 tel que || LX. sl < o pour tout entier k suffisamment grand.
En reprenant les arguments du Lemme 3.1 nous obtenons la majoration :

Z e~ Sk f(@)—BSkg(x) < pk

Tkx=zx
et donc la convergence de la série
1 asS
e - —aSk f(x)—BSkg(z)
Z(a,,@).—zk E e .
k22 Tkg=z
Comme 1,<o < e * on a finalement :
1
Ny(L) < Z - Z o~ Sk f(@)—L)—BSxkg(x) < Z(a, ,B)eaL.
k22  Tkx=x

La Proposition 4.4 en résulte. O

Pour démontrer le Théoréme B, on peut se restreindre aux fonctions G bornées et Lipschit-
ziennes sur 7' M. En appliquant la Proposition 4.4 aux fonctions G — a et b — G ol les nombres
réels a et b vérifient a < m(G) < b, on trouve €; et &, strictement positifs tels que

card{p; /G <al(p), l(p) < L} Lelel
o

et

card{p; /G = bl(p), l(p) < L} < el—eL,
©
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Finalement, pour tout n > 0, il existe € > 0 tel que

card{ 5

1
P _ < (§—€)L.
l(p)/G m(G)‘ =, l(p) < L} <e
©

Comme par ailleurs N(L) := card{gp; I(p) < L} ~ e°L/(6L) [16] on en déduit la convergence
de 1/N(L)Y, o )<L | /() fp G vers m(G). De maniére analogue, on obtient grice au
Théoréme A la convergence vers m du barycentre des mesures supportées par les géodésiques
fermées dans une classe d’homologie fixée. Le Théoreme B est prouvé.

5. Variétés avec bouts cuspidaux abéliens de rang > 2

Nous avons considéré jusqu’a présent des groupes de Schottky, c’est-a-dire une classe
particuliere de produits libres de groupes élémentaires. Les groupes paraboliques étaient
cycliques et nous allons 2 présent aborder le cas de groupes paraboliques isomorphes 4 Z* avec
k>2.

5.1. Exemple d’une variété avec un bout cuspidal de rang k, 2 <k < N

Pour décrire le groupe que nous allons considérer ici, nous utilisons le modele du demi-espace
HYH = {(z, 1Y), T € RY, y € R*t}; le fait de considérer des pointes de rang k > 2 impose

N > 2. Fixons une base (7,...,7n) de RV | et notons (7}, ..., 7x) la base duale de RV définie
par les égalités <’Fl|%;*) = ;5 pourtouti,j=1,...,N.
On considere les k transformations paraboliques ay,...,ax fixant le point a I’infini et dont

I’action sur HV*+! est donnée par

ai(z,y) = (x + 73, 9).

L’ensemble

N
D, = {xEBHN+1; x:Zxﬁ; avec0<zy,..., 2 < 1}
=1
est un domaine fondamental du groupe I, engendré par ay,...,ar. Fixons alors 2 fermés
disjoints B~ et BT contenus dans I’intérieur de D, et une transformation hyperbolique b qui
envoie I’extérieur de B~ sur I'intérieur de B™. Le groupe I” engendré par a1, . . . ax, b est discret
isomorphe au produit libre de I, et du groupe cyclique I, engendré par b; nous noterons M
la variété quotient HV*!/I". Le groupe I, étant abélien de rang k, on dit que M contient une
pointe de rang k. Rappelons que la dimension de Hausdorff § de ’ensemble limite I" vérifie
6>k/2.
Nous allons démontrer le résultat suivant.

THEOREME 5.1.— Pour toute classe d’homologie c dans H\(M,Z), lorsque L tend vers
Uinfini,
si6<1+k/2 P(L)=LF@—krt1/2
avec si6=1+k/2 P(L)=(LlogL)*/?>L'/?
si6>1+k/2 P(L)= L*+D/2

6L

€

pour une constante C = C(I") > 0 indépendante de la classe d’homologie c donnée.
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Cet énoncé correspond au Théoréme A’ de I’introduction dans le cas ¢ = 1 ; I’extension au cas
q quelconque est immédiate.

Nous donnons seulement les grandes lignes de la démonstration de ce théoreme, en
développant les aspects nouveaux dus a la présence d’une pointe de rang k£ > 2.

Etape 1. Codage des points de A et action de I" sur JHV*!. Notons z, le point fixe de
I, sur SN et (z; , ;) les deux points fixes de b. Soit A° le complémentaire dans A des orbites
des points x4, T, et x;; ; en utilisant le lemme du tennis de table de Klein, on associe & chaque
point = de A° une unique suite (7;);>; formée d’éléments de I}, U I}, telle que ;41 € I, si
et seulement si 7y; € I et limg—, 100 Y1 - - - V5.0 = x ; une telle suite de lettres sera dite (I, Ip)-
admissible.

Soit Ago (resp. Ay) I’ensemble des points de A° dont la premiére lettre appartient & I, (resp.
I,). Lensemble A° est maintenant la réunion dénombrable des ensembles A0 et 7' Ay lorsque
~ et v/ décrivent respectivement I, — {id} et I, — {id}.

L opérateur de décalage (7;)i>1 — (Vi+1)i>1 sur 'ensemble des suites de lettres (I, I3)-
admissibles induit une transformation T' sur Ay définie sur chacun des yAqo (resp. 7' Ay) par
I’action de y~! (resp. 7/~!). Comme ces sous-ensembles sont d’adhérences disjointes deux 2
deux, on montre comme dans [16] que la transformation T est dilatante sur A°,

La mesure de Patterson o en restriction 2 A% permet encore de construire une mesure de
probabilité v = ho invariante par T en posant :

1 o(dy) 1 o(dy)
o)== | —5= = | — 5%
CJ lw—yP? CJ |lz—yP?

50 Aao

sizx € Ap et h(x)= sixz € Ay

ou C est la constante de normalisation

B o(dz) o(dy)
€= / o —y®
Aa(]XAbO

Rappellons qu’est associé a un élément parabolique v € I, de vecteur de translation 7 =
Zle n;7;, le nombre 7(7) := |7]. Il suit du Lemme 1.1 que b(y, ) — 2 log7(y) converge lorsque
~ tend vers I'infini dans I, uniformément en = € Ao, et que b(y,x) — () converge lorsque
~ tend vers I'infini dans [, uniformément en x € Ay. On en déduit, comme au Lemme 1.5 le
comportement de v au voisinage des points z, et xff :

v(yAy) ~ lorsque «y tend vers I’infini dans I,

e
T(7)*
et
Cy e
v(yAg0) ~ o) lorsque v tend vers I’infini dans I3,

pour des constantes C,, C, strictement positives.

Comme dans la Partie I, les orbites des points périodiques de T" correspondent aux géodésiques
fermées de M qui ne représentent pas la classe de conjugaison d’une puissance de b. Si = est un
point périodique de période k& cod€ par la suite (7;);>1, la longueur de la géodésique fermée p
qui lui est associée est donnée par (p) = S, f(z) ou f est la fonction définie maintenant par

f@) =by, v o).
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Par ailleurs, le groupe I' étant égal au produit libre des groupes abéliens I, et I}, on a
H\(M,Z)=1ZF + Z. Lorsque v € I, a pour vecteur de translation 7 = Zle n;T;, sa classe
d’homologie [] est I’élément (n,, . ..,n;) de Z*. De méme [y'] = m si v/ = b™. On introduit
les fonctions H), et H, définies sur A° par :

Hy(x)=[v] et Hy(x)=[y] lorsquexz €v.Ap0Nv . Ap avecy€ Iy, €.

La classe d’homologie de p est alors donnée par [p] = (SpHp(z), Sp.Hq(x)).

Etape2. Spectre des opérateurs de Ruelle. Soit C((A) I’espace des fonctions continues sur A
a valeurs dans C, muni de la norme de la convergence uniforme |.|. Pour tout nombre complexe
z et tout point (vp, v,) du tore k + 1-dimensionnel T* x T!, identifié au groupe dual de Z* + Z,
on considere I’opérateur de Ruelle £ ,, ., défini pour ¢ € C(A) par :

[/z‘vp’vq Hz) = Z e~ 2fW+i(vp | Hp) +i(vq | Hy () ()
y/Ty=z

=1, ,(2) Z e—zb(’Y,ZH’i(’UPl[V])¢(’y'w)+ 14, (@) Z e—zb(’)’,ﬁ)-‘r’i(”hz|['Y]>¢(ry_x)_
a b
76Fa Yy€ETY

Comme la série ) el 7(y) 2% converge si et seulement si s > k /2, il découle du comportement
asymptotique de b(+y, ) lorsque -y tend vers Iinfini que I’opérateur £ ,,, », €st bien défini lorsque
Re(z) > k/2. Introduisons le sous-espace L(A) de C(A) formé des fonctions Lipschitziennes sur
A'; le spectre des opérateurs L ,,, o, en restriction a L(A) est décrit dans la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > k/2 et tout (Vp,vq) €
TF xT:

@) L.v,v, est un opérateur borné sur L(A) et son rayon spectral p(z,vp,vy) Vérifie
Uinégalité p(z,vp,vq) < p(Re(2),0,0); de plus, p(6,0,0) = 1.

(b) Il existe un réel py < 1 et un voisinage U de (6,0,0) dans C x T* x T sur lequel L vpvg
a deux valeurs propres simples X(z,vp,Vq) €t X\~ (2, Vp, Vq) proches respectivement de 1 et
—1, le reste du spectre de L, v, étant inclus dans un disque de rayon py.

(c) Pour tout réel A >0, il existe e(A) > 0 et py < 1 tel que p(z,vp,Vq) < p1 8i (2,0p,Vq) ¢ U
vérifie Re(z) > 6 — € et |Im(2)| < A.

Les arguments pour prouver ce résultat sont similaires a ceux de la Proposition 2.2.

Etape 3. Régularité de la fonction (z,vp, vq) — A(z,vp,v,). La fonction 2 +— L., », est
analytique sur le domaine {z € C; Re(z) > k/2}, uniformément par rapport a (vp,vq) € Té x T
et il en est donc de méme pour la fonction z — A(z,vp,v4). Nous allons décrire a présent la
régularité en v, et v, de cette fonction. Pour cela, si v, = (v;)1<i<k € [0,27]*, on notera |v,| la

. . k
norme euclidienne du vecteur Zz’:l vty

PROPOSITION 5.3. — [l existe un voisinage V de (0,0) dans T* x T et une fonction continue
2(Vp, vq) définie sur'V telle que la fonction

1 — Xz, vp,vg)

Z
2z — 2(Vp,vq)

est analytique sur un voisinage de 6 uniformément par rapport a (vp,vg) € V. De plus, le
comportement de z(vp,vq) pour (vp,vq) proche de (0,0) est, a des termes d’ordre supérieur
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pres, le suivant :

0 — Q(vp,vq) sié6>1+k/2
2(Up,vg) = { 6+ Dalvp|*loglv,| — Dyv} sié=1+k/2
8 — Dqlvp|?—F — Dy si6<1+k/2

ot Q) est une forme quadratique définie positive sur R**1 et D, et Dy, des constantes > 0.

La démonstration de cette proposition est presqu’identique a celle du Lemme 2.3 et du
Théoreme 2.4 ; le seul point nouveau concerne le cas ot § < 1 + k/2 et plus particulierement
la régularité au voisinage de 0 de la fonction v, — A(6,vp,0) — 1. Rappelons que I’on a

A(6,vp,0) — 1 = 0(Ls0,0h) — 1 + 0 ((Lsw,0 — L&) hsv,0— R))

ol hs.,0 est 'unique fonction propre associée a A(9, vy, 0) vérifiant o(hsv,0) = 1. Le terme
principal est 0(Ls v, 0h) —1;0ona

0(Ls,0h) — 1= / (Ls 0,0 — Ls)N(x)o(dz) = / (et o) h(z) o(da)
A

— Z i(vp|lv])) _ 1 1/(’7 Ago) = Z (COS(U,,[[’Y]) — l)y(’y.Aao).

YET, YET,
La connaissance d’un équivalent de v(vy./A,0) lorsque +y est grand permet de se ramener a I’étude

de la série k-dimensionnelle
) 1 —cos(_ vy [ YoniTi)
[ 3o ni[?

n1,...,nE)ELF

lorsque |vp| tend vers 0. Un calcul comparable a celui indiqué dans la démonstration du
Théoreme 2.4 conduit au terme principal annoncé.

Etape 4. Fin de la démonstration. Considérons la fonction Zéta :

Z(z,0p,v) = Y | e H@HleD,
€ Per

La Proposition 5.1 permet de montrer que pour toute valeur de v = (v, v,) € T**1, la fonction
Cu(2) = exp Z(2,vp, vq) est méromorphe sur un ouvert contenant {Re(z) > 6} uniformément en
v. De plus, lorsque v est dans un voisinage de 0, (;, a un pole simple en z = 2(vp,v4). On en
déduit que (¢, vp, vg) — Z(6 + it, vp, v4) a une singularité au voisinage de (0,0, 0) de I’ordre de
log(it + 6 — z(vp,vq)), et qu’elle y est intégrable.

Soit k. la transformation de R*+! définie par :

P sif<1+k/2
_ p _ S
kr(vp,vg) = (d(r) \/-) avec d(r) Vrlogr Sf.é =1+k/2
NG siid>1+k/2.
La Proposition 5.3 montre que la limite de 7(6 — z o k,(vp, v4)) est non dégénérée lorsque r —

+00. En utilisant les arguments développés dans la Partie 4, on vérifie enfin que c’est le jacobien
1/P(r) de I’application k. qui donne la décroissance de N.(L) énoncée au Théoreme 5.1.
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5.2. Produit de groupes abéliens en position Schottky

Soient I, ..., I}, une famille de n groupes discrets et sans torsion du groupe d’isométries de
HY !, Ces groupes sont dits en position Schottky s’il existe n fermés non vides By, ..., B, de
la sphere S™V deux & deux disjoints tels que I3(SY — B;) C B; pourtouti=1,...,n.

Si n groupes sont en position Schottky, le groupe I" qu’ils engendrent est égal a leur produit
libre et opére librement et discontinuement sur HV 1.

Considérons a présent n = p + g groupes élémentaires I7, ..., I3, en position Schottky ; nous
supposons que les p premiers groupes sont des groupes abéliens opérant par transformations
paraboliques sur HV*! tandis que les ¢ derniers sont cycliques et opérent par transformations
hyperboliques. Dans ce cas, le groupe " engendré par I7, ..., I, est géométriquement fini, et si
’on note k le rang maximum des groupes paraboliques I1,...,I}, la dimension de Hausdorff
6 de I’ensemble limite de I" coincide avec I’exposant de convergence de la série de Poincaré
associée a I et satisfait I’inégalité § > k /2.[5].

Les points « de I’ensemble limite de I" pourront ainsi étre codés par une suite de lettres (7;);>1
formée d’éléments de I U - - - U I, et telles que deux lettres successives n’appartiennent pas au
méme groupe €élémentaire. Cette suite de lettre est unique deés que = n’appartient pas a I’orbite
sous I" des points fixes de chaque groupe I7,...,I,.

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que la présence d’une pointe abélienne de rang
k sur M = HN*!/I" n’affecte le comportement asymptotique de N.(L) que lorsque & appartient
a Iintervalle ]k/2,1 + k/2]; par conséquent, seules les pointes de rang k et k — 1 auront une
réelle influence sur le comportement de N.(L). Il suffit de réécrire les arguments des parties
précédentes pour obtenir le résultat suivant qui illustre la complexité des phénomenes liés a la
présence de bouts cuspidaux de rang divers sur la variété M.

THEOREME A”. — Soit I" un groupe d’isométries de HN ' engendré par p groupes parabo-
liques abéliens et q groupes hyperboliques en position Schottky. On note k le rang maximun des
groupes I, ..., I}, et pour 1 <k < k, on note py, le nombre de groupes paraboliques de rang k.
On introduit les trois dimensions Dy = kpy, , puis Dy = (k — 1)pj_, et enfin Dy = Zﬁ;? kpy de
sorte que le premier nombre de Betti de la variété M = HN*' /T vaut Dy + Dy + D, + q.

Le nombre N (L) de géodésiques fermées de longueur < L dans une classe d’homologie fixée
vérifie

e&L

ste
NeD)~ O

lorsque L tend vers [’infini avec :

D, Dy Do . k k1
=22 ! _ -0 se |~ 242
= Y% hri T 4 F * 6]2 2+2[
D, Dy, D D . k1
04—2-1-24—26_]—C et 6—2 s16—5+§
_ Dy Dy Dy _ : k1 k
a—2+2+26_]—€ et =0 s16€]§+§ 5+1[
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Dy Dy Do Do _k
=5+ +—2 et [B= > s16—2+1
D, Dy Dy B 1k
a-—2+2+2 et =0 s16€]2+1 N[.

De méme, le Théoreme B sur I’équirépartition des géodésiques fermées s’étend sans difficulté
pour les groupes du type considéré ici.
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