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SUR LE CHANGEMENT DE BASE STABLE DES
INTEGRALES ORBITALES PONDEREES

PAR PIERRE-HENRI CHAUDOUARD

RESUME. — Soit G’ un groupe réductif connexe et quasi-déployé sur un corps p-adique F. Soit E une
extension cyclique de F'. Pour étudier le changement de base de £ a F', on associe a ces données un
espace tordu G* au sens de Labesse. Soit G une forme intérieure de G*. Lorsque G’ est GL(n), SL(n) ou
plus généralement un groupe que nous appelons L-stable, on définit une notion de transfert non-invariant
entre les intégrales orbitales pondérées sur G et celles sur G’. Nous prouvons 1’existence d’un tel transfert.
Ceci avait été conjecturé par Labesse pour G’ = GL(n). La preuve repose sur des résultats antérieurs
d’analyse harmonique locale sur les algebres de Lie et sur un théoréme sur les (G, M)-familles d’ Arthur,
di a Waldspurger.
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ABSTRACT. — Let G’ be a quasi-split connected reductive group over a p-adic field F. Let E be a cyclic
extension of F. In the context of cyclic base change, we can attach to G’ and E a twisted space G* (in the
sense of Labesse). Let G be an inner form of G*. If G’ is GL(n), SL(n) or more generally a group which
we call L-stable, we define and prove the existence of a non-invariant transfer between the weighted orbital
integrals of G and those of G'. For GL(n), such a transfer has been conjectured by Labesse. The proof
is based on previous results of harmonic analysis on Lie algebras and on a generalization of a result of
Waldspurger concerning Arthur’s (G, M)-families.
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0. Introduction

Soient F' un corps de nombres, A son anneau des adeles, G un groupe réductif connexe défini
sur F' et 6 un F-automorphisme de G. Soient Aut(G) le groupe des automorphismes de G et
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52 P.-H. CHAUDOUARD

G =G x 0 C G x Aut(G). Alors G est naturellement un G-espace tordu au sens de Labesse
(cf. [26] 1.3). On entend par l1a que G est un G-espace homogene principal (pour I’action par
translation a gauche de G) muni du morphisme G-équivariant de G vers Aut(G) défini par

gx 60— Ad(g)ob.

Le morphisme ci-dessus permet de définir une action a droite de GG sur G et donc une action par
conjugaison de G sur G donnée par

z(gx )z =zgf(z) "t x 0

pour tous g et « dans G. Pour toute fonction f lisse a support compact sur G(A) = G(A) x 0,
on sait définir un opérateur intégral sur I’espace L*(G(F)\G(A)) dont le noyau est donné par

k()= > fla )

YEG(F)

pour z et y dans G(A) (cf. par exemple [26] V.1). On peut développer ks (2, ) de deux maniéres
différentes : 1’une repose sur la décomposition spectrale de Langlands de L*(G(F)\G(A)) et
’autre sur la partition de G(F) en classes de G(F)-conjugaison. En premiere approximation,
la formule des traces tordue (établie par Arthur lorsque 6 est ’identité et étendue par Clozel,
Labesse et Langlands dans des notes non publiées) s’obtient par intégration terme a terme, sur
G(F)\G(A), de ces développements. En fait, la partie continue de la décomposition spectrale
d’une part et les classes de conjugaison non elliptiques d’autre part donnent des contributions
divergentes. Il faut a la suite d’ Arthur remplacer le noyau par un noyau «tronqué ». On obtient
alors une formule qui comprend, outre des caracteres du coté spectral et des intégrales orbitales
du c6té géométrique, des termes plus exotiques : les caracteres pondérés et les intégrales orbitales
pondérées. Ces dernieres se décomposent en intégrales orbitales pondérées locales qui sont le
centre d’intérét du présent article.

Désormais F' est un corps p-adique et f est une fonction lisse & support compact sur G(F').
Soit (Py, My) un couple formé d’un sous-groupe parabolique minimal Py de G et d’un facteur de
Lévi My de Py, tous deux définis sur F'. Quitte a composer 6 avec un automorphisme intérieur,
on peut et on va supposer que ce couple est §-stable. Soit M un sous-groupe de Lévi de G et )
un sous-groupe parabolique de G, tous deux définis sur F’ et f-stables et tels qu’on ait I’inclusion

MyCMCQ.

On peut alors former les sous-espaces M = M x 6 et Q = @ x 6. On appelle de tels espaces
respectivement un sous-espace de Lévi et un sous-espace parabolique de G. Soit 6 € M(F') un
élément semi-simple et G-régulier. Son centralisateur G5 dans G est alors un tore. A la suite
d’Arthur (cf. [3] §1, §2, voir aussi la section 1 du présent article), on associe a tout tel triplet
(Q, M, ) un poids ”1?/[ et une intégrale orbitale pondérée Jl\?[ (6, f). Le poids 1)18[ est une fonction
positive sur G(F'), qui vaut identiquement 1 lorsque M est un facteur de Lévi de @ et qui est
invariante a gauche par M (F'). L’intégrale orbitale pondérée est alors définie par

;/2 f(zfléx)vﬁ(x) dz.

G5 (FO\G(F)

Jx(8, f) = |DC(5)
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Le discriminant de Weyl DG () est simplement un facteur de normalisation. L’intégrale
Jﬁ(é, f) ne dépend que de la classe de M (F')-conjugaison de ¢. Lorsque M est un facteur
de Lévi de @, 'intégrale est une intégrale orbitale ordinaire. Dans les autres cas, la distribution
Jl?/[ (6,-) n’est pas invariante par conjugaison.

L’une des principales applications de la formule des traces tordue est 1’obtention de cas
de fonctorialité de Langlands entre un groupe et ses groupes endoscopiques, par exemple la
correspondance de Jacquet et Langlands, le changement de base ou encore la fonctorialité entre
GL(n) et les groupes classiques. Suivant la stratégie de Langlands, il faut d’abord établir a toute
place I’existence d’un transfert local f — f G’ qui relie les intégrales orbitales ordinaires sur
G x 6 aux intégrales orbitales stables sur les groupes endoscopiques G’ de G x 6. On doit
ensuite comprendre comment se comportent sous transfert les autres termes géométriques de la
formule des traces. Comme les fonctions f€ ne sont « définies » que par leurs intégrales orbitales
(stables), il faut travailler avec une version invariante (et méme stable) de la formule des traces,
dont les termes géométriques sont des avatars invariants des intégrales orbitales pondérées.

Arthur a des conjectures treés précises sur le transfert des intégrales orbitales pondérées
invariantes, qu’il sait démontrer sous 1’hypothése du lemme fondamental pondéré (cf. la série
d’articles [6-8]). Ce «lemme » est en fait une conjecture difficile qui généralise le célebre lemme
fondamental de Langlands et Shelstad. Il n’est pas connu en général. Cependant, pour GL(n) et
le transfert a une forme intérieure, le lemme fondamental pondéré est une tautologie et pour
GL(n) et le changement de base il a été démontré par Kottwitz (cf. [22]). Dans ces deux cas, le
transfert des intégrales orbitales pondérées invariantes est connu depuis les travaux d’ Arthur et
Clozel (cf. [9]).

Dans le présent article, contrairement a I’approche de Langlands et d’ Arthur, on cherche a
comprendre le transfert des intégrales orbitales pondérées non-invariantes pour le changement
de base stable. La situation est la suivante. Soit F' une cloture algébrique de F, £ C F' une
extension cyclique de F et G’ un groupe réductif connexe quasi-déployé sur F. Soit [ un entier
non nul. Soit

G* :RGSE/F(G/) X oo X 1%6SE'/F(G/)7

ol le produit contient [ fois le facteur Resg,(G’) qui est la restriction des scalaires a la Weil
de E a F du groupe obtenu 2 partir de G’ par extension des scalaires de F' a2 E. Soit g
I’automorphisme de Resg,r(G’) associé a un générateur du groupe de Galois Gal(E/F). On
définit alors un automorphisme 6* de G* par

0" (21,...,m) = (1’2, e ,xl,eo(xl))

et on peut poser G* = G* x §*. Soit u un cocycle du groupe de Galois Gal(F/F) a valeurs dans
le quotient G* /Zg; ot Z%. désigne le sous-groupe des points #*-fixes du centre Zg- de G*.
En tordant I’action du groupe de Galois par le cocycle u, on obtient un groupe G et un espace
homogene G sous G qui sont des formes intérieures respectivement du groupe G* et de I’espace
homogene G*. On suppose que G(F) # (). Alors on a

G=Gx0
pour un automorphisme ¢ de G défini sur F' et qui est égal, a un automorphisme intérieur pres,
a0*.
Le groupe G’ est un groupe endoscopique de G. A tout triplet (Q, M, d) comme ci-dessus,

on sait associer un triplet analogue (Q’, M’,~) pour G’ tel que  soit une norme de ¢ dans le
sous-groupe de Lévi M’ de G’ (on trouvera quelques rappels sur les normes dans la section 5).
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Le but de cet article est d’associer a toute fonction f sur G(F’) localement constante et a
support compact une fonction analogue f’ sur G’'(F') de sorte que pour tous triplets associés
(Q,M,0) et (Q',M’,~), certaines combinaisons linéaires des intégrales orbitales pondérées
Jﬁ(d, f) et J]%, (7, f') se correspondent. Les travaux d’Arthur suggerent qu’a priori des
groupes endoscopiques autres que G’ doivent apparaitre. Comme nous ne voulons pas introduire
d’hypothese sur la validité du lemme fondamental pondéré, on fait une sévere restriction sur le
groupe G’. On suppose que le groupe G’ est GL(n) ou SL(n) ou de maniére 1égérement plus
générale que G’ vérifie les trois hypoth&ses suivantes :

1. le groupe dérivé de G’ est simplement connexe ;

2. le groupe G’ est L-stable (au sens de la définition 4.1 de la section 4) ;

3. le centre du groupe dual de G’ vérifie ’hypothese 5.6 du §5.7.

Pour tout sous-espace de Lévi M de G, on note I'q (M) I’ensemble des classes de M (F)-
conjugaison des éléments semi-simples G-réguliers de M(F'). De m&€me, pour tout sous-groupe
de Lévi M’ de G’, on définit un ensemble T'¢/(M’). On définit alors un facteur Ay sur
e/ (M')? par :

Bor (1) = { (1) :inZn?t {1 sont conjugués par un élément de M'(F) ;

Lorsque M’ correspond a M, on définit un facteur Apg sur D/ (M') x T'g (M) par

1 i~y estune norme de d;
A (7,0) = {o sirz)n

On dit qu’un élément v € T'g/ (M) est potentiellement une norme dans M’ si v vérifie une
certaine condition cohomologique (cf. la définition 5.2 du §5.5). Tout élément M’ -elliptique de
I'e/(M’) qui est potentiellement une norme dans M’ est une norme d’un élément de G(F')
(cf. proposition 5.3 du §5.5). On peut alors définir le transfert.

DEFINITION. — Soit f et f’ des fonctions lisses a support compact respectivement sur G(F')
et G'(F). On dit que f’ est un transfert de f si et seulement si les deux conditions suivantes sont
réalisées :

— pour tout triplet (P, R,~) de G’, ’expression

Z AR(’Y}M)JI’};(MMJN)

nelq/ (R)

est nulle sauf si 7y est potentiellement une norme dans Mp, ’'unique facteur de Lévi de P
qui contient R ;
— pour tous triplets associés (Q, M, ) et (Q', M’,~), on a I’égalité

S Am(OIREH = S A () TG (. ).

5T (M) wel g/ (M')
La premiere condition semble nécessaire pour obtenir des énoncés d’annulation d’intégrales
orbitales globales. Cette définition s’inspire de celle introduite par Labesse pour le changement

de base de GL(n) (cf. [24] définition II1.3.2).
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On peut alors énoncer le principal résultat de cet article.

THEOREME. — Supposons que le groupe G’ vérifie les conditions 1 a 3 ci-dessus (par exemple
G’ est GL(n) ou SL(n)). Alors, pour toute fonction lisse a support compact sur G(F), il existe
une fonction f' lisse a support compact sur G'(F) qui est un transfert de f.

Sous une forme proche, ce résultat avait été conjecturé pour GL(n) par Labesse (cf. [24]
conjecture I11.3.6). Dans [29], Waldspurger a démontré 1’existence du transfert des intégrales
orbitales ordinaires entre formes intérieures. Labesse dans [25] a déduit du résultat de
Waldspurger ’existence du transfert des intégrales orbitales ordinaires pour le changement de
base stable. La méthode de Waldspurger consiste a établir des résultats analogues sur I’algebre de
Lie et a les « globaliser » au groupe. Par des méthodes de descente au centralisateur, on ramene la
question de I’existence du transfert « non-invariant » a deux problémes : établir certaines identités
au niveau des algebres de Lie et comparer les poids sur différents groupes. Le premier probleme a
été résolu dans un article précédent [16], oll nous avions étendu certains résultats de Waldspurger
(cf. [29]) au cas pondéré. La comparaison des poids repose sur un théoreme général sur les
(G, M)-familles d’ Arthur que Waldspurger nous a expliqué.

L’intérét du théoreme ci-dessus est multiple. Tout d’abord, comme on vient de le voir, sa
preuve évite toute analyse difficile du coté spectral de la formule des traces. Ensuite ce théoréme
rend possible une comparaison directe des formules des traces non invariantes. Il ouvre la voie
a une nouvelle approche, purement géométrique, de la stabilisation de la formule des traces.
Dans [24], Labesse travaille avec la formule des traces non invariante et il donne une preuve du
changement de base pour GL(n) par certains cotés plus simple que celle d’ Arthur et Clozel [9].

D’autre part, en caractéristique positive, ce sont les intégrales orbitales pondérées non invarian-
tes et non leurs avatars invariants qui admettent une interprétation géométrique (en termes de
comptages de points de variétés sur les corps finis). Ainsi Drinfeld et L. Lafforgue dans leurs
travaux sur les chtoucas ont utilisé la formule des traces non-invariante. Les intégrales orbitales
pondérées sont donc des objets treés « naturels ».

Décrivons brievement les différentes parties de cet article. Comme nous pensons que nos
méthodes s’étendent au cas des espaces tordus au sens de Labesse (i.e. au cas général de la
formule des traces tordue), nous avons rédigé une bonne partie de 1’article dans ce cadre-la. Ala
section 1, nous introduisons les principales distributions du c6té géométrique de la formule des
traces tordues. A la section 2, nous introduisons certaines distributions sur les algebres de Lie
des centralisateurs d’éléments quasi-semi-simples ; ces distributions apparaissent par descente
de Harish-Chandra des intégrales orbitales pondérées. Elles vérifient des propriétés familieres :
intégrabilité de leurs transformées de Fourier et finitude a la Howe. On établit une formule qui
relie leurs transformées de Fourier a des fonctions invariantes sur 1’algebre de Lie et aux poids
du groupe. La section 3 présente la preuve d’un résultat général sur les (G, M )-familles, di
pour I’essentiel a Waldspurger, qui permet ultérieurement la comparaison des poids. La section 4
définit une certaine classe de groupes auxquels s’appliquera 1’existence du transfert. Le reste
de I’article se place dans le cadre du changement de base. Dans la section 5, on énonce divers
résultats sur les normes. La section 6, en faisant la synthese entre les résultats d’un précédent
article [16] et le théoreme de la section 3, établit en quelque sorte «1’existence infinitésimale »
du transfert. Cette section, tout comme les résultats de [16], ne s’applique qu’a la classe définie a
la section 4. La section 7 contient la définition du transfert ainsi que la preuve de son existence.
Enfin, dans la section 8, on montre que notre transfert est bien adapté a une comparaison entre
(éventuelles) formules des traces tordues locales.
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1. Notations générales

1.1. On appelle, a la suite de Labesse, espace tordu un quadruplet (G, G, o, Adg) ou G est
un ensemble non vide, G est un groupe, « et Adg sont des applications

a:GxG—G

et
Adg: G — Aut(G),

ol Aut(G) est le groupe des automorphismes de G ; ces objets doivent en outre vérifier les deux
conditions suivantes : 1’application « définit une action a gauche de G sur G qui fait de G
un G-espace principal homogene et I’application Adg est G-équivariante au sens ol pour tous
reGetdeGona

Adg (a(z,6)) =Int(z) o Ada(6)

ou Int désigne le morphisme canonique de G dans le groupe des automorphismes intérieurs de G.

Par abus, on notera simplement G un espace tordu ; on dira encore que G est un G-espace tordu

et on sous-entendra les applications « et Adg. De fagon générale, si G est un espace tordu, on

désigne toujours le groupe sous-jacent par la lettre correspondante en caractere standard, ici G.
Dans la suite, pour z € G et 6 € G, on pose simplement

x0 = a(x, )

et
6z = [Adg(6)(2)]6 = a(Adg (0)(x),9).
On obtient une action a gauche de G sur G par conjugaison donnée par

(z,6) — Ad(z)(6) = zdx ™ .

Si X est un sous-ensemble de G et H un sous-groupe de G, le normalisateur de X dans H est
le sous-groupe de H défini par

Normpy (X)={h€ H |hXh™' CX}.
Le centralisateur de X dans H est donné par
Centy(X) = {h € H|héh™' =4, Ve X}
On définit le centre de G par

Zg = Centg(G),

qu’on prendra garde a ne pas confondre avec le centre Z de G.
On appellera sous-espace d’un espace tordu G tout sous-ensemble H de G pour lequel il
existe un sous-groupe H de G et un élément § € H tels que

H=Hé={hi|heH}

et le sous-ensemble Adg (H) de Aut(QG) stabilise H. Un sous-espace d’un espace tordu est alors
muni naturellement d’une structure (induite) d’espace tordu.
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1.2.  Soit F' un corps de caractéristique nulle. On appelle espace tordu algébrique défini sur
F un quadruplet (G, G, «a, Adg) comme ci-dessus qui vérifie les conditions supplémentaires
suivantes : G est un groupe algébrique et G est une variété algébrique, Aut(QG) est le groupe des
automorphismes du groupe algébrique G, les applications a et Adg sont des morphismes, tous
ces objets sont définis sur F' et de plus G(F') # (0. Un sous-espace algébrigue H de G est une
sous-variété de G définie sur F et telle qu’il existe 6 € H(F') et un sous-groupe fermé H de G
défini sur F' qui vérifient les conditions décrites au paragraphe précédent.

Dans la suite, on ne considere que des espaces tordus algébriques définis sur F' et on omet
souvent I’épithete « algébrique défini sur F'».

1.3. Soit G un G-espace tordu réductif connexe au sens ol I’on suppose de plus que G est un
groupe réductif connexe. Un sous-espace parabolique P de G est par définition un sous-espace
de G tel que le groupe associé P soit un sous-groupe parabolique de GG. On appelle facteur de
Lévi ou encore sous-espace de Lévi d’un sous-espace parabolique P un sous-espace M de P tel
que le groupe M associé soit un sous-groupe de Lévi de P. Le radical unipotent de P est défini
comme le radical unipotent de P et on le note Np = Np : c’est un sous-groupe de GG. On a alors
une décomposition de Lévi sous la forme

P = NpM = MN5p.

Par abus, on appelle sous-espace de Lévi de G (vu comme espace réductif et non comme sous-
espace parabolique) tout sous-espace de Lévi d’un sous-espace parabolique de G. On fixe Py
un sous-espace parabolique minimal pour I’inclusion de G ainsi que M un sous-espace de
Lévi de Py. On montre que P est un sous-groupe parabolique minimal de GG. Tout sous-espace
parabolique P de G contenant My admet un unique sous-espace de Lévi Mp tel que My C Mp.
Suivant les notations usuelles d’ Arthur, on définit les ensembles finis suivants : si M est un sous-
espace de Lévi de G, LG (M) désigne 1’ensemble des sous-espaces de Lévi de G contenant M,
FG (M) I’ensemble des sous-espaces paraboliques de G contenant M et enfin, si My C M

PE(M) = {P € F¢(M,) | Mp = M}.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on omet le G en exposant et on pose £ = £L(Mj), de méme
pour F, P.
Soit Q € F& et R € FMa_ On pose

(1.1) Qr = RNq = NgqR.

On vérifie que Qr € P¢(MRg).

Remarque. —Le groupe G muni de D’action par translation & droite sur lui-méme est
naturellement un G-espace tordu. Par abus, on note encore G cet espace tordu : on retrouve
alors toutes les notations habituelles, par ex. £& désigne les sous-groupes de Lévi de G qui
contiennent M.

14. On fixe 6 un élément de Aut(G) qui appartient a I'image de M (F') par Adg. Cet
automorphisme 6 est bien défini & un automorphisme intérieur Int(z) prées, avec € My(F'). On
vérifie que les constructions qui suivent ne dépendent pas du choix d’un tel x.

Pour tout groupe algébrique H défini sur F, on note X*(H) et X.(H) les groupes,
respectivement, des caracteres et des cocaracteres de H définis sur F'. Lorsque le groupe

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



58 P.-H. CHAUDOUARD

engendré par @ opére sur un ensemble X, on note X’ le sous-ensemble des points fixes. Si,
de plus, X est un groupe abélien, on note Xy le groupe quotient formé des co-invariants.
Soit M € L&. On pose alors

am = Hom (X*(M)?,R)

et
ayr=X*(M)? @z R.

Ce sont deux espaces vectoriels réels qui sont naturellement duaux 1’un de 1’autre. Notons que
a3y s’identifie a (a%,)? et an & (anr)s-

On note Apy le tore déployé maximal du centre de M. On définit le groupe de Weyl de (G, M)
par

W (M) = Normg(p)(Am)/ Centpy(Am)-
On montre que Centg(py(Am) = M (F) et que le groupe W< (M) s’identifie au sous-groupe

des éléments f-invariants de W& (M).

1.5. On conserve les notations du paragraphe précédent. Soit P € PG (M). On note
(P, M) I’ensemble des racines de Ay, relativement a son action par adjonction sur I’algebre de
Lie de Np. On note AG C ¥(P, M) le sous-ensemble des racines simples. Ces deux ensembles
sont finis, munis d’une action naturelle de 6 et s’identifient naturellement a des parties de a},.
Le cardinal de I’orbite de v € A sous ’action de 6 est noté [,,. On note A le sous-ensemble
de ay,; formé des éléments

a:li > 65 (w)

lorsque a parcourt AG. Cet ensemble AS engendre un sous-espace noté (a$y)* de aij.
Observons que ag; s’identifie canoniquement a un sous-espace de ap; et que nous avons la
décomposition

(1.2) ay = (af}[)*@aa.
Dualement, on obtient la décomposition
(1.3) am = agy @ ag
ou I’on a identifié ag au sous-espace
{Heam|a(H)=0Vae A}

(qui ne dépend pas du choix de P) et ot I’on a posé

a$ = {Heam|a(H)=0Vacag}.
Plus généralement, les définitions précédentes et les décompositions (1.2) et (1.3) sont valables

lorsqu’on remplace G par L € L& (M).

L automorphisme 6 agit sur a$; via un automorphisme d’ordre fini. Par conséquent, on a aussi

la décomposition
(1.4) a§; = (a§)" & (1 — 0)a$.
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On en déduit que I’application naturelle de (a$;)? dans (a$;)s est bijective. On obtient alors un
isomorphisme naturel entre (a§;)? et a$.

Le groupe de Weyl
Wg* =W (Mo)

agit naturellement sur ang, et on fixe sur cet espace un produit scalaire invariant sous W&. On
munit alors tout sous-espace de la mesure de Haar qui donne le volume 1 a un hypercube de coté
de longueur 1. Si b est un espace vectoriel réel, on note bc le C-espace obtenu par extension des
scalaires.

1.6. Les (G, M)-familles

Soit P € PG(M). Pour tout o € AIG,, on sait associer une coracine «. On note Ag,v
I’ensemble des coracines des éléments de A%. Comme au paragraphe précédent, on définit alors
un ensemble Ag,v formé des orbites moyennées des éléments de Ag"v. Lorsque le contexte est
clair, on omet les G et G en exposant. On note Z(A}) le réseau de a$; engendré par Ay. On
introduit alors la fonction définie pour A € ay;  par

05 (\) = vol(a$y/Z(AY)) H Ao

aveAY

Soit M € L£&. On appelle hyperplan radiciel tout hyperplan de (a$;)* défini par un élément
de Ay pour P € P(M). Les composantes connexes de (a$;)* privé des hyperplans radiciels
correspondent bijectivement aux chambres associées & Ay, quand P parcourt P(M). Suivant
Arthur (cf. [1] p. 36, [3] p. 229), on appelle (G, M)- famille toute famille ¢ = (cp)pepe (m)
de fonctions sur (a$;)s lisses sur un voisinage de 0 dans i(a$y)* telles que pour tous P et P’
de PE (M) adjacents, au sens ot les chambres de (a$p)* associées 2 P et P’ ont un mur en
commun, les fonctions cp et cp/ coincident au voisinage de 0 sur I’hyperplan radiciel qui porte
ce mur commun. On définit alors une fonction sur (a$y)F, lisse au voisinage de 0 dans i(a$y)*,
par

N =D ee(NIEN!

PcPG (M)

On pose ¢S = ¢$i(0). Pour tout L € L& (M), resp. tout Q € FE (M), on sait associer a

une (G, M)-famille ¢ une (G,L)-famille, resp. une (Mg, M)-famille (les constructions sont
calquées sur [1] pp. 37-38) et, en combinant les deux procédés, une (Mq,L)-famille notée
cr,q si, de plus, Q € FE(L). On pose

e = (cLq)p @ = (crQ)r 2(0).

Pour tout Q € F (M), on note cq(A) la fonction de la variable A € ayy ¢ définie a partir d’une
(G, M)-famille ¢ par I’analogue évident de la formule (6.3) p. 33 de [1]. Cette fonction est lisse
dans un voisinage de 0 de iay, (ibid. lemme 6.1) et on note cb sa valeur en 0.

1.7. Supposons de plus que F est un corps local muni de sa valeur absolue usuelle |.| 7. On
définit une application

Hg:G(F) — ag
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définie par x(Hg(x)) = log(|x(z)|r) pour tout z € G(F) et x € X(G)r. On note Hg
I’application obtenue en composant H avec la projection canonique ag — ag. Fixons un sous-
groupe compact maximal « en bonne position » par rapport a My. Si F' est non-archimédien, cela
signifie que K est le stabilisateur dans G(F') d’un sommet spécial dans I’appartement associé
a Ay, dans I'immeuble de Bruhat-Tits de G. Pour tout P € P4 (M), on étend de la maniére
usuelle la fonction Hy, en une fonction

Hp:G(F) — amp

en utilisant la décomposition d’Iwasawa G(F') = Np(F)Mp(F)K. On note C[G(F)] I’algebre
du groupe G(F'). On identifie canoniquement G(F’) a un sous-ensemble de cette algébre. Soit
g € C[G(F)]; cet élément s’écrit comme une combinaison linéaire formelle

9= Z ag(z)z

z€G(F)

oll g est une application presque nulle de G(F') dans C.
Soit M € £&. On définit alors une (G, M)-famille v(g) = (vp(g))pepe (v en posant pour
tous P € PE(M) et A € ayy ¢

(1.5) vp(\g)= D ag(@)exp(=A(Hp(x))).

z€G(F)

1.8. La composante neutre du centralisateur de § dans G est notée Gs et appelée le
centralisateur connexe. On dit que § est quasi-semi-simple si Adg (0) préserve une paire de Borel
qui est, par définition, une paire (B, T) constituée d’un sous-groupe de Borel de G et d’un sous-
tore maximal T de B (on n’exige pas qu’elle soit définie sur F). Cela revient a dire que Adg(d)
induit un automorphisme semi-simple sur le groupe dérivé de GG. Si ¢ est quasi-semi-simple,
alors G5 est un groupe réductif (cf. [27] corollaire 9.4). On dit qu’un élément quasi-semi-simple
0 est régulier si G5 est un tore.

On note par une lettre gothique minuscule 1’algebre de Lie du groupe correspondant,
par ex. g = Lie(G) et gs = Lie(G5) pour § € G quasi-semi-simple régulier. Soit § € G.
L’automorphisme de g dérivé de Adg(d) est encore noté Adg(J). On définit le discriminant
de Weyl de 6 par

D (8) = det(Id — Adg(0)|g/9s)-
1.9. Intégrales orbitales pondérées

On note C°(G(F)) I’espace des fonctions complexes, lisses et & support compact sur G(F).
Soit M € LG, Q € FE(M), f € C=(G(F)) et § € M(F) quasi-semi-simple régulier. On
définit alors une intégrale orbitale pondérée par la formule suivante
;/2 f(:c*15x)v1$[(x) dz.

G5 (F)\G(F)

Jx(8, f) = |DC(5)

On a choisi implicitement des mesures de Haar sur les groupes G(F') et G5(F). L’intégrale est
convergente.
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2. Intégrales orbitales pondérées sur les algebres de Lie et leurs transformées de Fourier

2.1. On suppose désormais que F' est un corps local non-archimédien de caractéristique
nulle. On fixe H un groupe réductif connexe et défini sur F'. Rappelons qu’on note f I’algebre de
Lie de H. On fixe M{! un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique minimal de H ainsi
qu’un sous-groupe compact maximal K’ de H(F) en bonne position par rapport a M. On
note b,z I’ouvert de h formé des éléments semi-simples réguliers i.e. ceux dont le centralisateur
dans H est un tore maximal. On dit qu’un sous- F'-tore maximal 7" de H est elliptique si le sous-
tore déployé maximal Ap de T est égal 2 Ay. On note e (F) le sous-ensemble de byeg (F)
formé d’éléments elliptiques i.e. ceux dont le centralisateur dans H est un tore elliptique. Soit
M € L. On note Tz (m), resp. 'y enn(m) I’ensemble des orbites de m(F) M hyeq(F), resp. de
Ment (F) N Breg, sous 'action par adjonction de M (F'). On pose I'(h) = I'y(h). Par abus, on
identifiera souvent ces ensembles a un systeme de représentants.

2.2. On fixe des mesures de Haar sur les sous-groupes de H(F') qu’on considere. Pour
P € FH, on choisit les mesures de Haar sur Np(F) et Mp(F) de sorte qu’on ait les formules
d’intégration habituelles (cf. les choix de la section 2 de [16]). Via une exponentielle on en déduit
des mesures de Haar sur les algebres de Lie correspondantes.

On fixe un caracteére ¢ : F' — C* continu et non trivial ainsi qu’une forme bilinéaire (.,.) sur
h(F), symétrique, non dégénérée et invariante par adjonction. Les sous-espaces de h(F), pour
lesquels la restriction de la forme précédente est non dégénérée, sont alors munis de la maniere

habituelle d’une transformée de Fourier normalisée par la condition f (X) = f(—=X) pour une
fonction f de la variable X .
On munit T'(h) de la mesure suivante : pour toute fonction a € C°(T'(h)), on pose

/a(X)dX: 3 ||¥/°H 3 \W(M,T)\‘l/a(Z)dz

rib) ez WOl reiion o)

ol Toy (M) désigne un systeme de représentants des classes de M (F')-conjugaison de sous-tores
maximaux elliptiques de M et

W(M, T) = Notm s (T) /T(F)
est le groupe de Weyl de (M, T).

23. Soit f € CX(h(F)), M € L7 et Q € FH(M). Pour X € I'y(m), on définit I’intégrale
orbitale pondérée

i F((Ada™ )Xo (2) de,

Tx (F)\H(F)

T (X, f) = D" (X)

ou T'x est le centralisateur de X dans H (c’est un sous-tore maximal de M),
DY(X) =det(ad X |h/tx)

est le discriminant de Weyl et v]%(x) est le poids obtenu a partir de la (H, M)-famille v(x)

définie au § 1.7. On définit par dualité la transformée de Fourier D d’une distribution D.
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Généralisant un résultat d’Harish-Chandra, Waldspurger a montré que la distribution J (X,
est localement intégrable : il existe une fonction

FHm(F) N Breg X Breg(F) — C
localement constante telle que pour tout f € C°(h(F'))
~1/2

@.1) JHX.f) = / IDY(2)[ 22 f(2)8(X. 2)dz
h(F)

(cf. [28] proposition V.10). Waldspurger a construit selon une procédure introduite par Arthur
des avatars invariants [ J@ des intégrales J J%/[, ou LeLH (M) (cf. [28] VLI). On dispose en outre
d’une fonction

%]I\_I/[ m(F) N hreg X hreg(F) —-C

localement constante et invariante par conjugaison par W (M) x H(F) telle que pour toute
fFeCXE(H(F)) ettout X € Myeg(F) N hreg, on ait I’égalité

2.2) (X, ) = / JH(Z, )il (X, Z) dZ.

I'(g)

Par la formule d’intégration de Weyl, on obtient une expression analogue a celle de la ligne (2.1).
Les distributions JII et % sont reliées par la formule

(2.3) Ju(X, )= Ind-pi (I (X)) (f).
LeLH (M)

ol I’on définit une «induite pondérée » pour toute distribution d invariante sur L, localement
intégrable et associée a une fonction e;—ici il convient de mettre des conditions de croissance
sur cette fonction, cf. [28] V.6 et V.9—par la formule

2.4) Ind ¥ (d)(f) = / JH(Z, fea(Z) d2.
Ta(l)

Précisons enfin que la fonction j£ ne dépend pas du choix de la mesure sur G(F). Par contre,
elle dépend du choix des mesures sur a M et les sous-tores maximaux qui apparaissent, du choix

de K et du bicaractere (., .). La fonction if/l a la méme dépendance excepté qu’elle ne dépend
pas de K.

2.4. Dans la suite, on généralise les résultats précédents a des distributions qui apparaissent
par «descente au centralisateur ». Soient G un G-espace tordu (réductif, connexe) et M € L&
Soit 6 € M(F’) quasi-semi-simple. On fait les hypothéses suivantes sur § : on suppose que § est
elliptique dans M au sens oll Ay, = App ; on suppose aussi qu’il existe M; € LM (M) tel que
d € M (F) et tel que la classe de M (F')-conjugaison de ¢ ne rencontre aucun sous-espace de
Lévi propre de M. Si I’on part d’un élément 6 € M(F) quelconque, cette hypothese est vérifiée
pour au moins un M (F')-conjugué de §. Remarquons qu’alors ¢ est elliptique dans M et que
M, s est un sous-groupe de Lévi minimal de G5. Puisque A My s = A, , on a un isomorphisme
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~ 0 o . . Gs G \6 9 .
naturel apz, ; =~ aj, et donc une injection ayy -~ — (afy,)?. En composant par I’isomorphisme

(a$7,)? — (a$},)e = afy, on obtient une injection affm — agy, . On munit alors a]\Gjlyé du
produit scalaire induit par agy . Posons H = G et Mg' = My 5. Alors Ms € £ = £LH (MGT).

On a de plus une bijection entre
(2.5) {Le£SM)| AL, = AL}

et L (Mj5) donnée par L — Ls. En particulier, on notera souvent L un élément de £ (M;) en
sous-entendant que Lg est ’image par cette bijection de 1’élément noté L de I’ensemble (2.5).
Soient Q € F&(M), g € C[G(F)] et X € I'gr(ms). On considére la distribution suivante

;/2 f((Adxil)X)vﬁ(xg)dx,

Tx (F)\H (F)

T4(X, f)=|D"(X)

définie pour f € C°(h(F')). Dans le reste de cette partie, les éléments ¢ et g sont fixés. Pour
alléger les notations, on note simplement Jl\?[ au lieu de Jﬁ’%.

Généralisant la définition (2.4), on pose pour toute distribution d invariante sur Ls € yul
associée a une fonction ey

(2.6) Ind-p2(d)(f) = / JR(Z, fea(Z)dZ,

Tu(ls)

pour toute f € C°(h(F)).

PROPOSITION 2.1. - Pour toute fonction f € C(h(F)), ona

JeX. =Y Ind-p(If7(X.))(f).
L(sE[:NIQé (M,;)

Preuve. — Nous allons relier les distributions Jﬁ aux intégrales orbitales pondérées sur H
définies au paragraphe précédent. Nous pourrons ensuite appliquer les résultats de Waldspurger.
Par linéarité, on peut et on va supposer que g € G(F'). Tout revient a relier les poids vﬁ (zg), pour
x € H(F), a des poids sur le groupe H. Cela est possible grace a des résultats d’ Arthur (cf. [3]
lemme 8.3 p. 264). Mais comme nous sommes dans une situation 1égerement plus générale, nous
allons revoir les techniques d’ Arthur.

Soit z € H(F'). Le poids vﬁ (xg) est obtenu a partir de la (Mg, M)-famille définie pour tout
P c PMa (M) et \ € iaj, par

2.7) vE (N, zg) = exp(—\(Hqy (29))),

ou Qp € PG(M) est défini a la ligne (1.1) du §1.3.
On introduit alors les (G, M)-familles suivantes définies pour P’ € PS(M) et A € ia}, par

2.8) vpr (A, 6,2) = exp(—A(Hp; (x))),
et
2.9) up: (X, ,9) = exp(—A(Hp: (kp;(2)g))),
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ol kp,(z) est un élément de K H tel que zk P (x)~! appartienne a P{. La ligne (2.7) peut alors
s’écrire

(2.10) Ug(/\,xg) =vQp (A, 0,2) uqp (A, z,9).

En utilisant la formule pour le produit de deux (Mg, M)-familles (cf. [1] lemme 6.3), nous
obtenons que

2.11) vmEg) = > ()5 (6,2) (u?) g (,0),
ReFAMQ (M)

ol I’on note vQ (6, x) et uR(z, g) les (Mq, M)-familles déduites des (G, M)-familles définies
aux lignes (2.8) et (2.9). Conformément aux notations du §1.6, le complexe (u®Q)g (x,g) est
associé a la (Mq, M)-famille u@(x,g) et au sous-espace parabolique R € FMe(M). On

N

remarquera qu’il est invariant par translation & gauche de la variable x par un élément de
Qr(F) (ot comme d’habitude Qr est le groupe associé a ’espace tordu Qgr). Considérons
un instant R, € 7™ (M) et posons provisoirement S = Rs. Ecrivons x = msngngks suivant
la décomposition

H(F)= Mg(F)Ns(F)Ngs(F)K*".
On vérifie que
(v9) 1y (6,2) = VM= (8,m5)
et

(uQ) g (2,9) = (uQ)% (ks ).

D’apres une variante de [3] lemme 8.3, on a

M . _
UI\I\;IIR((S’mS) = {UMf(mS) S% Apfg = OMR -
0 sinon.

Maintenant S est un élément quelconque de F@%(Ms) ; on pose

() 5w 9) = > (1¥) g (2,9

{RG]'—MQ (M); Rs=S, aMR:aMS}

On a alors

(2.12) vﬁ(xg) = Z v}’\\/[ﬂs (mg) (uQ)/S(ks,g).
SEFQs (Ms)

On en déduit a I’aide d’un changement de variables standard que

(2.13) Je(X. )= D (X, fsg),
SEFRs (Ms)

ou I’on a posé, pour tout Y € mg(F)
(2.14) fsqg(Y)= / / FAdEY (Y + N)) (u®) 'y (k, g) AN dk.
KHng; (F)+ns(F)
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On vérifie que fg, = f5.. On en déduit A I'aide des lignes (2.13) et (2.3) que

M) = > T (X Tsa)
SEFQs (Ms)

_ Z Z Ind—pﬁs (f]\Lfé(Xw))(fS,g)

SEFRs (Ms) Ls€LMs (Mj)
= X So Ind-pte (07 (X)) (fs)-
LoeL™Qs (My) SEF?S (Ls)

D’apres I’égalité (2.13), pour toute distribution d localement intégrable et invariante sur L, nous
avons

Y Ind-p}’(d)(fs,) =Ind-pR(d)(f),
SEFQs (Ls)

ot L € LG (M) est I’élément qui correspond a Ls (cf. 1. (2.5)). D’oti le lemme. 0O

COROLLAIRE 2.2. — Il existe une fonction
I T (mg) X Breg(F) — C

localement constante telle que pour toute fonction f € C°(h(F)),

JE(X, f) = / 1D%(2)| 2 F(2)i(X, Z) dz.

b(F)
De plus,
mx.z)= Y S wewee
Lsec™@s (My) LneLts
S w@, )| 3 v (zg)iks (X, (Adx)Z).
TeTen(L1) {z€T(F)\H(F); (Adz)Zet(F)}

Preuve. — Soit Ls € L5 (Ms). En utilisant la proposition 2.1, la définition de la ligne (2.6)
et de la mesure sur I'(ls), on voit qu’il suffit de prouver que la distribution d définie par

a(f) = / 82, )ik (X, 7)dz
«(F)

1/2

:/ / |D"(2)] " f(Adz™") Z) v (zg)ik; (X, Z) dx dZ
¢(F) T(F)\H(F)

est égale a celle définie par
feo [ DY@ 1262z,
(F)

avec

e(Z) = > v (zg)ivs (X, (Adz)Z).
{z€T(F)\G(F); (Adz)Zet(F)}
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Cela se déduit de la preuve du lemme V.7 de [28]. O

2.5. Dans ce paragraphe, on se place sous les hypotheses du paragraphe précédent. Pour tous
sous-groupes de Lévi Lg et L; € L, on pose

(2.15) Trang (Lo, L1) = {w € Wy \W¢;wLow™ C L1 }.

Pour w € Trang (Lo, L1) et L I’élément de ’ensemble (2.5) tel que Ls = L1, on pose
LY=w 'Lw;

cela définit un élément de £E. Si de plus L; € £LM<5, on pose
Q" =w"'Qu;

¢’est un élément de FG.

PROPOSITION 2.3.— Soient Lo € L, Z € Iy on(F) et z € H(F). Pour tout X € T'gr(ms),
ona

i (X, (Adz71)Z) = Z Z o, (29)it, (X, (Adw)Z).

LseLMq.s (Ms)wETrang (Lo,Ls)

En particulier, la fonction Z +— 318[()(, (Ad2z71)Z) ne dépend que de I'image de Z dans
T en(lo).

Preuve. — L’expression donnée par le corollaire 2.2 s’écrit aprés un changement de variable

(2.16)
M (Adzz) = Y ST e Y (WL, )|
L‘;eLMQé(Ml;)L16£L5 TeTen(Ly)
Z vI(? (a:zg)iﬁjo (X,(Ad2)Z).

{weT(F)\H (F); (Adz)Zet(F)}

Soit L; € £ qui a une contribution non nulle 4 la somme ci-dessus. Dans ce cas, il
existe T' € Toy(Ly) et x € T(F)\H(F) tels que (Adz)Z € t(F). On en déduit 1’égalité de

tores #Tzx~1 = T puis, en prenant les sous-tores déployés maximaux, Iégalité zAy,z~ ! =

Ap, et donc wLoz~! = Ly. Comme Ay, C Apn, on voit que o~ 'Aynx est un sous-
tore (déployé maximal) de Lo donc il est Lg(F')-conjugué a AM({{. Par conséquent, x €
Normpg (A M )Lo(F'). Dans I’expression (2.16) ci-dessus, on peut donc remplacer la somme

sur Ly € £ par la somme sur n; Lon; * lorsque n; parcourt

(2.17) {n1 € Normp () (Mg") / stabyorm ; py (ar2t) (Lo) [ n1Lony * C Ls ).

Fixons n1 € Norm (g (M(fl ) tel que L1 =nyq Lonfl soit inclus dans Ls. On peut alors prendre
(2.18) Ton(L1) = {nmiTni"; T € Tan(Lo) }.

Dans I’expression (2.16), on peut restreindre la somme sur 7Zg(L;) aux tores qui sont
H(F)-conjugués a Tyz. Considérons le systéme suivant de représentants des classes de
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Lo(F)-conjugaison des tores de Lo qui sont H (F')-conjugués a Ty
(2.19) Z]](Lo, Tz) = {nTZn_l; n e Lo(F)\ NormH(F) (Lo)/ NormH(F) (Tz) }

Dans (2.16), on restreint la troisieme somme aux 1’ € nﬂ;u(LO,Tz)nfl. Un tel tore s’écrit
T =ninTz(nin)~" avec n € Normy (g (Lo) et on a les égalités

(2.20) {z e T(F)\H(F);(Adz)Z € t(F)} = W(H,T)nyn =ninW (H,Ty).

WE | = |Wo| et |W(H,T)| = |W(H,Tyz)|, on obtient

Ainsi, en tenant compte des égalités

@2) R (Ad=N2) = S W wE T S S W (Lo )|
Lsec™@s (M) non
Z ”1(? (nlmczg)%fvfé (X, (Adnnz)Z2),
zeW (H,Tz)

ou la somme sur n; est prise sur I’ensemble (2.17) et celle sur n est prise sur I’ensemble des
doubles classes Lo(F')\ Normg(py(Lo)/ Normg gy (Tz). Ce dernier ensemble s’identifie au
quotient de W (L) par W (H,Tz)/W (Ly,Tz). En tenant compte des bijections naturelles

Norm g () (MOH)/StabNormH<F)(MoH)(L0) ~ [W({{/WOLO} /s‘c:’;mbw(f,/WOL0 (Lo),

et

WH (Lg) ~ stab Ly)

wet ywiko (

nous voyons que dans (2.21), les trois derniéres sommes se fondent en une seule de sorte que
JAQ/I o (X (Ad271)Z) est égale 2

(2.22) Z ‘WJ‘”HWOL‘SFI Z vg(nlzg)%ﬁs (X, (Adny)2).

Lser™Rs (Mj) {nieWH /W0 niLon] 'CLs}

Soient Ls € £M@s (Mj) et w € Trang (Lo, Ls). D’aprés le lemme suivant, on a

vp (wzg) = vik (29)-

Cela donne la premiere assertion du lemme. Quant a la seconde, c’est une conséquence
immédiate du fait que la fonction z — vgw (zg) est invariante par translation & gauche par un
élément de Lo(F). O

LEMME 2.4. - Soient Ls € L5 (M) et w € Trang (Lo, Ls). On a

vg (wg) = vk (9)

pour tout g € C[G(F)].

Preuve. — Par linéarité, on peut supposer que g € G(F'). Le nombre complexe vl(?(wg) est

obtenu 2 partir de la (Mq, L)-famille v9Q définie par

vg (A, wg) = exp(—A(Hqg (wg)))
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pour R € PMa(L) et A € iaj. Ecrivons wg = Ink d’aprés la décomposition d’Iwasawa
G(F) = L(F)Ng, (F)K°

ot K est le sous-groupe compact maximal fixé de G(F). Par définition, on a

(2.22) Hqg (wg) = Hi(1).

Fixons un représentant, encore noté w, de w dans Norm g () (M. Rappelons que M{T = M; s

avec M; € LM. Par conséquent, w est aussi un élément de Norme g (M (F)). A ce titre, il
appartient 2 M, (F)K® donc a2 L(F)K : on pose w = 1 k1 avec des notations évidentes. On a
donc

g= (ki "7 k) (By Mnks ) (KK

et les facteurs entre parenthéses appartiennent respectivement & w~! Lw, w™'Ng,w et K. Par
conséquent, avec Q% = w ' Qrw et R¥ = w™'Ruw, on obtient

w.Hqu (9) = w.Hyw (k15 1ky)
= He (1)
= Hqyp (wg) — Hi(l),

et

vg(/\,wg) =exp(—A(HL(l1))) x vgz (w™'\g).
On vérifie que

IR (A) =02 (w™LN).

Finalement, on a I’égalité valable pour tout A € iag,

(V)12 (N) = exp(~A(HL(h))) x (0Q7) a2 (w™h.N)
et le lemme s’obtient pour A=0. O
2.6. Propriété de finitude de Howe

On conserve les notations des paragraphes précédents. On définit I’ensemble C des triplets

(X,M, Q) € T (ms) x LS(M;) x FE(M)

tels que Ang = Apz, . Une partie C de C est dite H -compacte s’il existe un compact C' de h(F’) tel
que pour tout (X, M, Q) € Cilexiste h € H(F') tel que Ad(h)X € C. On note C[C] le C-espace
vectoriel de base C et C2°(h(F'))* le dual algébrique de C2° (h(F')). Soit J I’application linéaire

J:C[C) — C=(h(F))"
définie sur la base canonique par
J((X.M, Q) = Ji (X, ).

Si 7 est un sous-groupe ouvert compact de h(F'), on note i* : C°(h(F))* — C(h(F)/r)* la
transposée de I’injection naturelle de C2°(h(F')/r) dans C2°(h(F)).
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PROPOSITION 2.5. — Soient 1 un sous-groupe ouvert compact de §(F) et C C C une partie

H-compacte. Alors I'image de C[C] par I’application linéaire i} o J est de dimension finie.

Preuve. —On fixe un couple (M, Q) € £&(M;) x F&(M). On considére une partie C
H-compacte dont tous les éléments sont de la forme (X, M, Q) pour X € I'z7(ms). Nous allons
prouver la proposition pour une telle partie : le cas général s’en déduit immédiatement. Par la
projection sur la premiére composante, on confond C avec une partie de "7 (m;s). Fixons 7 (Mj)
un systéme (fini) de représentants des classes de M (F')-conjugaisons des sous-tores maximaux
de Ms. Pour T € T (Mj), les intersections t(F") N C sont toutes relativement compactes puisque
C’ est H-compact. On en déduit qu’il existe un compact C’ C ms(F) tel que toute classe X € C
rencontre C’. La théorie de Bruhat-Tits associe au sommet de 1’immeuble de H dont K est
le fixateur un groupe Hp lisse sur I'anneau O des entiers de F' tel que Hp xop F' = H et
Ho(O) = K. On note hp son algebre de Lie et £ ’image naturelle de ho(O) dans b(F).
Remarquons que €7 est un O-réseau de h(F') stable par ’action adjointe de K. Notons o une
uniformisante de O et fixons un entier n suffisamment grand pour que w”¢ C r. Il suffit de

voir que ’image de (C[CN] par i, ,,n o J estde dimension finie. D’apres la ligne (2.13), on a

Je(X, )= Y IyE(X, fsg)-
SeFQs (Ms)

I1 résulte de la définition de fg, (cf. 1. (2.14)) et du fait que @™t est invariant par I’action
adjointe par K que fg, € C®(ms(F)/(ms(F) N w"tf)). La proposition résulte alors
immédiatement de la propriété de finitude de Howe pour les intégrales orbitales pondérées
usuelles (cf. [28] proposition IV.1) O

Soit j la fonction définie sur C x b, (F) telle que pour toute fonction f € C°(h(F)) et tout
(X, M, Q) €C onait

M) (F) = [ D@ 125X M.Q),2) az
h(F)

On déduit de la proposition précédente le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.6. — Soient r un compact de h(F) et C C C une partie H-compacte. Alors la
famille indexée par Z € v NYyeg (F) des fonctions j(., Z) engendre un sous-espace de dimension

finie de I’espace des fonctions sur C.

3. Une propriété des (G, M )-familles

3.1. Dans toute cette partie, le corps de base F’ est local non-archimédien de caractéristique
nulle. On considere G un espace tordu réductif connexe défini sur F'. On reprend les notations
de la section 1. On fixe un sous-groupe de Lévi M € £L&. On note T' I’ensemble des
(G,M)-familles : c’est naturellement un C-espace vectoriel. On note ® le sous-C-espace de I"
formé des (G, M)-familles v(g) pour g € C[G(F)] (cf. §1.7). Pour ¢ € C°(G(F)), on définit
une (G, M)-famille notée v(y) par

op(Ag) = / exp(—A(Hp())) () d,
G(F)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



70 P.-H. CHAUDOUARD

pour tous P € PG (M) et \ € app c- On vérifie que v(p) € ®. Nous conviendrons d’appeler
(G, M)-famille pondérale tout élément de P.

DEFINITION 3.1.— Nous dirons que deux (G, M)-familles ¢ et d sont équivalentes si, pour
tout P € P(M), les dérivées d’ordre inférieur ou égal a dim(ay) de la fonction cp — dp sont
nulles en 0 ; nous emploierons aussi 1’expression «la fonction cp — dp s’annule en 0 a 1’ordre
dim(aﬁ,[) + 1».

La pertinence de cette notion repose sur la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2.— Soient ¢ et d deux (G,M)-familles équivalentes. Alors pour tout
LeL(M) ettout Q € F(L)

Q_ ;Q
e =dyf.

Preuve. — C’est une conséquence évidente des définitions (cf. également 1’égalité (6.5) p. 37
de[1]). O

Le but de cette partie est d’établir le théoréme suivant.
THEOREME 3.3. — Toute (G, M)-famille est équivalente a une (G, M)-famille pondérale.

Ce théoréme m’a été communiqué par Waldspurger dans le cas de (G, M )-familles associées
a un groupe G déployé. Dans la suite, en exploitant des résultats de Casselman (cf. [15]), on
reprend la démonstration de Waldspurger en I’étendant a tous les espaces tordus réductifs. C’est
I’objet des paragraphes 3.2 a 3.11. Je suis particulierement reconnaissant a Waldspurger de
m’avoir permis de reprendre ici ses arguments. Finalement, on montre au §3.11 comment déduire
le théoreme 3.3 du cas des (G, M )-familles.

3.2. On fixe désormais un groupe G réductif connexe sur F' ainsi qu’un sous-groupe
parabolique P de G et M un facteur de Lévi de P. Tous les groupes considérés seront définis
sur F'. On fixe aussi un sous-groupe parabolique minimal Py de G tel que Py C P. On pose
My = Mp,. On distingue alors les sous-groupes paraboliques standard, i.e. ceux qui contiennent
Py, et les sous-groupes de Lévi standard, i.e. les éléments de £ (My) qui sont des sous-groupes
de Lévi de sous-groupes paraboliques standard.

On précise les notations du §1.4 de la fagon suivante : pour tout sous-groupe de Lévi L de G
et tout sous-groupe H de G normalisé par L, on note $(H, L), resp. ©"4(H, L), I’ensemble des
racines de Ay, dans H, resp. des racines indivisibles de Ay, dans H. Pour alléger les notations, on
pose ¥ = X(G, M), =t = X(Py, My), ¥~ = X( Py, My) ot Py est le sous-groupe parabolique
opposé a4 Py. On a ¥ = X* U X~ Usuellement, pour « € ¥, on écrit a > 0, resp. a < 0, si
a € X7, resp. 7. On ajoute nd en exposant pour signifier qu’il faut prendre I’intersection avec
¥2d(G, My). On pose Ag = Ay, .

Si L est un sous-groupe de Lévi standard, il existe un unique @) € P(L) standard. On pose
Ap=Aget Z’id’Jr =¥ (Ng, L). Pour le groupe L muni du sous-groupe parabolique minimal
L N Py, on dispose d’ensembles analogues, que I’on note de la méme fagon en ajoutant L en
exposant, par ex. X1t = N(L N Py, My).

On définit pour tout Q € F un élément pg = pf3 € aj,,, par

2pq = Z Q.

a€X(Q,Mo)
On pose py = pp, et pF = pﬁmpo pour tout L € L.
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On note .4 I’appartement associé au tore déployé maximal A, dans I’'immeuble de Bruhat-Tits
de G et z( le sommet spécial de A dont K est le fixateur (cf. §1.7). Considérons C la chambre
vectorielle définie par

C={z e Aa(x—x0)>0pourtout € LT }.

11 existe une unique chambre C' de A incluse dans C qui admette zp comme sommet. On note [
le sous-groupe d’Iwahori de G(F') défini comme le stabilisateur de tout point intérieur de C. On
a alors I'inclusion Py(F') N K C I. Dans la suite, on normalise la mesure de Haar sur G par

mes([) =1.
3.3. Quelques rappels

On notera Wag le groupe Norme(py(Mo(F))/(K N Mo(F')). Ce groupe est isomorphe au
produit semi-direct (Mo (F)/(K N My(F))) x W& si I’on identifie W$ au groupe quotient
Normg (Mo (F'))/(K N My(F)). Par la suite, on fera I’abus suivant : on confondra un élément
de W§ et un élément de Norm g (M (F)) qui le représente.

De fagon usuelle, on associe a tout & € Ag un élément s,, € W§. Tout w € W' admet une
décomposition

3.1 W= 54, .--Sa;,

avec a; € Ag pour tout 1 < j </ telle que [ soit minimale. On appelle décomposition réduite de
w toute telle décomposition. On note [(w) I'entier ! : ¢’est par définition la longueur de w. On
munit WOG de I’ordre de Bruhat : pour w’, w € WOG ,onaw’ < w si et seulement si w admet une
décomposition minimale (3.1) telle que w’ = Say, -+~ Say, » AVEC 1<j1 <+ <jg <. Onécrit
w’ < w si, de plus, w' # w.

On note H I’algébre de Hecke-Iwahori, i.e. la sous-algébre de convolution de C°(G(F))
formée des fonctions bi-invariantes par I. On utilisera librement les faits connus sur la structure
de cette algebre (cf. par ex. [14] théoreme 3.6). Pour tout w € W,g, la fonction caractéristique
de IwI est un élément de H que I’on notera T3,.

Pour tout w € Wy, on définit un entier ¢(w) par

q(w) = [Twl/I].
A tout o € 274+ on associe, comme Casselman ([15] p- 390), un entier naturel non nul ¢, et
un rationnel g, /2 (Mais ¢nqq /2 €st un entier naturel non nul). Ces nombres ne dépendent que de
Iorbite de v sous W§*. Posons pour tout w € W§*

(3.2) 2y =w(ET) nEndt,

Nous avons la relation bien connue (cf. par ex. [14] §3.5) : pour tout w € VVOG alors

(3.3) gw)= ] datase-

Q€

Pour tout o € Ay, on définit un réel t, > 0 par

(3.4) tapo(a”) = —n(q, 4 °az").

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



72 P.-H. CHAUDOUARD

Pour tout 8 € ¥74, il existe w € WOG tel que « =w™'3 € Ag : on pose alors tg = t,. Cest
cohérent car on vérifie que t,, ne dépend que de I’orbite de o sous W§.

3.4. Représentations induites

Pour tout sous-groupe parabolique standard @) de G et tout \ € a}"wQ c» on consideére I’espace
Io(X) formé des fonctions complexes f sur G, invariantes a droite par un sous-groupe ouvert
compact et qui vérifient pour tous m € Mg (F), n € No(F') et g€ G(F)

f(mng) = exp((A+ pq) (Hny (m))) f(9)-

On note r I’action (a gauche) de G sur I () par translation a droite et on en déduit une action
notée encore r de I’algébre de convolution C2°(G(F)) sur Ig(A). Sur Ig(A) x Ig(—A), nous
avons un accouplement (.|.) défini pour tout (fx, f-x) € Io(X) x Ig(—A) par

(Falf-x) = /fx(k)f_x(k:) dk.
K

Pour cet accouplement, nous avons la relation d’adjonction : pour tout couple (fy, f—») comme
précédemment et tout ¢ € C°(G(F))

(3.5) (r(@) falf=x) = (Alr(@) f-r),

oll ¢ est défini pour tout g € G(F) par ¢(g) = (g7 1).

Pour tout sous-groupe H de G(F), on note Io(\) le sous-espace de Ig(\) formé des
éléments H-invariants. L’espace I(\)¥ est engendré par la fonction Eg , définie pour tout
g€ G(F) par

Eqa(g) =exp((A+pq) (Hq(9)))-

Pour tout w € W, on définit la fonction ef , comme I'unique fonction de I ()’ a support
dans Q(F)wl et telle que e, ,(w) = 1. En fait, cette fonction ne dépend que de la classe

Wéw ?w. L’espace Ig(A)! estalors muni de la base (€6.1)> ol w parcourt un systeme quelconque

< M
de représentants de W, IQ\WOG . De plus, pour tous w; et wo dans WOG ,ona

Z g(w), siwy € Wy %wy;
(36) <65}/\|65?_)\ = wEWéqul
0, sinon.

3.5. Lien avec les (G, M )-familles

Définissons les ensembles
_ G, L M
Vi = {w € W§; w est de longueur minimale dans wWy" }

et
Vip = {we W wA) C Ao}

LEMME 3.4. - Les assertions suivantes sont vraies :
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(1) Vs est un systeme de représentants du quotient WOG / Wéw ;

(i) Vi; CVars

(iii) pour tous w € Vay et v e WM, si w=s;. - Si(w) €LV =8 ... sg(v) sont des décom-

positions réduites alors sy . .. Si(1)5] - . - sg(v) est une décomposition réduite de wv ;

(iv) pour tous w € Vs et w' € wWM, onaw < w'.

Preuve. — Les assertions (i) et (ii) sont des conséquences de [10] proposition 3.9 (i) et (ii).
Si I’assertion (iii) était en défaut, nous aurions par la «condition d’échange» des groupes
de Coxeter ([13] chap. IV n. 1.5) des entiers j et k, 1 < j < l(w) et 1 < k < I(v) tels que
Sj e S1(w)S1 -+ Sp_1 = Sjt1 -+ Si(w)S] - - - 53 L'élément

7 2
W =381...85---S(w)>

ou le chapeau désigne un élément omis, est tel que w” € wW¥ et w” < w; en particulier
l(w”) < l(w) ce qui n’est pas. Enfin, I'assertion (iv) est une conséquence évidente de
I’assertion (iii). O

Pour tout w € Vj;, on définit les sous-groupes paraboliques ,Q = wMw ™ Py et ,P =
w1, Qw. Le premier est standard et le second permet de définir une bijection w +— ,, P de
Vi sur P(M).

Le lemme suivant est notre point de départ pour construire des (G, M )-familles pondérales.

LEMME 3.5. - Soit ¢ € H. Pour tous w € Vy, et \ € ay; ¢, posons

VfP (A) = Q(w)il <EwQ7_U)>\—pr |7‘(<p)e:fQ,w)\+pr >
Alors la famille (V) pep(ary est une (G, M)-famille pondérale.
Preuve. — Soit w € V. La relation d’adjonction (3.5) donne 1’égalité
<EwawA*PwQ ’r<¢)efQ,wk+pr> = <T(¢)EwQ’7w>\7PwQ ‘equ,wk+pr >
La fonction r(@)E, g —wr—p,, appartient & I q(—wX — p,q)’. En I’écrivant dans la base
(eZQﬁwAfpr ), ol w décrit W{;”wal \W(?, et en utilisant les relations (3.6), on montre que
(@) E.a-wr—p,alelurtp,e) = 1) (FA)E,0-wr—p,q) (W),

ou gy = Zuew({w q(u). Par définition de r, nous avons

(r(gb)EwQ’,wA,pr)(w): / exp(—w)\(HwQ(wa?)))¢(:E)das.
a(r)

Mais il résulte de la définition de ,,Q que

wA(H,g(wz)) =A(w™'H, o(wz)) =A(H, p(z)).

w

Maintenant, il est clair que

e =v,p(qup)

w

d’ou le lemme. O
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3.6. Vecteurs fixes par un sous-groupe parahorique

Pour tous w € V) et u € af) ¢, on définit

e“’WoM_ oWy
Po,u 2: Po,pu:

ueWM

M
La famille (elu;m Jwev,, est une base du sous-espace Ip,()” des vecteurs invariants par le
sous-groupe parahorique J = IWM I. L’élément T, € H, défini par

Ty = Z T'ua

ueWM

vérifie les égalités T, = mes(J) Ty (avec mes(J) = > oy q(u)) et Tay Ty, = q(u)Tas pour
9]

tout u € WM. Lopérateur r(Ty) sur Ip, (i) est, & une homothétie prés, un projecteur sur

Ip, (1)’ . On vérifie que r(T,)ep, , = e}:# pour tout v € W, et ’on en déduit que pour tout

w € Vi ettoutv € WM,

M
wWy

3.7 r(Ta)ep,,, =awlep, ;-

On définit une forme linéaire ¥ sur tout espace Ip, (1) par

(3.8) V()= (Epy,—ulf)

pour tout f € Ip, (). On peut alors énoncer le lemme suivant.

LEMME 3.6. — Avec les notations du lemme 3.5, on a

v _ -1 wWM
() =a) (@ ).

Preuve. — Oublions pour I'instant les notations du lemme. Considérons un sous-groupe
parabolique standard Q) et A € a*MQ)C. L’espace Ig(A) est naturellement un sous-G-module de

Ip,(\ — pM<) et pour tout w € W

w o uw
QA= Z € Py A—pMa-
Mo
ueW,
. - Mg ..
Soit w € V}; ; supposons que M = w~ ! Mgw. Comme wW! = W, “w, il vient

- wWOM
QAT Py, A—pMQ

et donc pour tout p € H

w _ wW(fVI
T(‘P>6Q,/\ = T(@)epw\_pMQ .

Comme les fonctions Eq,—x et Ep, | wq valentidentiquement 1 sur K, on déduit de la ligne
précédente que

WM
<EQ,—>\ ‘T(¢)657/\> = W(T((p)epr/;_pMQ )
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Revenons aux notations du lemme : pour conclure, il suffit maintenant de remplacer dans la ligne
ci-dessus @) par ,@ et A par wA+p, . O

3.7. Opérateurs d’entrelacement

Pour o € ¥4+ et k € Z, considérons les hyperplans de ag.c

Hg,k ={peajc; tap(a”) =2kmi}.
Posons

% 0
Q=a5c— U H, -
acXrd,+ keZ

Tout 1 € ag ¢ définit un caractere non ramifié x de Mo (F) ainsi :

Vo € Mo(F), x(z)=exp(u(Ho(z))).

Pour ;1 € €, le caractere y est régulier i.e. le seul élément w de W qui vérifie wy = x est
w = 1. Tl est bien connu (cf. [15] théoréme 3.1) que pour x € Q et pour tout w € W, il existe
un unique opérateur d’entrelacement

J(wa :u’) :Ip, (:u’) — Ip, (wu)

qui vérifie pour tout p € €2

(3.9) j(w,,LL)EPO,#{ 1T ca(u)}Epo,wu.

aezw_l

On a introduit pour tout o € ¥4, 1a fonction donnée pour y € ag ¢ par

(1—q, )3 0 exp(—tap(@¥)) (1 +q, 37 exp(—tap(a)))
1 — exp(—2tapu(aY)) '

(3.10) calp) =
Pour ne pas alourdir les notations par des puissances négatives, nous posons simplement

(3.11) ba (1) = calp) .

Les singularités de la fonction b, se trouvent sur les hyperplans suivants, k € Z :

- Hf ={pe€ajc; tap(a”) = 1n(q;/12/2q;1) + 2kmi}

~ Hyp={n€ajc; tap(a¥) =In(q, ") + i+ 2kmi}.

On déduit de ce qui précede que pour tout w € WOG et 1 dans I’ouvert

Qu=0- |J HI

a,k?
kEZ, OéEEw71

il existe un unique opérateur d’entrelacement
J(w, 1) : Ip, () — Ip, (wp),
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tel que

J(U) M)EPO [ EPO’MH

On déduit de notre normalisation les propriétés suivantes (pour x dans un ouvert adéquat) :
— pour tous wy,ws € WOG

(3.12) J(wiwa, 1) = J (w1, wap)J (wa, p) ;

— pour tout w € W et tout couple (f1, fo) € Ip,(—wp) x Ip, (1),

(3.13) (fi] J(w,p) fa) = (J(w™ ", —w™ ) 1l f2) 5

— en particulier, pour tous w € W et f € Ip, (p),

(3.14) ‘D(J(w,u)f):lll(f).
3.8. Action des opérateurs d’entrelacement sur quelques vecteurs

Dans ce paragraphe, les calculs qui suivent valent pour . dans un certain ouvert de af; - qu’on
ne précisera qu’ultérieurement. On déduit de résultats de Casselman (théoreme 3.1 et lemme 3.4
de [15]), que pour w € WOG et tout o € A tel que I(sqw) =I(w) + 1,0na

(3.15) I (S0, )€B, 10 = (atas2) Da(ples’s 4+ (1=bal(p)eR, .,

En raisonnant par récurrence sur la longueur de w, on obtient des coefficients complexes
b(w,w’, p), nuls si w’ £ w et tels que

(3.16) J(w,p)ep, o= D blw,w', p)ef ..

w!' <w
En utilisant le fait que pour tous w € WOG ,

(3.17) ba@UM)::bwfla(M%
on vérifie que

b(w,w, u) = q(w H ba(

a€¥ 1

Remplagons 1 par w1 dans (3.16) et posons b’ (w,w’, 1) = b(w,w’,w~ ). Fixons mainte-
nant I’ouvert auquel appartient x4 : on prend

o=0- |J HY,.

k€Z, aexnd,+

Pour tout w € WOG , laligne (3.16) se récrit sous la forme suivante

(3.18) J(w,w™ p)ep, w1, Zb’ww,ue}’p’ou

w!' <w
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Supposons de plus que w € V). Appliquons 1’opérateur (Tas) a la ligne (3.18). En utilisant
I’égalité (3.7) du §3.6, nous obtenons que

1 WOM
J(uuw M)ePO w1y
—y ww M y / w' W
=b'(w,w,plep, ) + E Z (w,w'u, p)q(u) Jep, ° -
w' €V, w' <w ueWéW, w/u<w

Nous avons la un systeme triangulaire d’équations linéaires qui est inversible puisque les
coefficients diagonaux

b (w,w, p) = 1r[b_
a€Xy

ne s’annulent pas sur §2'. Par inversion de ce systtme, nous en déduisons que, pour tous
w,w’ € Vi, il existe des coefficients cps (w,w’, ), nuls sauf si w’ < w, tels que

3.19) epr(w,w, ) H C_q
aEXy

et pour tout w € Vs

-1 wWM _1 wM
(3.20) q(w) €py s = Z cM(w,wl,u)J(wl,w1 u)epo(iwl,lu.
w1 €Var, w1 <w
3.9. Dans toute la suite, on note v 1’élément de plus grande longueur de W4,

LEMME 3.7.— Pour tout A € a}; ¢, ona

W}\l
€ Py A ph = mes(J)J( A+p )epo AppM -

Preuve. —Pour A € aj; ¢, I'opérateur d’entrelacement .J (VM X + pM) est défini par une
intégrale absolument convergente de la facon suivante : il existe une constante C' non nulle telle
que pour toute f € Ip, (A + p™), la fonction J(v™ X+ p™) f vauten g € G(F)

(321 C f(w"ng) dn.
No(F)NM(F)

Fixons f € Ip, (A + p™) et g € G(F). La fonction m € M (F) — f(mg) appartient & I'induite

IM g, (X + pf) (relative 2 M). Comme pour tout o € A}, on a

(0 + N(a¥) = () (") >0,
on sait que la fonction

me M(F)w— [J(v™ X+ pM) f](mg)
appartient a 1’unique sous-représentation irréductible de 137, p,(A+pp — p™) (cf. par ex. [11]
chap. X1 corollaire 2.7). On en déduit alors que .J (v, A+ p™) f appartient au sous-espace Ip ()

de Ip, (A — p™). Prenons maintenant f = 6}30 Ay pu - La fonction J (VM X + pM) f appartient a
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Ip(M\)! et on vérifie facilement sur 1’expression (3.21) que son support est inclus dans P(F)I.
1

Par conséquent, J (v, A+ p™M) f est colinéaire 2 la fonction e},, = e;:”jv)_ - Il reste a évaluer
le coefficient de proportionnalité. Pour cela, on applique la forme linéaire ¥ (cf. 1. (3.8) du §3.6).
On obtient

— d’une part, a I’aide de la propriété (3.14),

\I}(J(UM,A+pM)€1PO’>\+pAl) = \Il(elF,O’/\erM) =1;
— d’autre part,
Ulepy) = Z q(w) =mes(J). O
wEWOM

LEMME 3.8. - Soient f une fonction holomorphe sur aj ¢ et n, k des entiers naturels. Pour

toute famille ({in,)1<h<n de points py, € af ¢, il existe une fonction holomorphe f sur aj ¢ et un
élément o € 'H de sorte que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

— pour tout p € ag ¢, on a l’égalité r(ap)e}gwl = f(,u)e}pg’# ;
— pour tout h, 1 < h <n, la fonction f — f s’annule en py a l'ordre k.
Preuve. — Soient m € My (F) et T,,, € H associé a’image de m dans le quotient My (F") /(KN

My(F)) (cf. §3.3). Si m vérifie de plus a(Hp(m)) < 0 pour tout & € 3, on montre sans diffi-
culté que

r(Tin)ek, . = exp(u(Ho(m)))ek,
pour tout y € ag ¢ Mais T}, est inversible dans . On en déduit que tout élément de la sous-
algebre de H engendrée par de tels T, et leurs inverses agit sur 6}30, ., par multiplication par f (1)

ol f est une combinaison linéaire de fonctions

o exp(p(X))

ol X parcourt le réseau Ho(Mo(F)) de ag . On peut alors approximer en un nombre fini de
points n’importe quelle fonction holomorphe par une telle fonction f . O

Rappelons qu’au lemme 3.5, nous avions défini, pour tout w € Vj, et tout ¢ € H, une fonction

holomorphe v¥ , sur @} . Posons d = dim(af}).

LEMME 3.9.— Soient w € Vy; et f une fonction sur ag ¢ holomorphe au voisinage de
p.,p + pM. Il existe p € H tel que
(i) pour tout w' € V{;, w & w', la fonction ¥, , s’annule en 0 & U'ordre d ;

wa_l)

(i) la fonction A € a}y; ¢ — cm (w, w, WA+ p,0—p est holomorphe au voisinage

de 0 et la fonction

w

A€ @ir 17 p(N) — mes(T)eas (w,w,wh + pq — p" ) f (A4 p i+ o)

s’annule en 0 a I’ordre d.
Preuve. — Soient w € VJ, et f comme dans I’énoncé du lemme. Soient % un entier et f’ une
fonction holomorphe sur ag - qui s’annule a I'ordre k en tout point v~ Lpg pour v € WE — {w}
et telle que la fonction f — f’ s’annule a ’ordre d en

w™po=p,p+p".

4° SERIE — TOME 40 — 2007 - N° 1



SUR LE CHANGEMENT DE BASE STABLE DES INTEGRALES ORBITALES PONDEREES 79

Soient ¢ € H et f holomorphe qui vérifient les conditions du lemme 3.8 pour la fonction f”,
I’entier k et tous les points v~ py quand v parcourt W§.

Soit w’ € Vj,;. Appliquons successivement 1’opérateur 7(p) et la forme linéaire ¥ a la
ligne (3.20). En utilisant le fait que r(¢) commute aux opérateurs d’entrelacement et la propriété
(3.14) du §3.7, on obtient I’égalité

w' WM

(322) @)@ ) = Y e e (r@)e? ).

P07w1_1u
w1 €V, wiKw’

wM
P(),’Ll)
I’égalité (3.22) dans le cas M = My en remplagant y par wfl w. Il vient, pour tout u € W§,

(3.23) q(u)_l\ll(r(go)e;mw;l#) = Z e, (U, ul,wflu)\ll(r(gp)e})mul,lw;l#)

Fixons wy € Vi, wi; < w. On aimerait expliciter W(r(p)e ,1#). Pour cela, appliquons
1

uy <u
= enr (wun, wi ) fuy wi ),
up <u
vu le lemme 3.8, notre choix de ¢ et le fait que ¥(e! )=1.

Po,u; Lt n
En utilisant les égalités (3.22) et (3.23), nous obtenonls qule

(3.24) q(w’)‘1¢f<r<s0>e?;,VZ°M>

- Z Z [ Z Q(U)CM(w/,whu)(JMo (u,ul,wflﬂ)

w1€VM, wiw' u; eWM “ueWM, ui<u
Fo—1, 1
X f(u1 w ,u).
Soit A € a}; . Afin d’appliquer la ligne précédente a

=1

pr=w'A+p, ,q—p M

nous allons vérifier que uy € Q' pour A dans un certain ouvert qui contient 0 dans son adhérence.
11 nous faut regarder pour tout o € ¥4~ les valeurs de 1’expression

(3'25) (w/)\+p ,Q _pw’Mw’_l)(a\/).

w

. . . ’ r—1
De deux choses 1’une : soit la projection de o" sur s s, —1 ¢ est nulle ; alors, v € X% Muw'™,—
et I’expression (3.25) vaut
I Afn ! —1
_pw Mw (a\/)
qui est un réel strictement positif. Dans ce cas, y n’appartient a aucun des hyperplans H? , et

H;E . pour k € Z (rappelons que ln(q;/lQ/ 2q; 1) < 0 cf. §3.3). Soit cette projection est colinéaire

a une coracine 3Y, pour e X7, ..

Par conséquent, 1, € Q' pourvu que \ soit proche de 0 et hors des hyperplans (w’\)(3Y) =0,
/8 € Ezl Mw'— 1-

En A\ =0, I'expression (3.25) vaut

’ r—1

(3.26) (pw,Q — pvMuw )(av) = (w”UMw’flpO) (av).
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Cette expression n’est donc jamais nulle. La fonction ¢, (p), est holomorphe en A = 0. Si la
projection de o SUr d, pz. 1 ¢ est nulle, by (1), comme fonction de A, est holomorphe en 0.
Si I’expression (3.26) est égale a

—1 1/2 1
(3.27) t2 (g, 575 "),
alors la projection de o sur @, pr,s -1 ¢ est un vecteur non nul colinéaire a 3 avec (3 €
an,]\}rw, 1 ; la fonction b, (1) a une singularité en A = 0 mais la fonction

(w'A)(BY)ba(1er)

est holomorphe en A = 0.
Définissons, pour des entiers naturels kg, un polyndme homogene sur aj ¢ par

FO= I @)
pesnot

pour tout A € aj, - Considérons I’expression (3.24) pour p = py et A proche de 0 et hors
des hyperplans A(ﬁv) = 0. Les fonctions entre crochets dans cette expression sont toutes des
polyndmes en les c, () et by (px). Done, dés que les entiers naturels kg sont assez grands,
ces fonctions, multipliées par le polyndme F', se prolongent en des fonctions holomorphes de
la variable )\ au voisinage de 0. Mais, en = u), le membre de gauche de 1’éq. (3.24) est
précisément 77 p(A) (cf. lemme 3.6).

Montrons maintenant I’assertion (i) du lemme. Supposons w % w’ et admettons un instant que,
pour A dans un voisinage de 0, les points

(3.28) uytwi (W A+, — p M“’/il) = uy tw  w oM (A + po)
sont tous distincts de w’lpo lorsque wy € Vg, uy etu € W(f” avec wi < w’ et up < u. Il résulte
alors des hypotheses faites en début de preuve que la fonction Fw“’ p s’annule en 0 a I’ordre k.
Par conséquent, la fonction ’y , p» dont on sait par construction qu "elle est holomorphe, s’annule
en 0 al’ordre k — deg(F). On obtient I’assertion (i) du lemme en choisissant k > d + deg(F).
Il nous reste a prouver que les points décrits a la ligne (3.28) (sous la condition qui suit)

sont bien tous distincts de w™lpp. Si tel n’était pas le cas, nous aurions 1’égalité w=! =

uy twy oM ', donc les inégalités suivantes

—1

1—1 -1
wgwul M M, 1 / / M.

=woMuw' w <woMuw T W =w
La premiere inégalité vient de 1’assertion (iv) du lemme 3.4, le seconde peut se voir a I’aide
de D’assertion (iii) du méme lemme. Par conséquent, il existerait w” < w’ et v < v™ tel que
w = w"v". En particulier, v € WM et donc w” € wWM. Alors, comme w est de longueur
minimale dans wWM, w < w” (cf. lemme 3.4 (iv)). Or, w” < w’ ; nous aurions w < w’ et cela
contredirait notre hypoth&se sur w’.

Montrons I’assertion (ii) du lemme. Posons désormais

pa=wA+p,q—pM"

Nous avons vu que uy € €’ pour A dans un voisinage de 0 et hors des hyperplans radiciels. Pour
=i, w =w et pour de tels A, la ligne (3.22) se récrit

4° SERIE — TOME 40 — 2007 —N° 1



SUR LE CHANGEMENT DE BASE STABLE DES INTEGRALES ORBITALES PONDEREES 81

(3.29) ¥2p(A) = mes(J)ear (w,w, 1) f(A+ p,,p + p™)

+ Z CM(w,wl,/J/\)‘I’(T(SO) o )

(& _
Po,wy tpia
w1 €V, wi<w

En effet, le membre de gauche est donné par le lemme 3.6. Le premier terme du membre de
droite est donné par le terme d’indice w; = w dans la somme de la ligne (3.22) : on remarque

tout d’abord que w1y = A+ p, p — p™. Le lemme 3.7 combiné aux propriétés des opérateurs
d’entrelacement (cf. 1. (3.14) en particulier) nous donne alors

WIVI
\Il(r(go)ePO",w,lw) = mes(J)\I/(T(@)@};ﬂy)\+p1up+pM).

Enfin, d’apres notre choix de ¢ (cf. lemme 3.8), nous avons
\P(T(W)e}%kﬂwﬁp’”) = f(/\ +p.p+ pM)‘I'(e}Do,prpr) = JE(/\ +p.PTt PM)-

La fonction cps(w,w, p1x), comme produit de fonctions c,(f2)), est bien holomorphe en 0. 11
résulte de (3.29) et du choix de f que deés que k est plus grand que d, I’expression
72 p(A) = mes(J)ear (w,w, ) f (A + p,p + p™)

w

est égale, a une fonction holomorphe qui s’annule en 0 a I’ordre d pres, a

S enr(wwr, ) ¥ (r(p) me ).

e _
Po,wi pa
w1 €V, w1 <w

Comme précédemment, pour k suffisamment grand, on montre que cette derniere somme
s’annule en A =0 a I’ordre d. Cela termine la démonstration. O

3.10. Reformulation du résultat précédent

Pour tout P’ € P(M), on définit I’entier [( P") comme le cardinal de I’ensemble X7 (P, M) N
(—%nd(P’, M)). On pose alors pour tout A € airc

cp () =[]A(8Y);
5

ce produit est pris sur les éléments 3 € "4 (P’ M) tels que ’hyperplan associé a 3 soit le
support du mur qui sépare les chambres de aj, ¢ associ€es a P’ et 2 un sous-groupe parabolique
P" € P(M) tel que I(P"”) =1(P’) — 1. Le lemme suivant est une reformulation du lemme
précédent.

LEMME 3.10.— Soient P; € P(M) et f une fonction holomorphe dans un voisinage de 0
dans ay; . On pose d = dim(a§;). Il existe ¢ € H de sorte que
(i) si P’ € P(M) est différent de Py et vérifie |(P') <1(P), alors la fonction v, s’annule
en0al’ordre d;
(i) la fonction v§ — cp, f s’annule en 0 a I'ordre d.

Preuve. — Soit P’ € P(M) tel que I(P') < I(Py). Il existe des éléments w’ et w de V3, tel
que P’ =,  Pet P, =,P.Siw<w,ona P’ # P et I'assertion (i) est claire pour P’, vu
I’assertion (i) du lemme 3.9. Si w < w’ alors comme (s P) < I(,,P), on en déduit que w’ = w
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et donc P’ = P;. Il nous reste & prouver I’assertion (ii). Cherchons un équivalent simple de
I’expression

(330) CMm (UJ,w,’U)A—Fp 0 _prw*l)

pour A dans un voisinage de 0 dans aj, . Les considérations qui suivent les lignes (3.26) et
(3.27) montrent que I’expression (3.30) est équivalente & une constante non nulle preés au produit

(3.31) [[Mw ™)

sur les a € ¥ tels que w'ar < 0 et

(3.32) —(vaw_lpo) (av) :t:iY 1n(q (1//2261_1)

Cette derniere égalité est équivalente a I’affirmation « wo™w ™o appartient a Ag». Celarésulte
entre autres de 1’égalit€ (3.4) du §3.3. La projection orthogonale sur a, , . _, ~ met en bijection
I’ensemble

wMw

{a; ae Yt woMwlae AO}

avec Ay pre-1- Soit a € X" tel que wo™wla € Ag. On note 3 € A asq-1 Sa projection

sur a1 c- Les équations A(w™'a¥) = 0 et A(w™'3Y) = 0 définissent le méme hyperplan.
L’élément w ! envoie la chambre de A C associée a ,, (@ sur celle de a?w,(c associée a ., P.
Par conséquent, I’hyperplan A(w~3") = 0 est le support d’un mur de cette derniére chambre.
Si, de plus, on suppose w~'a < 0 alors ce mur appartient aussi 4 une chambre associée a
P’ e P(M) tel que {(P’") =1(,P) — 1. De 1a, on montre facilement que le produit (3.31) est
égal a ¢ p. L’assertion (ii) se déduit alors de I’assertion (ii) du lemme 3.9. O

3.11. Preuve du théoréme 3.3

Nous allons tout d’abord prouver le théoréme 3.3 pour une (G, M )-famille d’un groupe G.
Rappelons qu’on a défini au §3.1 des ensembles I et ®. Pour tout entier %, on note I'* 1’ensemble
des vy € T tels que pour tout P’ € P(M), si [(P’) < k, la fonction yp/ s’annule en 0 a I’ordre
d= dim(a%) + 1. Notons que ' =T" et que pour k assez grand les éléments I'* sont tous
équivalents a 0. Par récurrence, on déduit du lemme suivant 1’inclusion

Frcd+1r*

pour tout k ce qui prouve bien le théoréme 3.3 dans le cas d’une (G, M )-famille.

LEMME 3.11. — Pour tout entier k,
Fk cd + Fk-i-l.

Preuve. — Soit vy € I'*. Considérons la famille finie (P )nem formée des P, € P(M) tel
que I(Py) = k. Soient h € H et Ry, le polyndme de degré inférieur ou égal a d qui donne le
développement de Taylor de vp, en 0 a I’ordre d sur ia},. Soit 3 une racine non divisible telle
que I’hyperplan défini par 3Y sépare la chambre associée a P, d’une chambre associée a un
sous-groupe parabolique P’ € P(M) avec I(P') < I(P;,). Comme « € T'*¥, vp, s’annule en 0 &
I’ordre d. Mais comme P}, et P’ sont adjacents, on a yp, (A\) = yp/(\) pour tout A € a}, tel que
A(BY) = 0. Par conséquent le polyndme Ry, est divisible par A(8Y) et donc par le polyndme
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cp, (défini au § 3.10). Nous en déduisons un polynéme Rj avec Rj = cp, Rj,. Appliquons le
lemme 3.102 P, = Py et f = R'h. Nous obtenons une fonction ¢y, € H. Il est alors clair que

v — Z = Flcﬂ7
heH

ce qu’il fallait démontrer. O

Etudions maintenant le cas d’une (G, M)-famille pour un espace tordu G quasi-déployé i.e.
G est de la forme G x 6 ou G est un groupe réductif connexe quasi-déployé sur F' et 6 est une
F-automorphisme de G qui fixe un épinglage (B, T, {Xa}oc A?) stable sous I’action du groupe

de Galois T (cf. [26] $II1.2). On pose G = (G?)° = G, : c’est un groupe réductif connexe
quasi-déployé sur F' et la paire (B1,T1) = (BN G1,T NGy) est une paire de Borel I'-stable de
G1.0Onpose (B, T)= (B x6,T x0).

On définit ¥(G, T') comme la partie de a’. formée des vecteurs

quand « parcourt 2(G,T) (I, est le cardinal de I'orbite de « sous I’action de #). On sait
que (G, T) est un systtme de racines. Notons (G, T)’ le sous-systéme formé des racines
indivisibles de ¥(G,T). Alors (G, T)’ s’identifie au systtme de racines X(G1,T}) (cela est
da a Steinberg, cf. [23] chap. 1 ; on trouvera aussi une démonstration dans [18]). Plus exactement,
I’espace (a7 )e s’identifie a a7, et la projection canonique

@i = (@r)o ~ap,

3.33
( ) )\ (g )\g

envoie bijectivement (G, T)’ sur (G4, 71). On peut donc identifier aussi les espaces (a$)*

et (a%)*. On montre qu’une coracine d’un élément de X(Gy,T1) est un vecteur de afi ~ aF
colinéaire a un élément de Ay, avec B’ € P& (T). On a donc une bijection naturelle P (T) —
PE1L(TY). Plus généralement (cf. [17] corollaire 1.25), on a des bijections, 1’une entre £E(T) et

L% (T) donnée par
M — My = Mg
et, I'autre, pour M € LE(T), entre PS (M) et P91 (M;p) donnée par

P — P = Piys.

En outre, 1’application (3.33) induit un isomorphisme (a$;)* ~ (ai}l )* qui envoie la chambre
associée 2 P € PS(M) sur celle associée a P; déduit de P. Il s’ensuit qu’il y a une identification
canonique entre 1’espace des (G, M)-familles et celui des (G1, M7 )-familles.

On fixe dans la suite K1 un sous-groupe compact maximal « en bonne position » par rapport a
T N G;. Partons d’une (G, M)-famille c. On en déduit une (G1, M;)-famille ¢'. D’apres ce qui
précede, celle-ci est équivalente a une (G, M7 )-famille pondérale. Il existe donc = € C[G1 (F)]
tel que pour tout P; € PE1(M;) la fonction

A€ (a(A’;}l)E > cp (N) —vp, (N, z)
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s’annule en 0 a tous les ordres inférieurs ou égaux a dim(afj1 ). Considérons la (G, M)-famille
définie par

(Upl ()‘07 x))PGPG(M)

pour A € (a$;)%. On n’a pas imposé de lien entre les sous-groupes K de G(F) et K; de G1(F).
Par conséquent, cette (G, M)-famille n’est pas a priori pondérale. On va cependant montrer
qu’elle est équivalente & une (G, M)-famille pondérale. Pour cela, il suffit de considérer le cas
ol z € G1(F). Fixons X € (a$)% et P € PS(M). On munit le groupe K; d’une mesure de
Haar et on considére I’application

Y€ Gr(F) /vp()\,yk;) dk.
K

Elle appartient a I’espace 1637'11 (—Xo — pp, )5 qui est un espace de dimension 1 engendré par la
fonction

y€G1(F)— exp(f)\g (le (y)))

Par conséquent, il existe un coefficient complexe Cp () tel que pour tout y € G (F)

(3.34) /vp(/\,yk:)dk:Cp(/\)eXp(—/\e (Hp, (v)))

K1
= CP ()‘)UPl ()‘93 y)

En prenant y = 1, on voit que

Cp(\) = [ vp(\ k) dk.
/

En particulier, Cp(0) = mes(K7) > 0 et le coefficient Cp(\) est inversible dans un voisinage
de 0. Posons alors pour A € (a$;)* et P € PY(M)

wp(/\):/vp()\,:rk:)dkx (/vp()\7k)dk)l

Kl Kl

On vérifie facilement que la famille (wp)pepc(ar) est une (G, M)-famille. Elle est donc
équivalente a une (G, M )-famille pondérale (vp (A, g)) pepe ) avec g € C[G(F)]. Par ailleurs,
a toute (G, M)-famille, on peut associer une (G, M)-famille : on ne garde que les fonctions
indexées par des paraboliques #-stables et on les restreint a 1’espace (a$;)*. De cette fagon,
la (G,M)-famille déduite de w est, d’une part, équivalente a la (G, M)-famille pondérale
(vp (X, 9))pepe v et, d’autre part, égale a la (G, M)-famille (vp, (Ao, ))pepe vy (d apres
la ligne (3.34)). La (G, M)-famille ¢ dont on est parti est donc équivalente a la (G, M)-famille
pondérale (vp (A, 9))pepe m)-

Enlevons maintenant la restriction « G quasi-déployé». Il existe un torseur intérieur ¢ de
G vers un espace tordu quasi-déployé G* (cf. [26] §IIL.2 et le lemme II1.2.1 qui est une
reformulation d’un lemme de Kottwitz et Shelstad [23] section 3.1). Quitte a conjuguer ¢, on
suppose que ¢ induit une injection

M= M" = (M)
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de £ dans LG et pour M € L& une bijection PE (M) — PS™(M*). On déduit de la donnée
du torseur ¢ un torseur intérieur entre groupes sous-jacents GG et G* et des bijections analogues
concernant les groupes G' et G*. En outre, on a des identifications naturelles ay; =~ aj. et
ah; ~ aj,. ete. de sorte que I’espace des (G, M)-familles, resp. des (G, M )-familles, s’identifie
canoniquement a I’espace des (G*, M*)-familles, resp. des (G*, M*)-familles.

Partons donc d’une (G,M)-famille c. Elle s’identifie a une (G*,M*)-famille dont on
vient de voir qu’elle est équivalente a une (G*, M*)-famille déduite d’une (G*, M*)-famille.
Cette derniere est donc équivalente a une (G, M )-famille pondérale (vp (A, g))pepc () avec
g € C[G(F)]. On déduit alors que la (G, M)-famille de départ ¢ est équivalente a la (G, M)-
famille pondérale (vp (A, 9))pepe () ce qu’il fallait démontrer.

4. Intermede sur les groupes L-stables

4.1. Dans cette partie, on suppose que F' est un corps de caractéristique 0, local ou global.
On considere un groupe G réductif, connexe, défini sur F' qu’on suppose quasi-déployé€. On note
I le groupe de Galois Gal( F'/F). Le groupe complexe dual de i est noté G et son centre est
Z~. Soit M un sous-groupe de Lévi de GG. On a défini dans un travail antérieur (cf. [16] §4.4) des
ensembles £(M,G), Ean(M,G) et £3;(G) de données endoscopiques de G. Plus précisément,
le premier ensemble est un certain ensemble de données endoscopiques de G paramétrées par le
groupe complexe Z]%, pour lesquelles M s’identifie naturellement a un sous-groupe de Lévi.

L’ensemble & (M,G) est le sous-ensemble de £(M,G) formé de données endoscopiques
elliptiques et enfin £,,(G) est le quotient (fini) de Eq(M,G) par I’action naturelle de Zg.

Rappelons que le groupe G vu comme sa propre donnée endoscopique elliptique est un élément
de £ M (G ) .

DEFINITION 4.1.— On dit que G est L-stable si pour tout sous-groupe de Lévi M de G, on a
Ev(G)={G}ie.si
Ean(M,G) C Zg\.
4.2. Dans cette section, nous exhibons des groupes L-stables et nous démontrons des
propriétés générales les concernant.
PROPOSITION 4.2. — Les groupes GL(n) et SL(n) sont L-stables.

Preuve. — Le cas de GL(n) est évident car le seul groupe endoscopique elliptique de GL(n)
est GL(n) lui-méme. Soit M un sous-groupe de Lévi de SL(n). Le groupe PG L(n,C) muni de
’action triviale de T" est le groupe dual de SL(n). Le groupe M dual de M s’identifie a I’'image
d’un produit

GL(n1,C) x --- x GL(n,,C)
dans PGL(n,C) avec n =nq + - +n,. Soit s € Z ;. L'élément H de £(M, SL(n)) associé

a s a pour groupe complexe dual H le centralisateur connexe de s dans PGL(n,C) (muni de
’action triviale de T'). Ce groupe est isomorphe & I’image dans PGL(n,C) d’un produit

GL(n},C) x --- x GL(n,,C)

avecn=mnj + -+ n; Supposons de plus H elliptique : cela signifie ici que la composante

neutre du centre de H est triviale. Dans ce cas, p=1lie. H= PGL(n,C)etdonc s =1 cequ’il
fallait démontrer. O
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PROPOSITION 4.3. — Si GG est L-stable, il en est de méme

— des sous-groupes de Lévi de G ;

— des centralisateurs connexes d’éléments semi-simples de G(F') (lorsqu’ils sont quasi-
déployés).

Preuve. — Montrons qu’un sous-groupe de Lévi L € EG est L-stable. Soient M € LletDl €
Ean(M,L). A L’ est associé un élément s € Z L tel que L' = L,. On se rappelle que les groupes

duaux M et L's “identifient a des sous-groupes de Lévide G et que M s’identifie 2 un sous- groupe
de Lévi du groupe L', ce dernier étant muni d’une L-action de T’ qui «prolonge » celle de I sur
M (cf. [16] §4.4). Par conséquent sur Z~, les deux actions coincident. Considérons I’ensemble
des sous-groupes ész de G quand z parcourt Z%. Soit z € Z% tel que le groupe G = @Sz

soit maximal dans cet ensemble ordonné par I’inclusion. Montrons que G’ € £.1(M, G) i.e. que
(Zg\/)0 = (Zg\)o. Raisonnons par contradiction : si

(Z(FA;/)O §Z ZA’

il existe, pour un sous-tore maximal 7' de L contenant s, une racine oy € Z( , ) (G, T)
tel que ag n’induise pas le caractere trivial sur (Z g/) . Donc il existe tg € ( EF,? )° tel que

ap(to) = ap(sz)™
Le groupe @tosz contient strictement G’ ce qui contredit la maximalité de G’ vu que
T T
to€ 25 CZ5-

Par conséquent, on obtient G’ € (M, G) comme annoncé.
On peut alors conclure : puisque G est L-stable, i (G) = {G} et donc sz € Zg. Ainsi s € Z%

ce qu’il fallait voir.

Passons au cas des centralisateurs. Fixons un élément semi-simple v € G(F) tel que le
centralisateur connexe G, soit quasi-déployé. On veut montrer que G, est L-stable. Quitte a
remplacer G par un de ses sous-groupes de Lévi (dont on sait qu’ils sont £-stables d’aprées ce qui
précede), on peut et on va supposer que 7y est elliptique dans GG. Considérons ensuite un sous-
groupe de Lévi de G : il est de la forme M., olt M est un sous-groupe de Lévi de G pour lequel
~ est un élément elliptique.

11 existe une paire de Borel (B,T') de G définie sur F' tel que (B N G,,T) soit une paire
de Borel de G,. Le tore complexe T dual de T s’identifie de maniere I'-équivariante & un
tore d’une paire de Borel I'-stable de G et d’une paire analogue de (A}V. Fixons un élément
éﬁy S Eeu(My, G,y) . il est associé a un élément s € Z]% . Mais, d’apres le lemme 1.1 de [5]

y

r r \0.
ZIQ.Y ZGW (ZM> '

on peut donc supposer, quitte a translater s par un élément de Zg\ ,que s € (Z ]% )0. Comme
Y Y

précédemment, M et M, s’identifient respectivement a des sous-groupes de Lévi de G et éﬂ,
pour lesquels 7" est un sous-tore. Comme -y est elliptique dans M, on a I’égalité

r \0_ (-0\0
(25.) =(25)
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(de sous-tores de T) Par conséquent, on peut associer a s un élément G’ € £(M,G) tel que
G = G Dans 7', on a I'inclusion

r\0 r \0

Mais comme Gi/ est une donnée elliptique de G et que y est elliptique dans G, on a les égalités

(25,)" = (25 )" = (25)".

¥ y

Tout cela montre que G’ € (M, G). Comme dans le cas précédent, on conclut que s € ZEF;\ et

doncse Z g ce qu’il fallait démontrer. O
vy

PROPOSITION 4.4. — Soit E une extension finie de I'. Soit G le groupe Resp,p(H), obtenu
par restriction des scalaires de E a F d’un groupe H réductif, connexe, défini sur E et L-stable
(relativement a E). Alors G est L-stable.

Preuve. —On note I' = Gal(F/F) et I" = Gal(F/E). Le groupe G s’identifie au groupe
{f:T— H | f(o'o)=0'(f(0)) Vo' €T”, 0 €T}

muni de ’action de I" par translation a droite. Soit M un sous-groupe de Lévi de G ; il existe
un sous-groupe de Lévi M de H (défini sur F) tel que M = Resp Jr(M ) En particulier, le

groupe complexe dual M s’identifie au sous-espace des fonctions a valeurs dans M MH (identifié
a un sous-groupe de Lévi I-stable de H )- Notons que les éléments de G sont des fonctions
constantes et 2 ce titre s’identifient a des éléments de H . Soient s € Z et G’ I’élément de

E(M, Q) associé a s. Supposons que G’ soit elliptique i.e. (Zg/) (Zg) . On identifie s & un

élément de Z 154 ,, €ton pose H = H On a les égalités
7\ 0 0 ’\O 0
(25)° = (25) et (#5)°=(78)"

Par conséquent, s définit un élément de gy (M " g ). Comme H est L-stable, on en déduit que
s€ ng et comme ce dernier groupe s’identifie a Zg\ on obtient bien que £, (G) ={G}. O

4.3. Quelques lemmes sur les groupes L-stables

Dans tout ce paragraphe, G désigne un groupe quasi-déployé L-stable.

LEMME 4.5. — Soient M € L et Ly et Ly deux sous-groupes de Lévi dans LE(M). Si le
coefficient d’Arthur ([2] §7)

d$y (L1, Ls)
est non nul alors

VAN ﬂZA _ZF
Ly

Preuve. — 11 suffit de prouver I'inclusion C, I’autre étant évidente. Prenons donc s € ZE N ZE
1 2

et considérons le groupe G = G Pouri=1o0u2,ona L c@ puisque s est central dans L
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Par conséquent, on a I’inclusion

0 0
(23] c[2; nZ; )

Or, I'hypothese d$; (L1, Lo) # 0 entraine que ay, Naj, = ag, et donc que
r r 10 10
[z nz; ] clzg]

Des deux derniéres inclusions, on déduit que s définit un élément de & (L1, G). Comme G est
L-stable,ona s € Zg ce qu’il fallait voir. O

LEMME 4.6. — Soient R € LC et v € R(F) semi-simple et elliptique (dans R et dans G).
Soient G, G, R et R, les groupes complexes duaux des groupes G, G.,, R et R. On a l’égalité

r r 19 _ »r r10
Z@ﬂ[zﬁw} =Z5N[Z5]

Preuve. —On a les inclusions naturelles ZEF} - Zg\ et Z}% - Z% et tous ces groupes
vy Y

s’identifient a des sous-groupes I'-stables d’un méme sous-tore maximal et I'-stable de G. Ainsi
seule I’inclusion C n’est pas évidente. Soit s € Zg N [ZI% 19. Puisque ~ est elliptique dans R,
ona ! !
r 10 _ 1,110
[Zgw] = 23]

et il suffit de montrer que s € Zg. Du moins, nous avons s € ZI% N Zg . Il est alors clair que
ad

Mais comme +y est elliptique dans G, on a aussi

25 )" = [2]"

~

Par conséquent, s définit un élément de £ (R, G). Comme G est L-stable, on a bien s € Zg. O

5. Changement de base et norme

5.1. Désormais le corps F' est local non-archimédien de caractéristique 0. On fixe un groupe
G’ réductif, connexe, défini sur F' et quasi-déployé. On suppose que le groupe dérivé G, est
simplement connexe.

On fixe une extension Fy de F' cyclique de degré dj et oy un générateur du groupe de Galois
Gal(Fy/F). Considérons le composé du morphisme canonique de Gal( F/F) sur Gal(Fy/F)
avec le morphisme de Gal(F,/F') dans le groupe des permutations de I’ensemble {1,...,dp}
qui & o associe la permutation cyclique (12...dyp). Par abus, on note par la méme lettre un
élément de Gal( F'/F) et son image par ce morphisme. On a

Resp, #(G')(F) =G/ (F) x - x G'(F).
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ol I’on a pris dy copies de G'(F') et 'action de I sur Res g, (G')(F') se traduit par I’action
de I" sur les dy-uplets donnée par

0.($1, ce ,l‘do) = (O‘(l‘(771(1))7 ce 7U(xn*1(do)))-
On fixe un entier d’ > 1 et on considere le groupe sur F’
G* =Resp,/r(G') x -+ x Resp,  p(G')

ott le produit posséde d’ facteurs. On pose d = d'dy. Les éléments de G*( F') s’identifient 2 des

d-uplets ((z1,...,25),...,({,...,2% )) d’éléments de G'(F). On note § I’automorphisme
d’ordre d de G* défini par
9((@,...,35(110),...,(3:? ,...,xgo)) = ((x%,...,xzo),...,(xf ,...,a:go), (m%,...,xéo,xl)).

L’action de I' commute a 6. Considérons alors le G*-espace tordu G* défini ainsi : on pose
G*(F)=G*(F) x 0 muni de I’action de G* donnée par

g.(xx0)=gxx0,
de I’action du groupe de Galois donnée par
olxxl)=0c(x) >0

et de I'application Adg- définie par Adg-(x x ) =Int(x) o 6.
Par plongement diagonal, on identifie G’ au sous-groupe de G* des points fixes sous 6.

5.2. On fixe un 1-cocycle u* de T' a valeurs dans G*/Zg~. On obtient alors un groupe G
défini sur F' en tordant I’action de I" sur G* par ce cocycle. De méme, on munit G* de 1’action
tordue notée o donnée pour tout o € I par

g

og(zx0)=(u}) " (o(z)  0)u.

On suppose qu’il existe, pour cette action tordue, un élément I'-stable. Dans ce cas, 1’action
tordue définit un G-espace tordu noté G : c’est une forme intérieure de G* (au sens de Labesse
cf. [26] §I11.2).

5.3. On fixe un couple (Py, M) formé d’un sous-espace parabolique Py de G et d’un de
ses facteurs de Lévi M. On suppose que ce couple est défini sur F' et minimal parmi de tels
couples. On en déduit un couple analogue (P, My) pour G et un élément = € G* de sorte que

(Po,My) = (Pox % 0, My x 0).
On fixe une paire de Borel (B(), T}) de G’ définie sur F. La paire
(Bo,To) = (B X +++ x B, Tpy x - x T})

(produit de d facteurs) est une paire de Borel de G* définie sur F' et -stable. Il existe g € G* tel
que

(Bo,Ty) C g(Po, Mo)g™".
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On pose
Uy =0(g)uzg "

En appliquant o € T" a cette inclusion, on en déduit que u, conjugue la paire g(Py, Mo)g~"* en
une paire qui contient encore (B, Tp). Les deux paires sont donc égales : ainsi, u, € gMog~*.
1l s’ensuit que g(Py, My)g~* est une paire de G* définie sur F'. En utilisant le fait que la paire
est (Pg, M) stable par Ad(z) o §, on montre que la paire g(Py, My)g~" est §-stable. On pose

alors
(P53, Mg) = (9Pog ™' x 0,gMog™" x 6).

On note par la méme lettre ¢ les morphismes (sur F) G — G* et G — G* induit par Ad(g).
On pose LG = L& (My) et L& = LS (T, x 0). Le morphisme ¢ induit alors une injection
LG — LG Pour M € LG, on pose M* = o(M). On note également M’ = (M*)? : c’est
un élément de £E = £ (T}). De méme, pour P € PE(M), on associe P* € PS” (M*) et
P’ € PG"(M’). On obtient ainsi des bijections PG (M) — PE™ (M*) — PE" (M").

5.4. Comme 6 est semi-simple, tout élément quasi-semi-simple de G est d’image semi-
simple dans Aut(G). Dans le cadre du changement de base, donc dans tout le reste de Iarticle,
la terminologie « semi-simple » se substitue a « quasi-semi-simple ».

On a supposé G/, simplement connexe. Il en est donc de méme pour Gger et GJ,. Par un
résultat de Steinberg, on sait que cela implique que les centralisateurs d’éléments semi-simples
sont connexes. La conjugaison stable et la norme prennent dans cette situation des définitions
simples. Deux éléments semi-simples de G(F’) sont stablement conjugués s’ils sont conjugués
par un élément de G(F).

Soient § € G(F) ety € G'(F) des éléments semi-simples. On note p(d) = 2 x 6. On pose

NO(8) =a0(z)...0%  (z) € G*.
et on dit que «y est une norme de § s’il existe y € G*(F) tel que
y=yN’ &)y,
et si I’application Ad(y) o ¢ induit un torseur entre G et GQ/ et que la cochaine

cel—o(y)uy!

qui donne la torsion est a valeurs dans le groupe
!/
GVZG?

En particulier, ce torseur est un torseur intérieur puisque le groupe ZG§ agit trivialement
(par conjugaison) sur G'V.

Rappelons brievement pourquoi tout élément semi-simple de G(F') posseéde une norme dans
G'(F) (cf. [20] et [25] p. 56). Il est facile de voir qu’il existe v € G* tel que

vp(S)v~t=(1,.. ‘,1,N10(5)) x 0%

ot NY(6) € G’ est la premiére composante de NY(5). On vérifie ensuite que la classe de
G'-conjugaison de NY(§) est I'-stable. Puisque G}, est simplement connexe, cette classe
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posseéde un élément rationnel (théoreme de Kottwitz et Steinberg) i.e. il existe h € G’ et
v € G'(F) tels que

AN?(5)h~1 = 7.
Posons y = hv. Alors
yo(d)y™ = (1,...,1,7) x 0*.
De cette derniére égalité, on déduit d’une part que v = yN’(§)y~! et d’autre part que

I’application Ad(y) o ¢ induit un torseur entre Gy et G’(*1 )X = G’ et que la torsion est

donnée par la cochaine o € I' — o (y)u,y . Cependant, on vérifie que pour tout o € T, il existe
by € ZG§ tel que

(5.1) ol(1,...,1,7) % 0] =b,[(1,...,1,7) x 0]b;".

Par conséquent, la cochaine o +— b to(y)u,y ! est a valeurs dans le groupe

* el
(1,....1,9) — G’v'

On voit donc que la cochaine o +— o (y)u,y ="' est a valeurs dans G/w Zg= et que I"application

Ad(y) o ¢ induit un torseur intérieur entre G5 et G,
Rappelons enfin que, quitte a remplacer  par un conjugué stable, on peut supposer de plus
que le groupe G; est quasi-déployé (cf. [20] lemme 3.3).

5.5. Soit v € G'(F) un €lément semi-simple. Soit by € Zg- qui vérifie I'égalité (5.1)
ci-dessus. La cochaine b, définit un cocycle a valeurs dans Z¢- / ZG% qui ne dépend que de .

PROPOSITION 5.1.— Il existe un élément semi-simple de G(F) dont ~y est la norme si et
seulement si le couple (u,,b,) appartient & l'image de

(5.2) HY(F,G. Zq: |Zg~) — H'(F,G*/Za~) x H'(F, Zg+ [ Zar ).
La fleche sur la seconde composante est obtenue a l’aide de I’isomorphisme
G;ZG;/G; ~ ZG'*Y /ZGQ/.

Preuve. — La condition nécessaire est évidente. Traitons la réciproque. Le couple (ug,by)
appartient 2 I'image de I’application (5.2). Il existe donc y € G* tel que les cochaines o (y)u,y !
et b, 'o(y)u,y~" soient respectivement a valeurs dans Gi,ZGf’ et dans G,. Posons

0= w_l(y_l((l,...,l,'y) X Q)y)

On vérifie immédiatement que § € G(F') et que y est une norme de §. [

Soient M un sous-groupe de Lévide G’ et v € M (F') semi-simple. On note My, le revétement
simplement connexe du groupe dérivé de M. Pour tout sous-tore maximal 77 € M, onnote T 1/\ch
I'image réciproque de 7" dans Mj., et T' le centralisateur de 7" dans G* : ¢’est un sous-tore
maximal de G*. Le couple (u,, b, ) définit alors naturellement un élément de

HY(F,G*, — G*|Zg-) x H'(F,T/T").

L’ensemble de cohomologie a valeurs dans le module croisé [Gi, — G*/Zg-] est défini
dans [12].
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DEFINITION 5.2.— On dit que «y est potentiellement une norme dans M (relativement au
couple (G, G")) s’il existe 7" un sous-tore maximal de M contenant ~ tel que (u,, b, ) définisse
un élément de 1’image de la fleche naturelle

(5.3) H'(F,Ty,. —T/Zg~) — H"(F,G}, — G*/Zg+) x H(F,T/T").

PROPOSITION 5.3. - Soit v € M(F) un élément semi-simple régulier et elliptique dans M.
Si vy est potentiellement une norme dans M, alors ~ est une norme d’un élément de G(F).

Preuve. — Notons T” le centralisateur de v dans M : c’est un sous-tore elliptique de M’. On a
une suite exacte

HY(F,T/Zq-)— H'(F, T}y —T/Zg+) — H*(F,T};.)

ce qui donne la surjectivité de la premiere fleche vu que TM est anisotrope (1" est M -elliptique)
et que H?(F,U) = 1 pour tout tore anisotrope U. Par 1nject1V1te de la fleche d’abélianisation

([12] §5)
Hl(FvG*/ZG*) —>H1(F7G:c HG*/ZG*)v

on voit que (u,, b, ) appartient a I'image de
HYF,T/Zg-) — H(F,G*/Zqg-) x H'(F,T/T").
Ici G, =T" et G5 =T Le résultat découle alors de la proposition 5.1. O

5.6. Dans ce paragraphe, T” est un sous-tore maximal de G’ défini sur F'. On note T le
centralisateur de 77 dans G*. On note M un sous-groupe de Lévi de G’ qui contient T”.

Nous aurons besoin de calculer les duaux de Pontryagin des groupes de cohomologie qui
interviennent dans la définition 5.2 de la norme potentielle. On utilise la dualité de Tate—
Nakayama pour les complexes de tores. Le groupe complexe dual G' de G* s’identifie a un
produit de copies de G’, le groupe dual de G’, et il est muni d’un automorphisme 6, dual de 6,
qui permute circulairement ses composantes. On identifie alors G’ a G? en tant que groupes
complexes munis d’une action de I'. On dispose alors d’une application norme définie par

NO(2) = 20(2)...0% 1 (2),

pour z € G. Si, de plus, z appartient a un sous-groupe commutatif de G et f-stable alors N é(z)
est lui-méme 0-stable.

Précisons les notations. Le groupe complexe M dual de M, s 1dent1ﬁe a un sous-groupe de
Lev1 de G'. On note G’ le revétement snnplement connexe de G’ et MSC I’image remproque
de M dans G;C. Les centres de G;C et MSC sont naturellement des sous-groupes de TS’C qui est
le tore dual de 7" /Zq~. Pour tout sous-groupe A de T x TS’C, on note A le sous-groupe de A
formé des couples (¢,t') € A tels que N o (t) =t', ou, par abus, on note par une méme lettre un
élément et son image par la fleche TZC T

Rappelons que le module croisé [G%, — G*/Zg~] est quasi-isomorphe au complexe de tores
[Ty. — T/Zq~] dont le complexe dual est [(T' x i’c)l — f/Za}, lui-méme quasi-isomorphe a
[(Zg5 x Z@gc)l — 1]. Le complexe dual de [T}, — T'/Zg-] est le complexe (T x T!.)*

T /7 7] qui est quasi-isomorphe a (T x Z ﬁsc)l — 1]. Enfin, le complexe dual de [T — T est
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quasi-isomorphe 2 [71=% — 1]. On a noté 7'~ I'image de 7" par le morphisme ¢ — tA(t)~".
Finalement, la fleche duale de la fleche (5.3) de la définition 5.2 est (cf. §1.7 de [25] qui est une
variation autour des résultats de [21])

(5.4) mo((Zg x Zg, )') x wo([T0") = mo (T x Zﬁw)l’r).

LEMME 5.4. — La fleche naturelle
HY(F, Ty, —T/Zg)— H (F,Tg¢ —T/Zg-)

est injective.

Preuve. — Dualement, il s’agit de prouver que

o (T x Zaéc)l’r) — mo((T x Zy )t

sc

est surjective. Soit (t,2) € (T x Zo )P Alors ze€ Z% = Zg\/ [ZL. 10 (cf. lemme 1.1 de

sc sc sc

[5]). La projection sur le second facteur induit une surjection de [(T' x Z o )P0 sur [ZJI;AI 1.1

LI

s’ensuit que, quitte & translater (¢, z) par un élément de [(f X2z ) 0, on peut supposer que

z € Zg, cequil fallait voir. O

LEMME 5.5.— On suppose G' L-stable. Soit R un sous-groupe de Lévi de G' qui contient
T'. On suppose que les sous-groupes de Lévi M et L de G’ contiennent R et sont tels que le
coefficient d’Arthur

d%(L, M)

soit non nul. Dans ce cas, le diagramme commutatif suivant est cartésien.

HY(F Ty, —T/Zg) —H'(F.T —T/Zc)

| |

HY(F, Ty, —T/Zg) — HY(F, Tétc —T/Zg)

Preuve. — Dualement, on a le diagramme

~

D’apres la preuve du lemme précédent toutes les fleches sont surjectives. Il s’agit alors de
montrer qu'un caractere ¢ de (T x Zz, YLT trivial sur les intersections respectives avec les
scC

1,7

composantes neutres de (7' x Z; YWlet (T'x Z 1) estégalement trivial sur I'intersection

avec la composante neutre de (7' x Z5 YLT'. Soit (¢, z) un élément de

-~ 1,0 -~ I40
(Tx2g )" n[(Tx2zz )"

sc
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Notons par un indice ad le quotient d’un sous-groupe de Lévi de G’ par le centre Z¢-. Il existe
TEapcety€ay  ctelsque N 9(2) = y (on confond y et son image par la fleche naturelle

ap.,.c — @pc)s t =exp(2miz) et z = exp(2miy). Le fait que d% (L, M) soit non nul entraine
queap  c=aj  c+ay, c Ecrivons y = yz, + yas suivant cette décomposition. On a donc

exp(2miyr,) = zexp(—2miyn ) € Z/Ll:sc N Zjl\:/} C Zg/

sc

(I'inclusion résulte du fait que d% (L, M) # 0 et du lemme 4.5). Ainsi le couple (exp(2miyy, /d),
exp(2miyy,)) appartient a

(T x zagc)lvF N[(Txzz )"

c

Donc ¢ est trivial sur cet élément, et de méme, sur (exp(2miyns/d), exp(2mwiyar)). On est alors
ramené au cas oll y = 0. Mais, dans ce cas, (t,2) = (¢, 1) appartient & la composante neutre de

(T x Zg, )let((t,z)=1. O

5.7. Introduisons I’hypothese suivante.

Hypothése 5.6.— Le groupe Zg\/ est inclus dans N é(Zg\).

Remarque. — La composante neutre [Zg/]o est incluse dans N é(Z g\) L’hypotheése ci-dessus
est donc satisfaite dés que le degré dy de Fj sur F est premier a I’ordre du groupe fini Wo(Zg\/).
C’est le cas d’un groupe G’ semi-simple et simplement connexe (par exemple G' = SL(n))
puisque G’ est adjoint. C’est aussi le cas d’un groupe G’ déployé a groupe dérivé simplement
connexe (par exemple G' = GL(n)) car alors Zg, est connexe. L’hypothese est d’autre part tri-
vialement vraie lorsque Fy = F.

Enoncons deux conséquences de cette hypothese.

LEMME 5.7.— Soient T' un sous-tore maximal de G' défini sur F et T son centralisateur
dans G*. Sous I’hypothése 5.6, la fleche naturelle ci-dessous est injective.

HY(F, T —T/Zg+)— H'(F,Gi, — G*/Za-) x H'(F,T/T").
Preuve. — Nous allons montrer que la fleche duale

mo((Zg x Zg, )') x wo([T0") = 7o (T x Za;)m>

est surjective. Soit donc (¢, z2) € (JA“ X Zg, )L, Limage de z dans G’ appartient a Zg,. Par
I’hypothese 5.6, il existe u € Zg tel que (u,2) € (Zg x Zg, YL, Alors tu=! est I-fixe et de
norme 1 : il appartient donc a [T ~%]T d’ol la surjectivité. O

PROPOSITION 5.8.— Soient § et 0' deux éléments semi-simples de G(F) stablement
conjugués. Le fait que G’ soit L-stable et I’hypothése 5.6 entrainent alors qu’il existe g € G
tel que

- gdgt=4;

— Ad(g) induit un F-isomorphisme de G sur Gs.
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Preuve. —Puisque J et 6" sont stablement conjugués, il existe g € G tel que gé’g~* = 4. La
cochaine o +— o(g)g~! définit un cocycle a valeurs dans G's. Pour conclure, il suffit de voir que
I’image de ce cocycle dans H'(F,Gs/Z¢,) est triviale donc de voir que

Ker(H'(F,Gs) — H'(F,G)) C Ker(H"(F,Gs) — H'(F,Gs/Zc;)).

Comme le corps F' est non-archimédien, ces ensembles pointés de cohomologie sont canonique-
ment isomorphes a leurs abélianisés (cf. [12] §5 ou [25] §1.6). Ces derniers sont invariants par
torsion intérieure. Par conséquent, en considérant un élément v € G’ (F') qui est une norme de 6,
on est ramené a prouver que

Ker(Hy, (F,Gl) — Hy, (F,G*)) C Ker(H,,(F,G) — Hy\,(F, G/ Zer ).
On peut supposer que G, est quasi-déployé ; soit (B, T') une paire de Borel de G, définie sur F.
Prenons ¢ un élément de
(5.5) Ker(H,(F,G.) — HY,(F,G")).

Nous allons prouver que ¢ appartient a I’'image de
Hl (Fv T) - Halb(Fv Giy)v

ce qui permet de conclure puisque H!(F, T/ ZG%) = 1. En effet, ce groupe (fini) de cohomologie
est le dual de Pontryagin du groupe H'(F, X*(T/ Zg:))). Ce dernier est bien trivial puisque le
Z-module X* (T/ZG;) posseéde une base I'-stable a savoir I’ensemble des racines simples de T’
dans B.
Par dualité, ¢ est un caractere de Zg, trivial sur la composante neutre. Il s’agit de prouver que
v
( est trivial sur le groupe Zg, N [fr]o. Quitte a conjuguer v, on peut choisir M C L des éléments

de £¢ qui contiennent 7y et tels que L., = G/w M,=T, A = AG/7 et Ay = Ap. Notons que
L est L-stable (comme sous-groupe de Lévi de G’ cf. lemme 4.3). On a donc successivement en
utilisant le lemme 4.6 (appliqué au groupe L-stable L) puis le lemme 1.1 de [5]

~r10 0
Zg,w n[T"] :Zg,w N [me}
—7Ln[z5)°
L M
_ 7701, r10
=z 125 n1z5] ]
On sait que ¢ est trivial sur [Zg/ 0= [Z%]O; il reste a montrer que ((z) =1 pour z €
Y

Zg\/ N [Zl%]o. Mais, par I’hypothése 5.6, un tel z appartient 3 N é(Zg\). Comme ( appartient

al’ensemble (5.5), le caractere o N 0 est trivial d’olt ¢(z) =1 ce qui termine la preuve. 0O
6. Identités de changement de base pour les algebres de Lie
6.1. On reprend les hypotheses et les notations des § 5.1 a 5.3. On fixe un sous-groupe
compact maximal K’, resp K, de G'(F), resp. de G(F'), en bonne position par rapport a T,

resp. M. On suppose dans toute cette section que G’ est L-stable.
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6.2. On fixe M; € LS et § € M, (F) semi-simple tel que la classe de M (F')-conjugaison
ne rencontre aucun sous-espace parabolique propre de M . Dans ce cas, ¢ est elliptique dans M.
Le morphisme ¢ induit un torseur intérieur entre IM; et M7 et I’espace M7 est quasi-déployé.
Par conséquent, ¢ posséde une norme dans M/ : on peut donc trouver des éléments v € M/ (F)

ety € My tels que le groupe Mj ., soit quasi-déployé, yo(8)y=t=(1,...,1,7) x 6*. On pose

H=Gs et H/ZGIV.

Le morphisme

(6.1) o =Ad(y)ovln

est un torseur intérieur de H sur H’ et la cochaine donnant la torsion,

(6.2) ogel —o(y)usy™ ",

est a valeurs dans M- {ﬁZg* . Notons que 7 est un élément elliptique dans M. Le groupe M {ﬁ
est un sous-groupe de Lévi de H'; on fixe un sous-groupe de Lévi minimal de H’ inclus dans
Mj , relativement auquel on définit I’ensemble L7, On pose M = M s, ce qui définit un
sous-groupe de Lévi minimal de H, puis £ = £LH (M{T). Le torseur g induit une bijection
£H o’ (M{v) qui envoie M sur M{ﬂ. Rappelons que £ est en bijection avec I’ensemble

(6.3) {Lec®My) | AL, =AL}.

C’est pourquoi on note Ls un élément de £, en supposant implicitement que L est un élément
de I’ensemble (6.3). On a alors ¢ (Ls) = L, ol, selon les conventions du §5.3, L' € LG est

I'image de L selon la bijection naturelle £G (M) — £ (M]). Notons que cette bijection induit
une bijection de 1’ensemble (6.3) sur

(6.4) {L' e (M) | A, = A}
qui, 2 son tour, est en bijection avec L7 (M 14)-

6.3. Si M € LT, on note Yz (m), resp. Y en(m), I'ensemble des classes de conjugaison
M-stable des éléments semi-simples H-réguliers, resp. elliptiques, dans m(F'). Rappelons
que deux éléments semi-simples réguliers de m(F') sont M -stablement conjugués s’ils sont
conjugués sous M (F). Le torseur oy induit une injection Yz (m) — Sg(pp(m)) et une
bijection Xz eii(m) — X en(pm(m)). Par abus, on identifiera parfois Xz (m) a un sous-
ensemble de g (¢ (m)). On note souvent T, plutdt que H, le centralisateur dans H d’un
élément Z € Xy (m) pour rappeler qu’il s’agit d’un tore.

6.4. On fixe des objets comme au § 2.2. On prend pour H' le bicaractére ¥ ((p 5 (), o5 (1))
On suppose également que deux sous-tores maximaux T et 7 de H et H’, qui sont
F-isomorphes par un isomorphisme de la forme Ad(h) o ¢ avec h € H', ont leurs mesures
de Haar qui se correspondent par cet isomorphisme. Rappelons que les algébres de Lie t et t/
de T et T" sont alors munies de la mesure de Haar obtenue via I’exponentielle. On note ¢ (t)
le coefficient tel que la mesure auto-duale de t soit égale a la mesure fixée sur t multipliée par
¢y (t). On vérifie alors que ¢y (t) = ¢y (1).

On suppose en outre que les espaces canoniquement isomorphes an, et an; sont munis de
la méme mesure de Haar. On en déduit des mesures sur a MH eta,, i’ (cf. §2.4).
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Soient M € LE(M;), Q € F&(M), g € C[G(F)]. On dispose alors de la fonction 318[%
(notée simplement ;2 dans le corollaire 2.2) définie sur I' 7 (ms) X breg (F). Soit ¢’ € C[G'(F)].

On a aussi une fonction j%,g; définie sur I'g(m/)) X by, (F). SiY est une classe stable et X
une classe de conjugaison, on écrit X — Y pour signifier que X est inclus dans Y. Par exemple,
si X €Tg(ms)etY € ¥pg(m)) alors X — Y signifie que ¢y envoie la classe stable de X sur
cellede Y.

Soient M € L& (M), Q € FE(M), Lo s € LH, g € C[G(F)], et g’ € C[G'(F)]. Alors, pour
tous Y € Xgr(ml), Z € breg(F), Z' € b, (F) on pose

reg
6.5) (Y, Z) =y (h) > Ie4(X.Z)
XeFH(m(;), X—-Y
et
(6.6) P (Y, Z") =y () > It (X Z).

X'€T i (m!), X—Y

6.5. Commencons par une proposition.

PROPOSITION 6.1. — Sous les hypothéses du § 6.1, on a les assertions suivantes.
1. Pourtout Z € Ty en(Lo,s),

4 (Y, Z)

ne dépend que de I'image de Z dans X en(Los).
2. Pour tout Z' € FH/’EH(L{M),

i (v, 2')
ne dépend que de I’'image de 7' dans EH/}eH(LEm).
En tenant compte de cette proposition et du fait que ¢y permet d’identifier X g en1(Los) &

YH ell (L{)_,Y), on peut énoncer le premier théoréme de cette section sous la forme suivante.

THEOREME 6.2. — Soient g € C[G(F)| et Los € LY. Sous les hypotheses du § 6.1, il
existe g' € C[G'(F)] tel que pour tous M € LE(M;), Q € FE(M), Y € Xp/(w) et Z €
Yaen(Los)

4V, Z2) =i (Y, Z).

Preuve de la proposition et du théoreme. — Prouvons 1’assertion 1 de la proposition. En tenant
compte de la proposition 2.3, il suffit de montrer le méme résultat pour la fonction

(6.7) ZeTha(Los) — > i (X (Adw)2)
Xely(ms), X—Y

pour tous Ls € £LMe:s(M;y) et w € Trany (Los, Ls). Soit Z1 € T'en(Lo,s) qui a méme
image que Z dans Xy e1(Lo,s). Il existe donc [ € Lg 5 tel que Z; = Ad(l)Z. Par conséquent,
Ad(w)Z; = Ad(wlw™') Ad(w)Z et wliw™! € wLysw™' C Ls. Donc Ad(w)Z; et Ad(w)Z
sont des éléments de I'7(I5) qui ont méme image dans Xy (I5). La forme intérieure quasi-
déployée L’ de Ls est L-stable : en effet, c’est un sous-groupe de Lévi de G, G” est L-stable
par hypothese donc la proposition 4.3 s’applique. Alors le théoreme 5.6 de [16] affirme que la
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fonction (6.7) ne dépend que de I'image dans X (I5) de Ad(w)Z : cela donne I’assertion 1 de
la proposition. Pour les mémes raisons, on a I’assertion 2.

Passons maintenant a la preuve du théoréme. On a un isomorphisme N donné par la norme de
(a§p ) ~ (a$p- )5 sur (agy, )" ~ (ag;/ll*)*’e. Considérons, pour tout P’ € P (M), 1a fonction

i s
1 1

définie par
vp (A g) =ve (N (), 9)

pour \ € (aﬁ/ ¢)*+lafonction vp (A, g) est celle décrite a la ligne (1.5) du §1.7 et I’espace P €
1

PG (M) est obtenu par la bijection naturelle P’ — P décrite au §5.3. On vérifie que la famille

(Ve (A 9)) prepor gy est une (G, Mj)-famille. D’aprés le théoreme 3.3, cette (G', Mj)-

famille est équivalente a une (G', Mj)-famille pondérale, disons (vp/(A,g')) preper (ary) POUT

un certain ¢’ € C[G’(F')]. Nous allons prouver I’égalité du théoréme pour un tel ¢’. Partons du

développement suivant qu’on déduit de la proposition 2.3

sz =Y S v (9) xw(h)

Lsec™a.s (M) weTrany (Lo,s,Ls)

> i (X, Ad(w)Z).

Xelpu(ms), X—=Y

On a un développement analogue pour f%,’%(l’, Z) et on va montrer qu’on a une égalité entre

les deux, terme a terme.
L application Ls — L/, induit une bijection entre £@.5(Ms) et LMar 5 (M). Fixons L; €
LMa:s_ De plus, le torseur ¢y induit une bijection naturelle w — w’ entre Trang (Lo s, Ls) et

Traan(L’M,L;) (cf. [16] lemmes 3.1 et 3.2); soient w € Trangy (Lo s, Ls) et w’ I'image de

w par la bijection précédente. On confond w et w’ avec des représentants respectivement dans
H(F)et H'(F);onaalors gg(w) =Ilw"avecl € L.

On pose L' = (w')"'L'w’ € LF (M]) et Q" = (w')"'Q'w’ € FE' (L'*"). Puisque les
(G’,M{)Tf.amilles (Ve (X, 9)) preper (arry et (VP (A 9)) preper (arr) sont équivalentes et d’apres
la proposition 3.2, on a

6.8) W (9) = ()9 (9)-

La bijection L — L' de £S (M) sur £ (M]) est donnée par L’ = ¢(L)?". En tenant compte
de la définition de g (cf. 1. (6.1)), on calcule :

(") = [p(z)]”
= [p((L7yemtn))”

= [p(@)")”
_ L/w’;

on a utilisé que y € M} C L% C (L*)”. Le méme calcul montre que (Q™) = Q"*". On vérifie
alors que

W) (g) = v (g).

Cette égalité combinée avec celle de la ligne (6.8) assure la comparaison des poids.
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On a déja dit que, puisque G’ est L-stable, on peut appliquer le théoréme 5.6 de [16] : on
obtient que

wh) Y XAdWZ) =) Y i (X Adw)2):

XeTy(ms), X—Y X'€T s (m), X'—Y

on vérifie en effet que Ad(w)Z et Ad(w’)Z ont méme image dans Y (I),). On prendra garde

que les fonctions %ﬁj{s (X, Z) correspondent aux fonctions notées de la méme fagon dans [16]
mais multipliées par ¢, (tz). Mais cette constante ne dépend que de I'image de Z dans 3(h’).
Cela termine la preuve du théoreme. 0O

7. Transfert non-invariant stable pour le changement de base

7.1. On reprend les notations et les hypotheses de la section précédente. En particulier, le
groupe G’ est L-stable et G/, est simplement connexe. On exige, de plus, dans toute cette
section que G’ vérifie I’hypothése 5.6.

7.2. Pour M € LS, on note I'¢(M), resp. ¥g(M), ’ensemble des classes de M (F)-
conjugaison, resp. M (F)-conjugaison, d’éléments semi-simples de M (F) qui sont G-réguliers
i.e. dont le centralisateur dans G est un tore. Un tel tore est F-isomorphe par un isomorphisme
de la forme Ad(g) o ¢ avec g € G* 2 un sous-tore maximal de G’. On impose aux mesures de
Haar fixées sur ces tores de se correspondre par cet isomorphisme. On prend également la méme
mesure de Haar sur les espaces isomorphes an, et an: . On a un isomorphisme de a$h ~ (af/;* )o
sur a§y, = (a$;.)? donné par la norme. On en déduit une mesure de Haar sur a$},.

On définit enfin un facteur Ag sur X(G’) x I'(G) par

AG(,U/v(S) =0

sauf si i est une norme de 6 (relativement au couple (G, G’)) auquel cas le facteur vaut 1.

DEFINITION 7.1.— Soient f € C°(G(F)) et f' € C°(G'(F)). Nous dirons que f' est un
transfert de f si
1. pour tous R € LS, Q € F&'(R) et i/ € L (R), I’expression

Yoo TRt
€L G (R), p—p'

(somme sur les p R-stablement conjugués a u’) est non nulle seulement si u’ est
potentiellement une norme dans M, ;

2. pour tous M € LG, Q € FE(M) et pi/ € X/ (M’) qui est une norme d’un élément de
M(F) (relativement au couple (M, M"))

S IS = Y A6 ).

HET G (M), p—p’ §elrq(M)

Remarque. — Cette définition s’inspire de celle introduite par Labesse pour le changement de
base de GL(n) (cf. [24] définition I11.3.2).
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7.3. Existence du transfert

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme.

THEOREME 7.2.— Sous les hypothéses du § 7.1 (G’ L-stable, G, simplement connexe,
validité de I’hypothese 5.6), pour toute fonction f € C°(G(F)), il existe une fonction [’ €
C*(G'(F)) qui est un transfert de f.

Le reste de cette section est consacré a la preuve de ce théoreme. Les paragraphes 7.4 et 7.5
sont consacrés a des préliminaires techniques.

7.4. On reprend les hypotheses de la section 6 précédente. Rappelons qu’on pose H = G et
H' =G’ . On fixe les objets suivants :
1. une application exponentielle exp définie sur un ouvert D de h(F'), qui est invariant par
H (F)-conjugaison et qui contient les classes stables de ses éléments semi-simples ;
2. une sous-variété analytique ) de G(F') relativement compacte et contenant 1 et un
voisinage ouvert V de 0 dans h(F') relativement compact inclus dans D tels que
I’application

Vx V- GF),
(y,X) — y~ "exp(X)dy

soit un difféomorphisme de ) x V sur un voisinage W de ¢ dans G(F) ;
3. on suppose de plus que pour tous X et X; éléments de V), on a
(a) pour tout z € G,

rexp(X)dz ' =exp(X1)d = 2z€H
et pour tout z € G(F)
r lexp(X)0z €W = xcH(F)Y;
(b) Pour tout X €V, on a Geyp(x)s = Hx et
| DS (exp(X)d)| p = [DF(8)] | DO (X)) -

Ces conditions sont loisibles (cf. [25] chap. 3). On munit ) de la mesure image réciproque
de la mesure invariante sur H(F')\G(F'). Si g € G(F') et M est un sous-espace de G, on
pose M9 = g='Myg. Si f est une fonction définie sur G(F'), on définit une fonction 9 f par
9 f(.) = f(go"-go). Pour toute partie A de g(F) et toute partie A de G(F), on note A4
I’ensemble des éléments Ad(a~!)X quand a parcourt A et X parcourt A.

LEMME 7.3.— Soient f € C°(G(F)) et go € G(F) tels que supp(?° f) C W. Supposons de
plus que Y C goK gy *. Alors, il existe ¢ € C°(h(F)) a support inclus dans VEF) qui vérifie
les conditions suivantes.

— Si X € supp(¢) alors exp(X)d € supp(f)&U).

— Pour tous M € LG, Q € FG(M), un élément 5, € M(F) semi-simple, elliptique régulier

tel que I’orbite de 61 sous 'action de G(F') rencontre le support de | est de la forme

81 = g(exp(X)d)g~"
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oit g€ G(F) et X € VEU) est semi-simple régulier elliptique dans t5(F) avec R =
g Mg € LG (M) et § est un élément elliptique de R. De plus,

T (01, ) = T P (X, 6).

Preuve. — Fixons M € LS et Q € F&(M). Soit 6; € M(F) semi-simple, elliptique régulier
tel que

J2 (51, f) #0.

Alors, il existe g € G(F) et X € VI tel que §; = g(exp(X)d)g~*. On suppose de plus que
X est un élément semi-simple régulier elliptique de v5 avec Rs € L7 (M{!). On pose T = G,
et Ty = Hx.Par3(b),ona

|DG(61)|F = |DG(5)‘F|Dh(X)|F

et T = gT'x g~ '. En particulier, puisqu’il s’agit d’éléments elliptiques, Any = gA R, g~ 1. Mais,
selon nos conventions, R € L% (M) et Ag = Apg;. Donc M9 = g~'Mg = R. De cela, on
déduit que § est un élément elliptique de MY et que M9 € £LS(M;). Puis a 1’aide d’un
changement de variable,

f(a:flg(exp(X)(S)gflx)vl(\Q/I(x) dx = / f(a:fl (eXp(X)é)x)vﬁ(gz)dx.
T(F)\G(F) Tx (F)\G(F)

On vérifie que 1)1?/[ (gz) = vl(e,[gg (z). Par 3(a) et I’hypothese sur le support de f, I'intégrale sur

Tx (F)\G(F) peut étre remplacée par une intégrale sur Tx (F)\H(F) x Ygo. Ainsi la méme
intégrale peut s’écrire

/ / 90 f (5~ 0 (exp(X)8) hy) v (o) dy dh.
Tx(F)\H(F) Y

. 9 . . L . , _
La fonction x — vf\Q/Ig (xgo) est invariante par translation a droite par I’ouvert go K g, 1 Oron

a supposé Y C goKgy*. On a donc vﬁgg(hygo) = vﬁg_q (hgo). On définit alors une fonction
¢ € C(h(F)) a support dans D de la fagon suivante : pour tout Z € D

A2)= D86 [ 15 exp(2)3)y)
Y
11 est clair que ¢ vérifie les conditions requises. O

LEMME 7.4. — Soient gy € C[G(F)] et p € C(h(F)) avec supp(¢p) C V) [1 existe une
fonction f € C°(G(F)) avec supp(f) C WEE) telle que

— supp(f) C (exp(supp(¢))d) 7 ;
— pour tous M € LG, Q € FE(M) et g € G(F) tels que My C MY et § soit un élément
elliptique de MY, on a

g —
Tnto (X, 0) = I (g (exp(X)8)g ™", )
pour tout X € t5(F) N D semi-simple régulier et elliptique o R = M9.
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Preuve. — Comme précédemment, on peut supposer que supp(¢) C hy *Vhg avec hy € H(F).
On reprend les notations de la preuve du lemme précédent. On vérifie que

) ?,90h h
e § (X, 0) = g3 (X, o).
De la sorte, on est ramené au cas ol supp(¢) C V et, par linéarité, go € G(F'). Quitte a restreindre

y (ce qui restreint aussi ¥V), on peut supposer que Y C gOKgO_1 On fixe a € C° () telle que
fy y) dy = 1. On définit f comme la fonction & support dans W telle que

Fly™t exp(X1)dy) = a(y)p(X1)
poury € Vet X; €V.0npose Tx =Gx.0naTx C g~ 'Mg. On a alors

/ ¢(h—1Xh)vﬁi(hgo)dh

Tx

/ / ! (exp(X)0) hy) vak, (hgo) dy dh

VYTx (F)\H(F)
— / f(x_l(exp(X)d)x)vﬁz (xg0) dz.
Tx (F)\G(F)

La derniére égalité est due au fait que vﬁqg (hgo) = vﬁqg (hygo) pour tout y € ) puisque
Y CgoKygy et a 3(a). Il est clair alors que la fonction % f vérifie les conditions requises. [

7.5. Posons n = dim(h). Considérons le polyndme suivant en I’indéterminée A
det(Ad—ad(X)[y) = A"+ Y pp(X)A",

pour X € h. Les fonctions pj, sont polynomiales, définies sur F' et invariantes par conjugaison
par H. Fixons 7 (H) un systéme de représentants des classes de H (F')-conjugaison des sous-
tores maximaux de H définis sur F'. On note 3 le centre de § et hge, 1’algebre de Lie dérivée.
Soit un réel € > 0. On considere D la partie de h(F) formée des Z + X avec Z € 3(F) tel que
|Z]|F < eet X € haer(F) tel que |pi(X)|F < € pour tout k. Alors D est un voisinage ouvert et
fermé de 0 dans h(F'), invariant par conjugaison et qui contient la classe stable de chacun de ses
éléments semi-simples. Supposons de plus que € est suffisamment petit pour que D Nt C )V pour
tout 7 € 7 (H). Alors on vérifie que D C VH(F) (cf. par ex. [19] lemme 2.1). Quitte & remplacer
Y par VN D, on peut et on va supposer VZ(F) = D,
On a des objets analogues pour H' associés a v : on les note par la méme lettre affectée
d un prnne Par contre, on prend le méme e > 0. Quitte encore a réduire € > 0 pour que
c (V) et prendre V' N D’ au lieu de V', on suppose que (V’ YH'(F) = D', On vérifie
que pj, =Dpr oY H . I1 s’ensuit que toute classe stable de H semi-simple et réguliere dont I’'image
par g appartient a2 D’ appartient aussi & D. Réciproquement, 1’image par ¢ g d’une telle classe
incluse dans D appartient a D',
On fixe go € C°[G(F )] On définit comme au §2.6 un ensemble Cyy, une application linéaire
J sur Cyr et une fonction jy; relativement 2 H, § et aux mtegrales orbitales du type JI\C}I %0 Soit

¢ € CX(h(F)) telle que supp(¢) C D. Rappelons que ng( ) = ¢(—X) pour tout X € h(F).

4° SERIE — TOME 40 — 2007 - N° 1



SUR LE CHANGEMENT DE BASE STABLE DES INTEGRALES ORBITALES PONDEREES 103

On pose 1 = fsupp(g?)). Soit Cy la partic de Cy formée d’éléments (X, M, Q) tels que X
appartienne a D : c’est donc une partie H-compacte de Cr. Grice a la propriété de finitude de
Howe (cf. corollaire 2.6), on fixe une famille finie (Z;);e; formée d’éléments de r N breg (F)

telle que la famille de fonctions (jz(., Z;))ics soit une base de I’espace des fonctions sur Cr;
engendré par jx (., Z) quand Z parcourt r N hreq(F). Pour tout ¢ € I, il existe une fonction \;

localement constante sur hreg(F) telle que pour tous X € C Hetze breg(F)

in(X,2)=Y " jn(X,Z)\(Z).

i€l
En particulier, pour un tel X, on a
(7.1) Tu(X)(6) =>_ju(X, Z)Ai()
iel

ou I’on a posé
/}Dh PN(2)d(~2) dz.
b(F)

On peut bien écrire Z; = Ad(z; ') Z] ot z; € H(F) et Z! est un élément semi-simple régulier
elliptique d’un certain L; 5 € L7 (M{). Par abus, on note encore Z! un élément de T’ H7Cn([;) 5)
dont I’image dans ZHA,en([g,(;) est 'image par ¢y de la classe de L, s-conjugaison stable
de Z!. Appliquons le théoreme 6.2 : fixons g/ € C[G'(F)] tel que pour tous M € £E(M;),
QcFEM), Y € Y (ml)

(1.2) FQEI(Y, Z]) = 75 (Y, 7).

En utilisant de nouveau la propriété de finitude de Howe, on montre aisément qu’il existe une
fonction ¢} € C°(h'(F)) telle que pour tous X € D', R, € LT et Q € F& (R)

(13) TRIX,0) = JR2 (X, ZDAi(9).

Quitte & multiplier par la fonction caractéristique de D’, qui est localement constante puisque D’
est ouvert et fermé, on peut et on va supposer de plus que

(7.4) supp(¢;) C D'.
LEMME 7.5.— Pour tous Ms € L, Q€ FE(M) et Y € Sy (M), ona

@ Y IEP(X0) =) 3 N T ).

XeTg(ms), X—Y X'€ly(ml), X'—Y i€l

Preuve. — Supposons tout d’abord que Y ¢ D’. Le membre gauche de I’égalité a prouver est
nul : d’une part une classe de H (F')-conjugaison qui rencontre le support de ¢ est incluse dans
D et d’autre part les images par ¢y des classes dans D appartiennent & D’. Toujours pour des
raisons de support, le membre de droite est aussi nul. Supposons Y C D’. Dans le membre de
gauche, on somme sur les éléments X € I'y(m;) dont I’image par ¢y est Y donc appartient a
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D' : par conséquent, I’orbite X est incluse dans D. Pour de tels X, ’intégrale Jy; Q.90 3 (X, 0) est
donnée par la ligne (7.1). Il s’ensuit que le membre de gauche de 1’égalité a prouver est

> im R (Y, Zi)Ai(9).

el

De méme, vu (7.3), le membre de droite vaut

S A (Y, Z)Ai(9).

el
Le lemme résulte alors du choix des g} et des Z, (cf. 1. (7.2)). O

7.6. Fixons f € C°(G(F)). On suppose qu’il existe go € G(F) telle que supp(% f) C W
etque Y C goK gy ! (notations du §7.4). Nous allons prouver ’existence d’un transfert pour une
telle fonction f. Le cas général s’en déduit aussitot par des partitions de 1’unité. Nous sommes
donc dans les conditions du lemme 7.3 ; ce dernier nous donne une fonction ¢ € C°(h(F)).
Au §7.5, nous avons associé a gg et ¢ un ensemble fini I et des familles (g, );c; d’éléments de
C[G'(F)] et (¢})icr de fonctions lisses sur h’(F") a support inclus dans D’. On pose pour tout
1el

" (dim(H)—rang(H))/2 W;(f)/) / 1

Pour tout 5 € I, on associe a chaque couple (g}, ¢;) une fonction f] € C°(G'(F')) qui vérifie
les conclusions du lemme 7.4 (relativement a G'). On pose f' =3, _; f;. Dans la suite, nous
allons vérifier que f’ est un transfert de f.

7.7. Commencons par un lemme.

LEMME 7.6.— Soient R € L%, Q € FF(R) et i/ € Y on(R). Si la classe stable p/
rencontre le support de f' alors on peut fixer les objets g € G'(F), Ry € L et X' de sorte
que les conditions suivantes soient satisfaites

- Ri=g'Ryg;
yeR(F)et Ry, e Ll
- X'e ZH’,ell(tl,'y) NndD';

w est R stablement conjugué a g(exp(X')y)g*;
on al’égalité

> TR, f) = > I (g(exp(X1)7) g~ ).

p1€lG (R), p1—p! X1€0 s en(t1,4)NdD’, X1 —X'

Preuve. — Par hypothese, il existe un élément 1 dans la classe stable de p/ dont la classe
de conjugaison rencontre le support de f’. Cela implique, au vu du support de f/, qu’il existe
g1 € GI(F), RL’Y e LH et X € FH’tell(tl,'y) NdD’ tel que
(7.6) = g1 (exp(X1)7) gy
En particulier, on déduit de I’ellipticité des éléments considérés que

(1.7) R=gi1Rig;
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Supposons qu’on dispose d’un second élément po dans la classe stable de i’ dont la classe de
conjugaison rencontre le support de f’. Comme 2 p1, on associe a po des objets indexés par
le chiffre 2 et qui vérifient I’analogue de 1’égalité (7.6). Comme g et po, sont dans la méme

R-classe stable, il existe r € R tel que o = rpy7 ! ou encore

(7.8) exp(Xa)y =1Int (gglrgl) (exp(X1)7).
Posons h = gz_lrgl. Par ’assertion 3(a) du §7.4, on doit avoir h € H' et
(7.9) Xo=Ad(h)X;.

Cette dernicre égalité implique d’une part que

(7.10) Ry =Ad(h)R, 5

et d’autre part que pour tout o € I', on a h 1o (h) € HY C Ry ,.Le groupe R, , est un sous-
groupe de Lévi de H' et I'injectivité bien connue de I’application naturelle H!(F, Ry y) —
HY(F,H') implique que h € H'(F)R; ~(F). 1l résulte alors de (7.10) que les sous-groupes
R, et Ry, sont conjugués par un élément de H'(F'). Quitte & translater g, 4 droite par cet
élément, on peut supposer que Ry = R et h € Ry . Mais alors en écrivant

9297 ' =rg1htgr !

et en utilisant (7.7), on voit que ga2g; e R(F). Quitte & conjuguer po par gag; 1 ce qui ne
change pas sa classe de R(F')-conjugaison, on peut supposer que g2 = g1 . Il résulte alors de (7.9)
que les éléments X et X5 sont Ry --stablement conjugués. Si les classes de R(F’)-conjugaison
de p1 et po sont confondues alors on peut prendre » € R(F') et donc h € Ry (F). Les éléments
X et X, sont alors Ry ., (F')-conjugués.

En prenant X’ = X et g = g1, on obtient la conclusion du lemme. 0O

7.8. Dans ce paragraphe, nous allons montrer que f’ satisfait la condition 1 de la
définition 7.1. Soient R € LF, Q € F& (R) et i/ € ¥ (R) ; supposons que I’expression

Z Jﬁ%(ul,f’)

1€l gr (R), p1—p'

n’est pas nulle.
Traitons d’abord le cas ol p’ est elliptique dans R. Le lemme 7.6 nous donne des éléments
gEG(F),Ri =g 'Rget X' € Xy an(r1,,) de sorte que

> T, f') = > T3 (g(exp(X1)7) g~ L ).

#1€FG/(R), 1 — ! X1€FH/‘e“(t17,y)lﬁldD/, X, —X’

Mais on a pris f' =), _; f;. D’apres le choix de f; (cf. §7.6), nous avons pour X; comme dans
la somme ci-dessus,

T2 (g(exp(X0)7) g~ f) = Toa (X1, 6.
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On peut donc écrire

(7.11) > VHITRAEDY > Jgf,ﬁi(xmz’)-

1€l g/ (R), p1—p' 1€l X1 €T s on(t1,4), X1—X/
En utilisant la définition de ¢ (cf. 1. (7.5) du §7.6), on obtient

Yo (h")
Y (h)

Finalement, en tenant en compte de la ligne (7.3) du §7.5, on a

JE 9 A X, ¢)).

9 g
Jgg}% (Xla (b;/) = 9

9 o " age.y _
T 0 (X1, ) = 11((2))3% I(d X1, Z]) A ().

Rappelons que Z/ est une classe stable et elliptique d’un sous-groupe de Lévi de H' qui
provient de H. En particulier, le membre de droite de la ligne ci-dessus est nul a moins qu’il
n’existe un élément de

LMo ((R%),)

qui provient de H. La cochaine o (y)uq (y) ™t (cf. 1. (6.2) du §6.2) définit donc un élément de
I’image de

H'(F,Mqs Zg: |Za+) — H'(F,G. Zg: [ Zg-).

11 résulte par ailleurs de la preuve du lemme 7.6 que p’ est R-stablement conjugué a

g(exp(X')v)g™"

avec X' € EH/,cll(tl,’y) NdD’.

A ~, on associe b, une cochaine 2 valeurs dans ZG§ qui vérifie I’identité (5.1) du §5.4.
Par construction de +, la cochaine o(y)u,y~' définit un élément de H'(F, G\ Zc|Za~)
qui s’envoie sur (u,,b,) par 1’application (5.2) (définie a la proposition 5.1). On note 7" le
centralisateur de X’ dans R;. On note T le sous-tore maximal de G* qui est le centralisateur de
T’ dans G*. Fixons une cochalne (3, a valeurs dans T telle que

of(1,....,1,exp(X")y) x 0] =B, [(1,...,1,exp(X")7) x 0]&;1.

Les cochaines b, et 3, définissent le méme élément de H'(F,T/T"). Pour le voir, choisissons
t € T de sorte que

(1,...,1,exp(X")) x 0 =t[(exp(X'/d),...,exp(X'/d)) x ]t ".

On vérifie alors que o(t)b,t~* appartient a 3,7".

On a une fleche d’abélianisation de MQg77ZG; /Zg~ vers un complexe de longueur 1 qui
est quasi-isomorphe a [T — T'Zgx /Zg+] ou T" désigne I'image réciproque de 7" dans le
revétement simplement connexe du groupe dérivé de Mgy . Ce dernier s’envoie naturellement
dans le complexe [T]’ng e T/Zg-~] ; rappelons que Mgs 5. désigne le revétement simplement
connexe du groupe dérivé de Mg .
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Finalement, on voit que (u,, 3, ) appartient & I’image de
Hl (F7 [T]/MQg e T/ZG*]) - Hl(FaG:c - G*/ZG*) X Hl(FaT/T/)a

ou encore, selon la définition 5.2, exp(X’)~ est potentiellement une norme dans Msyg. On en
déduit aisément que p’ est potentiellement une norme dans M.

Le cas d’un élément x’ non elliptique se déduit directement du cas elliptique et de la formule
de descente suivante. Il existe un sous-groupe de Lévi S € L tel que la classe de  rencontre
S(F) selon une réunion finie de S-classes stables elliptiques. En outre,

> TR f)= Y dge(R.L) > TSNy, ).

p1€L G/ (R), p1—p! LecMa p1€L G (S), p1—p’

On reprend ici sans plus de commentaire les notations d’Arthur concernant la descente des
(G, M)-familles (cf. [2]). En utilisant ce qui précéde appliqué au sous-groupe de Lévi S, le
membre de droite de 1’égalité ci-dessus est non nul seulement s’il existe L € £< tel que p soit
potentiellement une norme dans L. A fortiori, ;v est potentiellement une norme dans M.

7.9. Montrons ensuite que f’ satisfait la condition 2 de la définition 7.1. Fixons M € L&,
Q<€ FE(M) et i’ € X (M) qui est une norme d’un élément de M (F'). On commence par le
cas ou p est elliptique dans M.

LEMME 7.7.— Si l’un des deux membres de 1’égalité 2 de la définition 7.1 est non nul alors
il existe g € G'(F), My € LG et X' de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites
- Mi=g'M'g;
§EM,(F)et My s€ LM
- X'e Engu(m’lﬁ) NndD’;
— ' est M'-stablement conjugué a g(exp(X')v)g

-1

Preuve. — Supposons que le membre relatif 2 f’ soit non nul. Le lemme 7.6 donne des objets
g, Mj e £H et X! qui vérifient les conditions voulues 1, 3 et 4. 1l reste a vérifier que M{ﬂ
provient de H.

Partons du fait que p’ est une norme d’un élément de M(F). Il existe donc &' € M(F) et
m € M tel que

(1,...,1,1") =mep(6m™L.

Notons 7" le centralisateur de X' dans M7 _ : c’est un sous-tore maximal de G’ et on note 7" le
centralisateur de 7" dans G*. Soit t € T tel que

(1, cee, 1,’7exp(X/)) =texp(X'/d)(1,..., 1,7)9(1?_1).
Comme /i est stablement conjugué a g(exp(X')y)g~!, il existe z € G* tel que
exp(X'[d)(1,..., 1,7) = 2p(8')a .

11 s’ensuit que Ad(z) o ¢ induit un F-isomorphisme entre les tores G et T”. Soit Y € g5 qui
s’envoie sur X’ /d via I’isomorphisme dérivé. On a alors

(17 M) 17/-}/) = xtp(gg/)mil?
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avec 03 = exp(—Y")d’. Donc ~y est une norme de &4 et le sous-groupe de Lévi M, ., provient de

Gy, puisque T’ provient de G . Or 6 a aussi pour norme 7. Les €léments ¢ et dy sont donc sta-

blement conjugués et leurs centralisateurs sont canoniquement isomorphes (cf. proposition 5.8).

Il en résulte bien que M{’“Y provient de H = G. Quitte a conjuguer M{ﬁ par un élément de
5. . G H _

H'(F'), on peut supposer qu’il existe M; € L™= tel que My s € L7 et M{ = o (M 5).

Si c’est le membre relatif & f qui est non nul, il existe J; un élément de M(F') qui a pour
norme 4’ et qui appartient au support de f. Un tel élément s’écrit

(7.12) 81 = g1 (exp(X)d)gy"

avec g1 € G(F) et X € D. On peut bien supposer que X est un élément semi-simple H -régulier
elliptique de t5(F) avec Rs; € L. Rappelons que R; est le centralisateur de  dans R pour
un certain R € £€. Notons Y une image de X par oy dans t,(F). En particulier, Y € D',
Remarquons que exp(dY')y est une norme de exp(X)d. Par conséquent, exp(dY)~y et u/ sont
G'-stablement conjugués : il existe go € G’ tel que

1 = grexp(dY)ygy '

Comme p' et exp(dY )y sont des éléments elliptiques semi-simples G’-réguliers respectivement

de M’ et R', on voit qu’on peut supposer que go = mg avec m € M'(F) et g € G'(F). On
obtient alors le résultat voulu avec g, M1 =R, X' =dY. O

Pour prouver la condition 2 du théoreme 7.2, il suffit évidemment de se placer sous I’hypothese
du lemme 7.7 dont on reprend les notations. De méme qu’au §7.8, on en déduit que

S =Y ) ”;;((?))) JL (X1, )

p1E€lG (M), pr—p’ i€l X €l g on(m] ), X1—d=1X’

= > Ty % (X, ).

X€Tp(vs), X—d 1Y

Fixons une classe Y € I'yen(myy) qui s’envoie par ¢y sur X. Soit [ € G(F') tel que

0 1(g)I=t € M. Un tel élément existe puisque M'9 = R’ et donc M# (9 ¢ £Y (cf. lemme 3.2
de [16]). D’apres le lemme 7.5, le membre de droite de 1’égalité ci-dessus vaut aussi

l
> T 5 (X, ).
Xelg(mys5), X—d=-1Y

ou encore

> T (81, f)-

61N (M), 51 —lexp(d—1Y)dl—1

On laisse au lecteur de vérifier que I exp(d—1Y)dl~! est un élément de M(F) qui admet comme
norme p’ dans M’. Par conséquent, cette derniére somme n’est autre que

S Al 00) IR0 1),

61€le (M)

ce qu’il fallait vérifier.
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Il reste a enlever la restriction elliptique. Fixons d; un élément de M((F') dont i’ € X/ (M)
est une norme. Supposons que p’ n’est pas elliptique dans M. Alors 6; n’est pas elliptique dans
M. Quitte a conjuguer J; par un élément de M (F), on peut supposer qu’il existe R € LM tel
que 67 soit un élément elliptique de R(F). Quitte & conjuguer p’ par un élément de M’, on
peut supposer que p’ est une norme dans R’ de d7. Alors p’ est elliptique dans R’. La classe
de conjugaison M’-stable de 11/ coupe R’'(F') selon une réunion finie de classes de conjugaison
R’-stable elliptiques dont on note g, ..., 1} un systéme de représentants. On conclut alors en
remarquant qu’on a les formules de descente suivantes :

3 TG (1, )

1€l (M), pr1—p’

k
=Y X @prery) Y )

i=1 prec™a’ (rr) €T G (RY), =1,

et

S AmW,6) IR (61, f)

61€ET G (M)
k
=Y > dmSMIL) 3T Ar(,00)JR 6 ),
i=lrnecMQ(R) s1€f(R)

On a une bijection naturelle L — L’ entre les ensembles de sommation des deuxiémes sommes
dans les deux dernieres lignes. Remarquons que

MQ/

dp? (M L) = de® (M, L).

Les sections L' — Q ' Ng' et L — Q1,Ng dépendent de certains choix mais il est clair qu’il y
a un choix compatible au sens ot Q)1 Ng- = (Qr.Ng)'. Le cas non elliptique se déduit donc du
cas elliptique.

8. Application a la formule des traces locale

8.1. On reprend les hypotheses de la section précédente (cf. §7.1). Notre référence pour ce
paragraphe est I’ article [4] d’ Arthur et plus précisément la section 12. Pour tout couple (g1, 92) €
G(F) x G(F), on introduit la (G, M)-famille vp(gi,go) définie pour tous P € PS (M) et
A € day, par
(8.1 vp (A, 91,92) = exp(—A(Hp(92) — Hs(g1))),
ot P désigne le sous-espace parabolique opposé (en un sens évident) a P.

Soit f = f1 ® fo € C°(G(F)) @ C(G(F)). Pour tout M € L et tout couple (6;,52) €
I'¢(M)2, on introduit, par analogie avec les distributions qui apparaissent dans la formule des
traces locale d’ Arthur (cf. [4] section 12), I’intégrale orbitale pondérée Jl\(/;l (6, f) définie par
(8.2)

1/2 1/2 _ _
| DS (61)] / | DS (6)]| / fi(gr " 6191) f2 (95 " 6292) vl (91, 92) dgu dgs.
Gs; (F)\G(F) Gy (F)\G(F)
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8.2. Soient f; et fo deux fonctions dans C2°(G(F)). D’apres le théoréme 7.2, on peut
considérer leur transfert respectif f] et f5 4 G'.

PROPOSITION 8.1. — Sous les hypothéses du § 7.1, on a
1. pour tous R€ LY et v € X ean(R), Uexpression

Z Jg/(’yla,)/??f{@fé)

(11:72) €T/ (R)2, (v1,7v2)—(7,7)

est nulle sauf si v est une norme d’un élément de G(F) ;
2. pour tous M € LG et~ € Yaen(M'), ona

Z A(y,60)A(7,82) J33 (01,02, f1 @ fo)
(51,62)€FG(M)2

= >, Tip (1,72, f1© f3)-
(71:72) €T G (M7)2, (y1,72)—(7+7)

Preuve. — Prouvons I’assertion 1. Soient R € £C" et v € ¥¢/ (R). Par la formule de scindage
des intégrales orbitales pondérées, on a

IS (v, f1® f3)
(m1:72) €T (R)2, (v1,v2)— (7))

= Z dg(Ll,L2){ Z JELI (71, f1)

L1,L2€LE (R) 71€lg/ (R), 11—~

S SR S

v2€l g (R), v2—

Notons 7" le centralisateur de -y dans G’ et T le centralisateur de 7" dans G*. On associe a v une
cochaine b, 2 valeurs dans T'/T" (cf. §5.5). D apres le point 1 de la définition 7.1 du transfert,
cette expression est nulle sauf s’il existe un couple (L1, Lo) € LE (R)? tel que d§ (L1, Ly) #0
et si 7y est potentiellement une norme dans L; et Lo. Il s’ensuit qu’on peut trouver, pour ¢ = 1,2
des cocycles v; € H'(F, T} — T/Zg-) d’image (uq,by) dans H'(F,G%, — G*/Zg~) x
H(F,T/T'). Les éléments v; et vo ont méme image dans H'(F, T}, — T/Zg~) (par le
lemme 5.7). Mais alors le lemme 5.5 montre que v; et vy sont images d’un méme élément de
H(F, Tx.. — T/Zg~). 1l est clair alors que 7y est potentiellement une norme dans R. Or 1 est
elliptique dans R et c’est donc une norme par la proposition 5.3.

Si 7 est une norme d’un élément de M(F'), I’assertion 2 est une conséquence des formules
de scindage et de la définition du transfert. Si « n’est pas une norme, le membre de gauche de
I’assertion 2 est nul. Le membre de droite est nul sauf si «y est potentiellement une norme dans
M’. Cependant u, € M* (cf. § 5.3) et la fleche

HYF,M} — M*/Zg+) — H (F,G%, — G*/Zg-)

est injective. On en déduit que ~ est potentiellement une norme dans M’ relativement au
couple (M, M’). La proposition 5.3 permet de conclure que ~y est une norme d’un élément de
M(F). O
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